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ভূমিকা 


ওয়েষ্ট বেঙ্গল কাউান্সল অব্‌ হায়ার সেকেণ্ডারী এডুকেশন ( West Bengal 
Council of Higher Secondary Education ) একাদশ ও দ্বাদশ শ্রেণীর জন্য 
গাঁণতের যে পাঠক্রম নিদিষ্ট করিয়া দিয়াছেন, সেই পাঠক্রম সম্পূর্ণরুপে অনুসরণ করিয়া 
বর্তমান 955% প্রণয়ন করা হইয়াছে | 95500 তন ভাগে বিভন্ত_ প্রথম ভাগে আছে 
বীজগাঁণত, দ্বিতীয় ভাগে সমতল ত্রিকোণামাত ও তৃতীয় ভাগে আছে দ্বিমাত্ৰিক ISTE 
ырк Ж wiae strae টিপি maypa, annu 
( Paper I ) সমস্ত বিষয়বস্তু 1 

বর্তমানে গাঁণত 'শক্ষার প্রয়োজন সর্বজনাঁবাঁদত । বিজ্ঞানের যে কোনও শাখায় 
অগ্রগাঁতর জন্য, ইঞ্জিনিয়ারিং, বৃত্তিমূলক ও কারগরা শিক্ষার ক্ষেত্রে, বাণাজ্যক [বিষয়ে 
জ্ঞানলাভের জন্য এমন 19 কলাবিদ্যা আয়ত্ত কারবার জন্যও গাঁণত শিক্ষার প্রয়োজন | 
শুধু তাহাই নহে, SUIS যুগে দৈনান্দন প্রাতাঁট কার্ষে গাঁণতের প্রয়োজন 
1বশেষভাবে 54:95 হইতেছে 1 «һис শিক্ষার মান দিন দিন উন্নত হইতেছে, 
মানুষের অন;সান্ধংসা এবং অধিকতর জ্ঞানলাভের আকাঙ্ক্ষা বুদ্ধি পাইতেছে। 
সুতরাং স্কুলে কলেজে উচ্চতর মানের পুস্তকের প্রয়োজন দেখা দিয়াছে । কাউীন্সিল 
{নিদিষ্ট পাঠক্রম স্বীকার কাঁরয়া লইয়াই বর্তমান পুস্তকে উচ্চতর মানের অঞ্কশাস্ত্ 
অধ্যয়নের সোপান হিসাবে ব্যবহার করা হইয়াছে । উচ্চতর গণিত শিক্ষার জন্য 
প্রয়োজন__যথাযথভাবে 5194554 দ্বারা বিষয়বস্তুর অবতারণা ও সমাধান । আবার 
মাধ্যামক পর্যায়ে ব্যবহারিক নিপূণতারও প্রয়োজন 1 এই দুই উদ্দেশ্যে এই পুস্তকের 
প্রণয়ন 1 গাঁণাতক আভব্যান্তর যথাযথ সূত্র উপস্থাপন করিয়া প্রতিপাদ্য বস্তুর প্রমাণ 
সংজ্পন্টরূপে {її করা হইয়াছে 1 সমাধানসম্বালত উদাহরণগুলি আঁত সতর্কতার 
সাঁহত মনোনয়ন করা হইয়াছে_বহ:ক্ষেত্রে একাঁটমান্র উদাহরণের সাহায্যে সমজাতীয় 
উদাহরণ তো বটেই, আরও ব্যাপক, বিস্তৃত ও জাটল প্রশ্ন সমাধান করা হইয়াছে_ইহা 
ছাত্রছাত্রীদের উদ্বুদ্ধ কাঁরবে 1 পুস্তকের বিষয়বস্তুর আলোচনা পর পর সুশৃঙ্খলভাবে 
অগ্রসর হইয়াছে | প্রাতাঁট উপপাদ্য, প্রতিপাদ্য ও অন;সিদ্ধান্ত অত্যন্ত সতর্কতার 
সাঁহত উপস্থাপিত করা হইয়াছে, তাহাদের নিয়ন্ত্রণের সীমানা আলোচিত হইয়াছে এবং 
যেখানেই প্রয়োজন তাহাদের প্রমাণ দেওয়া হইয়াছে । শুধু তাহাই নহে--প্রাতাঁট 
{বিবৃতির প্রয়োজনীয়তা উপলাব্ধ করাইবার চেষ্টা করা হইয়াছে। প.স্তকের প্রীতাঁট 
অংশে ছাত্রছাত্রীদের কথা সবসময় স্মরণ রাখা হইয়াছে 1 মন্তব্য, বিশেষ মন্তব্য, টীকা__ 
এসবের গুরুত্ব কিন্তু উপপাদ্যের তুলনায় কোনও অংশে কম নহে 1 অঙ্কশাস্তরে বন্যুৎপাত্ত- 
লাভে িশেষভাবে সহায়তা করে 541% জ্ঞানের ব্যবহারক প্রয়োগ । এই উদ্দেশ্যে 
{বশেষভাবে প্রস্তুত নানাপ্রকার অনৃশীলনা ও প্রশ্ন গ্রন্হে 21804199 করা হইয়াছে__ 
অঙ্কগুল এমনভাবে সাজান হইয়াছে যে পর পর অঙ্ক কাঁষতে যেন কোনও অস্মাবধার 
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স্‌চ্টি না হয়। ছাত্রছাত্রীদের পরীক্ষার কথা বিবেচনা করিয়া বেশ কিছ: বস্তুমখী প্রশ্ন 
ও পরীক্ষামূলক প্রশ্নও দেওয়া হইয়াছে | 

জীবনের অধিকাংশ সময় আমরা স্কুল, কলেজ, বিশ্বাবিদ্যালয় ও অন্যত্র অঙ্কশাস্দের 
আলোচনা কাঁরয়া আসিয়াঁছ এবং সেই সুত্রে আমাদের পৃজ্যপাদ শিক্ষক ও অধ্যাপক- 
গণের সাঁহত এবং আমাদের বন্ধুবান্ধব ও ছাত্রছা্রীগণের সাঁহত এই বিষয়ের আলোচনায় 
অপুর্ব আনন্দ ও অন:প্রেরণা পাইয়াছি । আমরা তাঁহাদের সকলের প্রতিই আমাদের 
কৃতজ্ঞতা জানাইতেছি। 

এই গ্রন্থ প্রণয়নে চন্দননগর কানাইলাল বিদ্যামীন্দরের দুই জন প্রবীণ শিক্ষক 
শ্রীনীলমীণ কুমার, প্রধান শিক্ষক এবং শ্রীধারেন্দ্র নাথ পাল, সহকারী প্রধান শিক্ষক 
তাঁহাদের শিক্ষকতা জীবনের অভিজ্ঞতা দ্বারা — বিস্তিত আলোচনা, অননুপ্রেরণা ও 
সহযোগিতার মাধ্যমে আমাদের সর্বতোভাবে সাহায্য কাঁরয়াছেন। তাঁহাদগকে 
জানাই আমাদের আন্তারক কৃতজ্ঞতা 1 

সাঁবশেষ কৃতজ্ঞতা জানাই আমাদের প্রিয় বন্ধুবর বিদ্যাসাগর কলেজের গাঁণত- 
বিভাগের প্রধান অধ্যাপক শ্রীপ্রতুলকুমার বাগচা মহাশয়কে, যাঁহার অনুপ্রেরণা ব্যতীত 
এই পুস্তক প্রণয়ন সম্ভবপর হইত না। 

পাঠকমণ্ডলীর নিকট হইতে орхо. উৎকর্ষ সাধনের নিমিত্ত যে কোনও প্রকার 
ইঙ্গিত সাদরে আঁভনান্দিত হইবে 1 


্রা্তীদ্বতীয়া 
এই কাঁতিক, ১৩৮৩ বঙ্গাব্দ মাইতি ও ঘোষ 
( Oct. 24, 1976) 
কাঁলিকাতা 
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Syllabi of Algebra 
( West Bengal Council of Higher Secondary Education ) 


Variation, Arithmetical Progression, Geometrical Progression. 
Surds, Laws of indices. Complex numbers. Theory of quadratic 
equation, Permutations.and Combinations. Binomial theorem for 
positive integralindex ; Idea of Infinite series—sum of infinite G. P. 
series. Use of Binomial theorem for fractional and negative indices. 
Logarithms—Compound interest and annuities. Use of logarithmic 
and exponential series. 
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অধ্যায় 1: ভেদ 
সমচনা-সরল ভেদ, ব্যস্ত ভেদ, যৌগক ভেদ, যৌগিক ভেদ সম্পর্কে একাট 
йөге প্রাতপাদ্য, যোগক ভেদের প্রশ্নসমূহ, আধাঁশক ধ্রুবক ও আংশক চলরাশ 
সম্বালত প্রশ্নাবলী, পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী 1 1-14 


অধ্যায় 2: সংখ্যাতত্ব : সুচকের নিয়মাবলী ও করণী 

সুচনা__সংখ্যা 2 উৎপাত্ত ও গঠন প্রণালী, সেট, শূন্য, ঝণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা, 
অখ'ভ সংখ্যা, মূলদ সংখ্যা, অমৃূলদ সংখ্যা, বাস্তব সংখ্যা, অসমতা, বাস্তব সংখ্যার 
পরম মান, সংখ্যাতত্তের উপর কক্তুমূখী ও সংক্ষেপে উত্তর সম্ভব প্রশ্নাবলী ; 
উদ্‌ঘাতন বা ঘাতণীনর্ণয়, ঘাত, সূচকের সূন্রাবলী ( ধনাত্মক অখণ্ড সুচক ), খণ্ড সূচক 
ও ঝণাত্মক সূচক, সুচকের সূত্রাবলী (মুলদ সূচক), সূচক সম্পকাঁয় প্রশ্ন-সমাধানে 
বিশেষ প্রয়োজনীয় সধাক্ষিপ্তসার, সূচক সম্পকাঁয় езде উপর বক্তুমুখী ও সংক্ষেপে 
উত্তর-সম্ভব প্রশ্নাবলী, পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী ; করণী, %-রুমের করণী, মিশ্র করণ, 
করণীসমূহের যোগ-বয়োগ প্রভাত কার্যের নিয়মাবলী, সংক্ষেপে উত্তর-সম্ভব প্রশ্নাবলী, 
পর্যবেক্ষণ দ্বারা বর্গমূল নির্ণয়, পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী 1 15-51 


অধ্যায় 3: প্রগতি : সমান্তর ও গুণোত্তর 

সুচনা__সমান্তর 21919, সমান্তর প্রগাঁতর সূন্রাবলী, সমান্তর মধ্যক, 44194 ANS, 
44194 প্রগাঁত বিষয়ক সূত্রাবলী, সসীম শ্রেণীসমূহ ও তাহাদের সমাল্ট, সিগমা (2) 
অঞ্কপাতন, প্রথম % সংখ্যক স্বাভাবক সংখ্যার সমাষ্ট_উহাদের ЧТ অবস্থার 
সমান্ট--সংশ্লষ্ট প্রশ্নাদ, সমান্তর-গুণোত্তর মিশ্র শ্রেণী, অসীম গুণোত্তর শ্রেণী, অসীম 
গুণোত্তর প্রগাত, বিপরীত প্রগাত। 52-90 
অধ্যায় 4: জটিল সংখ্য 

সূচনা জাঁটল সংখ্যা : প্রচালত দৃষ্টিকোণ, জাটল সংখ্যার 5992192” বা 
পরম মান, VATI ঘাতাবাশষ্ট জাটল সংখ্যা, জাটল সংখ্যার জ্যামাঁতক ব্যাখ্যা, 
Argand চন, জাটল সংখ্যার মাঁডউলাস-আ্যামীপ্লাটউড্‌. আকার, গুণফল, ভাগফল, 
Argand бй মাধ্যমে জাটল সংখ্যার বাঁজগাঁণতায় ক্রিয়াসমূহ 1 91-118 
অধ্যায় 5: দ্বিঘাত সমীকরণের তত্ব 

সুচনা-দ্বিঘাত সমীকরণের সমাধান প্রণালী, দ্বিঘাত সহ-সমীকরণ, বহুপদ 
বাশষ্ট রাশি : ভাগশেষ উপপাদ্য এবং গুণনীয়ক উপপাদ্য, অপেক্ষক সম্পাকত 
অগ্কপাতন, দুইটি বহুপদ রাশির মধ্যে ভাগাক্রয়া, দ্বিঘাত সমীকরণের 564, 
f(x) m ax -- bx c(a 740), ате সমীকরণের দুইটি এবং কেবলমাত্র দুইটি বীজ 
আছে, x এর তিনাট 'বাভন্ন মান |4579 সমীকরণ ax2+bx-+c=0 (৫0) কে 


1х 


x বাঁজগাণত 


ai করে, দ্বিঘাত সমীকরণের বীজন্বয়ের 28150 ধর্ম, জ্ঞাত বাঁজ দুইটির 
সাহায্যে দ্বঘাত সমীকরণ নির্ণয়, দুইটি প্রয়োজনীয় উপপাদ্য, বীজ ও সহগ সম্পকাঁয় 
বাধ প্রশ্ন, পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী, দ্বিঘাত রাশিমালা 55954, দ্বিঘাত রাঁশমালার 
TIS এবং লাঁঘষ্ঠ মান 1 119-157 
অধ্যায় 6: বিন্যাস ও সমবায় 

সূচনা__ মূলনীতি, বিন্যাস : "Р, নির্ণয়ের সূত্র, বিন্যাসের বিষয়সমূহ, HINTA 
বাভিন্ন নহে এমন বস্তুসমূহের বিন্যাস, একই বস্তু বার বার লইয়া বিন্যাস, বৃত্তাকারে 
বিন্যাস ; সমবায়, "C, নির্ণয়ের সূত্র (৮5) 1 দুইটি প্রয়োজনীয় সম্পর্ক : সমবায়ের 
মোট সংখ্যা 2 Pyn সকলেই qes হইলে, әуен সবকয়াট বিভন্ন না 
হইলে, বাভন্ন দলে বিভাজন, বিবিধ সমাধান 1 158-198 
অধ্যায় 7: দ্বিপদ উপপাদ্য : ধনাত্মক অখণ্ড সূচক 

সুচনা-ধনাত্মক অখণ্ড স:চকের ক্ষেত্রে দ্বিপদ উপপাদ্য, মধ্যমপদ বা পদসমূহ, 
সমদূরবতাঁ পদ, পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী, ধনাত্মক অখণ্ড সূচকের ক্ষেত্রে দ্বিপদ 
উপপাদ্যের প্রমাণ, আরোহ পদ্ধাততে প্রমাণ, উপপাদ্যাটর একট 'বকল্প প্রমাণ, 
(142 )" এর বিস্তীতি, n TW অখণ্ড সংখ্যা হইলে (14% )" বা (x--a)" 


বিস্তাতির বৃহত্তম পদ নির্ণয় 1 199-225 
অধ্যায় 8: দ্বিপদ 9949197: সাধারণ আকার 226-241 

স্‌চনা_ অসাম দ্বিপদ রাশ, প্রয়োগসমূহ, 2118-4159 ^s পদ্ধাততে সমাণ্ট іне 1 
অধ্যায় 9: লগারিদৃম 


সুচনা__লগারিদ্মূ-এর সংজ্ঞা, লগারদ্‌ম-এর жамай, নিধান পারবর্ত'ন, 
সাধারণ লগারদ্মপূর্ণক এবং অংশক, жа“ নির্ণয়ের নিয়ম, লগারদ্স-এর 
তালিকা : অংশক নির্ণয়, তালিকার বিন্যাস, অংশক নির্ণয়ের জন্য লগ্‌-তালকার 
ব্যবহার, ইন্টারপোলেসন্‌, আযান্টিলগারদমূ। 242-263 
অধ্যায় 10; চক্রবৃদ্ধি 
Бп —Б# Р, গুরুত্বপূর্ণ প্রতীকসমূহ, চকুবৃদ্ধির SLE, বর্তমান মূল্য এবং 
ай, নিয়মিত ব্যবধানে সমরুপে বাদ্ধসক্কান্ত প্রশ্ন, পারসম্পং-এর অবচয় সংক্রান্ত প্রশ্ন, 
অবচয় পদ্ধাত 1 264-278 
অধ্যায় 11: বাৰিক অথবা atis বৃত্তি 
সুচনা-_-সংজ্ঞাসমুহ, নিয়মিত 418% বৃত্তির মোট অঙ্ক, বাষক qeq বর্তমান 
মূল্য, চিরস্থায়ী বাঁষক বৃত্তির বর্তমান মূল্য, শুজ্কহীন সম্পত্তি, নিয়ামত পাটা 
dive ка মলে OQ মুল্য, ঝণ বা কর্জ সংক্রান্ত প্রশ্ন, সিংকং ফাণ্ড বা 
দেনা পারশোধ তহবিল, EFRA এবং ইজারাপপ্রাপ্ত সম্পত্তি, প্রত্যাবর্তন মূল্য, 
মেয়াদী তহবিল i 279-304 
অধ্যায় 12: 35% শ্রেণী ও লগারিদ্মিক্‌ শ্রেণীর প্রয়োগ 
সুচনা--সুচক উপপাদ্য, আভসারা, সূচক শ্রেণী, প্রয়োগসমূহ ; লগারদাঁমক- 
শ্রেণী, প্রয়োগসমূহ ৷ 305-326 
পরিশিষ্ট £ লগ্‌ এবং ত্যান্ট-লগ তালিকা 328-335 


FORMULAE AND RESULTS : 


1. Variation 
(i) A œ B > A = ЕВ (k = constant of variation). 
(ii) A varies inversely as В => А ос (1/B) and so AB = k. 
(iii) Theorem on Joint Variation. If А сс B, when С is constant, and 
A cc C, when B is constant, then А ос BC, when both В апа C vary. 


2. Number system 
(i) Natural numbers —> Integers — Rational Numbers — 
Š incl. zero 


—Real Numbers. 
(Rational 4- Irrational) 
(ii) Rational numbers are dense; Real numbers also are dense. 
(iii) Тһе square of a real number is positive. 
(іу) Real numbers ——— Points on a straight line. 


3. Involution 


(i) am x an = qm*n, (ii) am -- an = атт, 
(iii) (ат)л = amn, (iv) ৫০ = 1 (a # 0). 
(у) ат" = (ау). (vi) at) = Аа; N/am = atm), 


[Proved to be truc for rational indices only.] 
4. Surds аге radicals ав well as irrationals. Allirrationals are not 
surds (e.g., т, e, etc.). 


Rationalisation and finding the square roots of surds are two 
important operations. 


5. Progressions 
(a) An arranged set formed according to a definite rule is sequence. 
(b) Two important sequences are A.P. апа С.Р. 
A.P.: (i) nth term = a + (n — 1)d, a = first term, d = com. diff. 
(ii) Sum to n terms = (n/2) [first term + last term] 
= (0/2) {2a + (n — 1) d). 
(iii) A. M. between a and b = 4 (a + b). 
(іу) Sum of n natural numbers: 


2142434. п 1 ED, 


xi 


xii ALGEBRA 
(v) Sum of squares ofn natural numbers: 


muni S epa M ED On HD 


(vi) Sum of cubes of 1 natural numbers: 


Із озар. pw pe, 


G.P.: (i) nth term = a^, а = first term, r = common ratio. 
(ii) Sum to n terms of a G.P. — а") pifre 


= (Sr) re 
Dr 


(iii) G. M. between a and b = 4/ (ab). 
(c) A set of numbers are in H.P. if their reciprocals are in A.P. 
Н.М. between a and b = да) 5 
a+b 
(d) A.M. > G.M. > H.M. (of two distinct positive numbers). 


6. Concept of Infinite series: Infinite G.P. 

An infinite series is a symbol of the form 

Hy reina Ча EE s asp uas USD DM Sun. 

We first find the sum to n terms = t + t +... + un = Sn (say). 

When n — o, the values of $, may differ from a fixed number $ by 
a quantity, as small as we please. We say that Sn tends to a limit S as 
n—>œ. When such a limit $ exists, we say that the series 27 иһ is 
convergent and further, we say that the sum of the infinite series (or 
sum to infinity) із 5; we write S = lim Sa = X un. 

n> 
Infinite geometric series: 
17-77-1712 + r +... 55 Fri... + ... = Zrn-1, 


LZ (| = D: Whenn—> œ „ба|. 
ys —r 


Sn = 


Sum to infinity 


тарна ыс ао те ашый MAE 


1- | 


» 
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7. Complex numbers 
(1) A number of the form a + ib, or, (a, b) is a complex number, 
where a and 5 are real numbers. a — ib is then the conjugate 
complex number а + ib. 
(i) a+ ib = c + id= a =c, b = d. 
(ii) Addition: (a + ib) + (c + id) = (a + с) + i (b + d). 
Multiplication: (a + ib) (c + id) = ac — bd + i (bc + ad). 
(iv) š = (0, 1) is s.t. i? = — 1. 
(v) mod. a +ib =r = + уа? 4- Р, arga-- ib = 0 (say) where 
the angle 0 to be so chosen that it is the least possible angle 
satisfying the two equations a — r cos 0, b — r sin 6. 


(vi) x? = 1 has three values of x (cube roots of unity) — 1, о, o?, 


where o = — 3 + VS ior, -1-X? i. We have 


1 +o + о? = 0 and e? = 1. 
То remember: aš + b3 = (a + b) (a + eb) (a + o*b) 
a3 + b3 + c? — 3abc = (a + b + c) (a + b + ec) (a + ө% + oe). 


8. Theory of Quadratic equations and expressions 
— b + 4/93 —4ac 


(i) ах? + bx + c = 0 (a 5 0) has two roots a = va 
and B= — ix vb Se . b? — 4ac = discriminant D. 


(ii) The two roots of the quadratic equation are 
(a) real and equal, if D — 0. 
(b) real and unequal, if D >> 0. 
(c) real, rational and unequal, 
if.D — 0 and D — a perfect square. 
(d) real and irrational, if D > 0 and D жа perfect square. 
(e) imaginary (conjugate complex), if D < 0. 
(f) equal in mag. but opp. in sign, ifb = 0. 
(g) reciprocal, if a — c. 


(її) The two equations ax? + bx + ¿= 0, ах? + b'x рс = 0 
have а common root if (bc' — b'c) (ab' — a'b) = (са — ৫০). 
'The two equations have both roots common 

Шаттан E 


xiv ALGEBRA 
(iv) f(x) = ах? + bx + c has the same sign as ‘a’, except when 
f(x) = 0 has two real and unequal roots a , В and x lies between 
these roots. 
Therefore, f (x) has always the same sign as that of a, without 
exception, if D = b? — 4ac < 0. 
(v) f(x») = ах! + 2hxy + byt + 2gx + 2/y +c сап be facto- 
rized into two linear factors of the form Ix + ту + п and 
l'x + ту + п if abc -+- 2fgh — af? — bg? — ¿ht = 0. 
9. Permutations and Combinations 
(i) Permutations — arrangement in order š 
Combinations — selections or making groups. 
(a) ^P, = number of permutations of n distinct things 
taken r at a time 
-а(а--1)(а-2) 0.2 (n—r-41) 


л 
= 


› (r < m); "Py =n. 


n-—r 


(b) nG, = number of combinations of n distinct things 
taken r at a time 


= "(n—1)(n—2) .. .. (n —r +!) 


En 
Win (r < n) 
AC, = 1 = "Ch. 


PC, = "Gnr (complementary combinations). 
(c) ^P, тар, + рттар, 1; яң, ас, + "G, 
(৮০:১৯:০৭ P. даа 5%. А 
"C, A r r 
(e) *C, (for different r) is greatest where r= (n/2), if n be 
even. 


l if» be oda, 


"С, is greatest when r = "51 or? T 


(f) "GÓ + ^C, H "Gr uu nC, = Qn, 

(g) Division into groups : (m -+ n) things into two groups 

[m 4- n 

CIE 

Іа casem —n; $ ঠা: if two different orders of the 
(рт)? 


two different groups are considered equivalent. 


of m and n things respectively : т?л), = 
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10. Binomial Theorem for positive integral indices 
(Gi) (& + а)" = ал + nG, a a 4C, ул-® a? 4 
TG yat. dh 


=з asia МЕТ) уса а + 
+n (rtl) তক d Ay + 47, 
(5 


(ii) (1 + x)" 77057408105 x? 4 ০০470 n 
=G MC x4 SM s. +O, 
(iii) General term of (x -+ а)" = (r + I)th term of 
(x + а)" = nG, xn ат, for (1 -- x)", general term = nG, xr, 


(iv) The middle term of (x + а)! = (5 +1 ja term if n be even. 


Two middle terms if n be odd, viz., ( ш. +1 ja term 


and [z+ ІІ jo term. 
(v) Cos С, Cr, ... Cy аге the Binomial Coefficients when the 
index is to be understood = n. 
Co +C FCs +... 70875 n 
Sum of the Coeff. of odd terms 


= Sum of the Coeff. of even terms 
жа m, 


11. Binomial series: Exponential series: Logarithmic series 
(a) Binomial Series 
For all real values of m, the infinite series 


14m Bo — Da + ... 


m m — 1) (m —2) ... (m —r + 1 


r 


x' + 
is convergent if — 1 < x< 1 and when convergent, its sum is the 
positive value of (1 -+ х)", Thus 

a +a)” 


7: nln) id (т-” 1), 0211). 
rai 


ALGEBRA \ 
а LAF 5৮8 eh ИЕ frater. 
(Ix « 1). 


> NERA С Е 4х3 + .. 
(а. nl D. 
a“ (1—x1=1-+x+ x j+ +... xr + es (Ix] I). 


(iv) (I —x)2= 1 + 25 F 322 -- 4+ ... 
+ (r+ D+... [sl e D. 


(v) (17 4)-219 21—4x4 i^ 2467 +... 


(стз 0r Dar p ss (|а). 


(vi) (1 —9-? — 1 + (уф) z PEED (oy + 
d. ০ (22-20) Gl) +... (L| & 1). 


(b) Exponential series 
(i) DEFINITION: 21 +—+ +... + — টা Res nes B 
u E ü E 
66303718202. 
(ii) EXPONENTIAL THEOREM 
For all real values of x, the infinite series 


LEER an 
Liao aep dr 4 নি Tn 
Converges to the sum ¿z 
xo pan 
Thus, 2 MET WC OM ТІ” দর 
Also ৫5514 zloga | x? (log a)? 1. ien у xn (log а)? , 
П 12 MD, И 
(True for all real x and a > 0) 
2 
(ii) 3 ৫4৮০) =! ভি? Ste e a Ew 
i xà 2741 
ঠ (০ — e) = x + Ta ЕТ EEFT кош 


(c) Logarithmic series 
(i) If — 1 < x < 1, then 
x— 4⁄2 + —2. + (DAG) Ea 
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Converges to loge (1 + x). 
“loge (1 +x) =x — (8/2) + (33/8) — ... 
ssepe ат) E (12211), 
Also, — log; (1 — x) = x + (43/2) + (33/3) +... 
+ ( /)-+...... (= 1 << Ту, 
(ii) log 2 = 1 cdd 4c dede nein 


GH) plog EER bra pas gari. 


1-х 


7507 কারি (--1:<24-21). 


12. Logarithms : Compound interest and Annuities 
(a) Logarithms 
(i) If 5e = N (b > 0) then x = 108% N. 

(ii) alogaz — 4. 

(iii) log mn = log m + log n 
1 Ll — 
ов (7) —logm — log n with respect to a base > 0 
log m" — nlog m and #1, 
logs m = 1, log 1 = 0 

(iv) Common Logarithms — logarithms to the base 10. 
Antilogarithm — Number corresponding to a given logarithm. 
(6:৪১ antilog.3 means “the number whose log is 9”); 

(v) Gommon logarithm of a number — Characteristic J- Mantissa 
For finding characteristic use the rules of Art. 9:7 Mantissa 
is obtained by using log-table. Мапііѕѕа is to be taken 
always positive. 

(b) Compound Interest: 4 = P (1 + i)”, where 
i — rate of interest per conversion period 
n = total number of conversion periods. 
Formula for depreciation: $ — P (1— j)"; 
where 5 = scrap value, — original value. 
(c) Annuities 
Present value of an immediate annuity 
=" 
=anP =P EV. 
Amount of an immediate annuity 
бтр P UO zu 


1 
E 
( VARIATION ) 
ll. সূচনা 
বিভিন্ন বিষয় যেমন পদার্থবিদ্যা, রসায়নবিদ্যা, জীববিদ্ঠা প্রভৃতির অন্থ্শীলনে 
আমাদের প্রায়ই দুই বা তদধিক চলরাঁশির মধ্যে nw অনুসন্ধানের প্রয়োজন হয়। 
চলরাশি (variable quantity) বা সংক্ষেপে চল ( variable) বলিতে 
আমরা বুঝি এমন একটি রাশি যাহ! বিভিন্ন ক্ষেত্রে বিভিন্ন মান গ্রহণে সক্ষম। এই 
অধ্যায়ে আমরা এইরূপ তিন প্রকারের পরিবর্তন ( বা ভেদ) সম্পর্কে আলোচনা 
করিব--সরল ভেদ ( direct variation ), ব্যস্ত ভেদ ( inverse variation ) 
এবং যৌগিক ভেদ ( joint variation ) | 
12. সরল ভেদ 
সংজ্ঞ৷ £ যাঁদ দুইটি চলরাশি А এবং В এইরূপ সন্বন্ধযুন্ত হয় যে A কোন 
এক অনুপাতে বৃদ্ধি (বা হাস ) পাইলে B ও একই অন;পাতে বৃদ্ধি (বা হাস) পায়, 
তাহা হইলে আমরা বাল “А, B এর; সাঁহত সরল ভেদে আছে', অথবা সংক্ষেপে 
বাল ^A, B এর সাঁহত ভেদে আছে’ 1 তখন আমরা লাখয়া থাকি & . 4০731 


ধর! যাক, А পর পর ау, аш аз с প্রভৃতি মান গ্রহণ করিল এবং 
মনে করা যাক, В এর অনুরূপ মানগুলি তখন যথাক্রমে Бу, ৪) bay Я 
তাহা হইলে A «В বলিতে আমরা বুঝিব 


аа, dbi, ap by ү... 
as із аз bg' аз bs 


2160104, 41.08. 48,44, ... n 
` b, ba by by] bg bs’ 5 


ES 08$ ০০ 
US bi bg bs 


অতএব দেখা যাইতেছে 
А এর যে কোন মান 


সর্বদা একই থাকে ( অর্থাৎ উহাদের waste একটি ধ্রবক )| এই তথাটিকে আমরা. 
এইভাবে লিখিয়া থাকি : 
А 
B , 
যেখানে Р একটি sqa অর্থাৎ % এর মান A ও B এর মানের নিরপেক্ষ; k কে 
ভেদ্রঞ্কবকও বলা হয়। 
1[AI] y T4 1 


2 ভেদ 


॥ মনে রাখিবে A=B বাললে ABB লেখা যাইবে ( যেখানে Р একাট 
ЯФ)! বিপরাতক্রমে A-BRB (যেখানে  একাট 83%) বাললে A= B লেখা 
494! (Аз В কে দুইটি প্রদত্ত চলরাশি মনে করা হইয়াছে 1) 


8412 মনে কর x এবং у এমন দুইটি চলরাশি যেন х * 71 দেওয়া 
আছে х=15 হইলে ॥=5 হয়। এ এবং y এর মধ্যে একটি সম্পর্ক নির্ণয় কর 1 

সমাধান? যেহেতু x < y, S. =)» (যেখানে b একটি CETT )। 
প্রদত্ত মানের সেট (set) হইতে পাওয়া যায় 15=%.5 অর্থাৎ 2=3. 494: 
নির্ণেয় সম্পর্কটি হইল х= 3). 


' টীকা £ 1 চলরাশি বুঝাইতে সাধারণতঃ А, В, С প্রভৃতি ইংরাজী বড় অক্ষর 
অথবা ইংরাজী বর্ণমালার শেষ কয়েকটি অক্ষর-_%, у, z ইত্যাদি ব্যবহার কর! হয়। 
2. বিভিন্ন ভেদের ভেদঞ্রুবক বুঝাইবার জন্য বিভিন্ন অক্ষর ব্যবহার করিতে 
হইবে । যেমন, А В, C < D, Т < L ইত্যাদি ভেদের 59 A-bB, 
С=1р, T =mL লিখিতে হইবে (এখানে b, 1, m ইত্যাদি сет ) | 
- 8. অন্তরূগ উল্লেখ না থাকিলে b, 1, m, n, ... ইত্যাদি অক্ষরগুলি ভেদঞ্রবক 
হিসাবেই ব্যবহার কর! হইবে | 


13. ব্যস্ত ভেদ 

সংদ্ঞা £ দুইটি চলরাশি А ও B এর মধ্যে যাঁদ এইরূপ সম্পর্ক থাকে যে A 
কোন এক অন;পাতে বৃদ্ধি পাইলে B এ একই অনুপাতে হাস পায় অথবা 1বপরাতক্রমে 
А কোন এক অনুপাতে হাস পাইলে B সেই একই 542905 বৃদ্ধি পায় তাহা হইলে 
আমরা বলি যে “А, B aq সাঁহত ব্যস্ত ভেদে আছে" । এক্ষেত্রে В, А এর সহিত 
ব্যস্ত ভেদে আছে'_-ইহাও বলা যাইতে পারে 1 

ধর! wp А এর মান a, হইতে বৃদ্ধি পাইয়া аҙ হইল ( অর্থাৎ A এর মান 
ауаз অনুপাতে বৃদ্ধি পাইল ) এবং মনে করা যাক্‌ সেই সংগে В এর মান b, হইতে 
হাস পাইয়া ba হইল (অর্থাৎ B এর মান ৮2/৮, অনুপাতে হাস পাইল )। যদি 
А, B এর সহিত ব্যস্ত ভেদে থাকে, তবে 


b 
mp ; অর্থাৎ a,b; =aəbs. 


স্থতরাং ব্যস্ত ভেদের ক্ষেত্রে 


А এর যে কোন মান এবং В এর অনুরূপ মানের গুণফল অপরিবর্তিত থাকে, 
5: অর্থাৎ এই গুণফলটি একটি «বক = (ধরা যাক)। 


এক্ষেত্রে আমরা fa: АхВ=Ь( যেখানে Р একটি сэтте) 
. অথবা লিখি £ а-ы; অতএব দেখা যাইতেছে, Ast, 


যৌগিক ভেদ 3 


i ॥ মনে রাখিবে ॥ “А, В এর ces ব্যস্ত бый আছে" এবং A, 
8445155 সরল ভেদে আছে'__এই দুইটি উীন্ত সমার্থক 1 অর্থাৎ যাঁদ বলা হয়, А, 


এর সাত ব্যস্ত ভেদে আছে তখন লিখতে পারিবে š As অথবা A.B-h 
(যেখানে b একটি Cents ) | 

86%; 1: যদি 15 জন ব্যক্তি 4444 জমিতে 8 দিনে লাঙ্গল দিতে পারে, 
তাহা হইলে সমশক্তিসম্পন্ন কতজন ব্যক্তি ই জমিটিতে 5 দিনে লাঙ্গল দিতে পারিবে? 

সমাধানঃ ধর! 44, пет: সংখ্যা এবং ৫=জমিটিতে লাঙ্গল দিবার 
জন্য প্রয়োজনীয় দিনের সংখ্যা। “Re; একই জমি চষিতে সমশক্তিসম্পন্ন ব্যক্তির 
সংখ্যা যে হারে বাড়ান হইবে দিনদংখ্যা সেই হারে কমিবে এবং ব্যক্তির সংখ্যা যে 
হারে কমান হইবে দিনসংখ্যা সেই হারে বাড়িবে। অর্থাৎ বল! যায় যে ব্যক্তির 
সংখ্যা” n, ‘প্রয়োজনীয় দিনপংখযা” d এর সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে। অর্থাৎ 
n=l অথবা паче (ধরা її)! 

দেওয়া আছে п=15 যখন 4-8. ), k=15.8=120, 

গদ্ধিতীয় ক্ষেত্রে, 4-5. অতএব n=k/d=120/5=24. 

নির্ণেয় ব্যক্তির সংখ্যা =24. 
Ф: 2: (0 ০9 হইলে দেখাও যে B= А. 
1 


Ж 1 

() А= > হইলে দেখাও যে Ве 
সমাধান £ (i) যেহেতু AB, অতএব লিধিতে পারি А-В, যেখানে 

b একটি С9Ң446| তখন B=; A. 


মনে রাখিতে হইবে, b একটি ধ্রুবক হইলে 1 ও একটি 4-1. BRA. 

অঙুরূপভাবে (ii) অংশটিও প্রমাণ করা যাইবে 1 
14. যৌগিক ভেদ 

সংজ্ঞা 1: একাট চলরাশি А কাঁতপয় সসামসংখ্যক চলরাশি যথা B, C D 
প্রভৃতির গুণফলের সাঁহত সরল ভেদে থাকলে А, অপর রাঁশগযীল (B, С, D... 
সহিত যোগক ভেদে আছে, বলা & 1 

॥ মনে রাখিবে ॥ A, B ও C এর সাঁহত যোগক ভেদে আছে 41905 22042 
A= BC বা А=ЬВС, যেখানে k ভেদধুবক 1 

55912: কোন একট চলরাশি. А, B এর সহিত সরল ভেদে এবং C এর 
সাঁহত ব্যস্ত ভেদে আছে বলা ইয়, যদি উহা В এবং এর সাহত যোগক ভেদে থাকে, 


অর্থাৎ যদি. Blu অর্থাৎ যদ 1 হয়, যেখানে & একটি ভেদধুবক। 


4 ভেদে 
15. যৌগিক ভেদ সম্পর্কে একটি গুরুত্বপূর্ণ প্রতিপান্ত 

| প্ৰতিপাদ্য ধরা যাক A, B এবং C তিনটি চলরাশি এবং B অথবা С 
অথবা উভয়েরই মানের পরিবর্তনের সঙ্গে প্রাতক্ষেত্েই А এর মানের পাঁরবর্ত'ন হয় । 
এখন C অপারিবাঁতিত থাকিলে যদি А, B এর সাহত ভেদে থাকে এবং В 
অপারবাঁতিত থাকিলে А, C এর সাহিত ভেদে থাকে, তবে এই প্রতিপাদ্য অনুসারে, А, 
B eC এর সাঁহত যৌগিক ভেদে থাকিবে, যাঁদ Be С উভয়েরই একসংঙ্গ পারবর্তন হয় । 


প্রমাণ ঃ eme: A < В, যখন Came (i) 
এবং А = С, 39 B =. (ii) 
প্রমাণ করিতে হইবে, А < BC, যখন B ও С উভয়ের একসঙ্গে পরিবর্তন হয়। 
A, B C3 একপ্রস্ত মান লইয়! শুরু করা যাঁকৃ। মনে 
941 যাক্‌, যখন А-а1,944 В=Ьу এবং С=с. 
414 (1) чил C এর মানের পরিবর্তন হয় না 
(অর্থাৎ C এর মান ০1 এ স্থির থাকে ) যদি Aa মান 
qi হইতে азс পরিবর্তিত হয় এবং ফলে যদি D'a মান 
b, হইতে পরিবর্তিত হইয়! ba হয়, তবে А ০ বলিয়া 


ещ A < (iii) 
আবার rend (ii) অনুসারে p'a মান (ba তে) স্থির থাকে। এখন ধরা যাক্‌ 
এর মান аз হইতে азс পরিবতিত ww এবং ফলে মনে করা যাক্‌ Ca মান 
c, হইতে পরিবতিত হইয়া со হয়। তাহা হইলে A 2 C) 
а. с . 
XE To 24% (iv) 
(iii) ও (iv) হইতে আমরা পাই, 
ау аа bic 
ag as ba Ca | 
এইরূপে আমরা দেখি, যখন А, В, С এর মান (ay, ba, сі) হইতে "без 
হইয়! (as, ৮2, са) হয়, তখন 2:৫8 тісі: Баса 534 | 
অতএব প্রমাণিত হইল যে В ও С উভয়েরই পরিবর্তন হইলে 
A« BC. 
বিকল্প প্রমাণ £ যেহেতু A= B, যখন C #q=, হুতরাং আমর! লিখিতে পারি, 
А-В, যেখানে A ও. এর পরিবর্তন সম্পর্কে Р asqa | 
আবার А < С, যখন В 4%, f 5 
o kB < C, যখন ВаңяФ 
c Ве С (Ва) 


প্রশ্নমালা (А) 5 


110, যেখানে k ও C সম্পৰ্কে 1 q | e 
কিন্ত 4A ও 73 সম্পর্কে b 54%, স্থতরাং А, В ও C সম্পর্কে ! 84% | 
কুতরাং পরিশেষে A=RB=(C)B (5 В=1С) 

22 —(DBC, যেখানে А, Вв C সম্পর্কে ФТ । ৷ 
2187 ABO 
টাকা 1. যে কোন সদীম সংখ্যক চলরা শি সম্পর্কে গ্রতিপাছটি সত্য। 
সুতরাং А, B, C, D, E, Е... wit এইরূপ চলরাশি হয় যে 
А < В, যখন অপর চলগুলি PIF থাকে, 
A= С,444 ага ১ PIF FUR 
তবে A < BCDEF -., যখন B, C, D, E, Е... প্রভৃতি সকল রাশি ও ফলে 
A পরিবতিত ex i 
টাকা 2. যদি A = But Соте (sss deve) 


এবং А = RUPES 
{А = B, «t 8 ও 2 উভয়ে পরিষতিত হয়, এবং ফলে যখন 


B এবং С উভয়ে পরিবতিত হয়। 

একটি অতি প্রয়োজনীয় মন্তব্য : 

আমরা লক্ষ্য করিয়াছি যে ঞর্বকের মান m£ একই থাকেএ যেমন 3, 5,7 
ইত্যাদির মান সর্বদাই এক--কোন অবস্থাতেই এই সব УБ 1 সাংখ্য HIFA 
মান পরিবতিত হয় না। ইহাদের বল! হয় “পরম 5844 (fixed বা! absolute 
constants)| কিন্তু যখন А = В, তখন আমর! লিখি A=kB, যেখানে k 
একটি gri এই өле bam মান A ও B এর সম্পর্কে অপরিবর্তিত থাকে। 
অন্য অবস্থায় এর মান পরিবর্তিত হইতে পারে। এই রকম এবককে বল! হয় 
‘অবাধ 494%” (arbitrary constants ) ! 

॥ মনে রাখিবে ॥ পরম 84064 মান কোন অবস্থাতেই পাঁরবাঁতত হয় না কিন্তু 
অবাধ &;4@ বিভিন্ন ক্ষেত্রে বিভিন্ন মান গ্রহণ করিতে পারে 1 


ergst (А) 
1. নিয়লিখিত অন্ুসিদ্ধান্তগুলি সযত্বে স্মরণ রাখিতে হইবে £ 
(1) Де Вч B < C হইলে А = С 
Giy A < Cam B< C হইলে A+B= С; A-B«C;VAB«C 


(i) A= Bem C =< D হইলে АС «BD; À <Š 


6 cer 
(iv) A*« Ват A * C হইলে A= B-C 
(v) A «BC হইলে B= &, с «4, 
 পূর্ববর্তা সংজ্ঞাগুলি হইতে এই অস্থসিদাস্তগুলি সরাসরি পাওয়া যায়। এখানে 
এই বিষয়টি কেবল স্বরণ রাখিতে হইবে যে, যদি be দুইটি তেদঞ্বক হয়, 


© তবে +! 2 JETE বা } ইত্যাদিও eqe) উদাহরণস্বরূপ (iv) এর 
গ্রমাণটি দেওয়। হইল : 


(іу) এর 2514: যেহেতু А < 3, .', A-RB, যেখানে P сэтт | 
যেহেতু А = C,.. A-IC, যেখানে 1 ভেদঞ্চবক। 


за в-с-(-Чд 


(যেখানে B ও C পরিবর্তিত হয়, Ав পরিবর্তিত হয়। এই পরিবর্তনে 
Cf, b ফবক থাকে, স্থতরাং ( 1b — 1/1 )e ач) 


স্থতরাং A-(Sv9(8-C) .'. A < B-C.] 


i 1 4 әй; x 
2. (i) «МА pm B @ ভবে C= A 


[ইঙ্গিত ঃ АВ-Е;В0-1;. f 


74 (че) 1) 


(ii) F A+B এবং = À — B হইলে দেখাও যে А ও В পরিবতিত 


হইলেও Д2 — B? q থাকিবে। 
(іі) 49785 = A*— B? হইলে দেখাও যে A os B. 


A ` 
ILLE ০ 


kT 
i $- KEL (যাহা একটি же); অতএব AB. ] 
Чу) "যদি z = yz এবং = 2% তবে দেখাও যে z একটি 542 | 
3. x = y এবং y e 2 হইলে প্রমাণ কর сч 
G) z+y+z < Jyz+ zet wzy 
[ইঙ্গিত ঃ > XEY এবং y < z, ইহা সহজেই দেখা বায় px = z, তাহা হইলে লেখা 
যায় y=kz, x—iz, (k, ! ধ্ৰৰক )। এখন দেখা যায় 


4912০117447 2 
এক) MR pM] ST) ES] 


(ü) <2+>x2+z9 < yz+zx+ xy 


প্রশ্নমালা (А) 


(Hi) x"+y"+z" e yz" t +zx" if ху" 
(iv) ax+by+cz < ах+Бу+с (যেখানে а, b, с, а, & c 49%) 


4. Хеу এবং pez হইলে এবং х, у, এ এর দুই প্রস্থ অমুরূপ মানগুলি 
(a, b, c) ও (а, b, с) হইলে প্রমাণ কর যে 
(aš --b3 +c8)(a2 +2 62) = (aa tbb сс)? 
[afre: ০০7 কেন? এইবার селеу সমাধান কর] 
5. (i) যদি x, у, এ এইরূপ তিনটি চল হয় যেন усх F8 এবং যদি 
(z+x— y)(x+ y — 2) = yz, তবে প্রমাণ কর যে 
J x+y+ze= yz. 
[ সমাধান 2 ধরা যাক্‌ рс (ধ্রুবক) । (z+zx-y)(x+y-z)% yz 
বলিয়া আমরা ЫМА (z+-x—y)(x-+y— z)=l1yz (1 ভেদধ্বক)। 
АА হিতে x+(v-z)}=lyz 
বা, х%—(у—2)#=1]ул 
3l, নিই 
বা, x2—(y+z)2=(1—4)yz 
বা, (х+у+2)(х—›—2)=(1—4)у2 
বা, (4+7+2)0-৮)৮0-4))5 [V рахе (ат) ] 
уна 9০4টি 484%)у2 


"un xtytzeyz] 
(ii) Gordo: - xYz--x - y)(z y - z) e 4202 হইলে প্রমাণ 
কর যে হয় z2 +32 = z2 নতুবা x3 +y2 — 28 xy. 
[ইঙ্গিত ২ দেখাও যে (ану) - y) ey 7 2) Hya) Ayh 
ইহা! হইতে নির্ণেয় সিদ্ধান্তে উপনীত হওয়া 1191) 
6. (0) A, B এর সহিত ব্যস্ত ভেদে থাকিলে এবং B=3 হইলে যদি А=7 


হয়, তবে B= 2b হইলে Ама মান কত? ^ 
(1) ЖИГИТ EH ACRI Y Д হইলে 
y এর মান কত? 


(іі) А, Вая সহিত d এবং Сая সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে; 
আবার B=? এবং = হইলে 4-2, তাহা হইলে A= „/48 এবং С = ,/75 


হইলে Bএর মান নির্ণয় কর। 
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(iv) xty=z+Ť a yez Lim X 445244 মধ্যে সম্পর্ক 
নির্ণয় 441 (দেওয়া আছে, 2=2, যখন z=3,y=1) 
[উত্তরঃ G) 9; G) 14; (ің) 60; (i) хе | 
7. (Ü মনে করা! যাক, у তিনটি রাশির সমষ্টির সহিত সরল ভেদে আছে। 
রাশি তিনটির প্রথমটি [эзет দ্বিতীয়টি x এর সহিত ও তৃতীয়টি х2 এর সহিত 
ভেদে আছে। দেওয়া আছে, х=1 হইলে у-0; х-2 হইলে у=1; 
х=3 হইলে y 4. এখন х=7 হইলে yaq মান কত হইবে ? 
[সমাধান £ ধরা যাক রাশি তিনটি A, B, C যেখানে А নিত্যঞ্চরক, 
B= x(.`. В-Рх) এবং C < x2( .*, C =lx?) ; k ও ! ভেদঞ্রুবক। 
প্রদত্ত £ y= A+B+C 
p=m( A+B+C), যেখানে m FIF 1 


=mA+mkx+mlx? 
=р+ах+тх® (যেখানে р=тА, q=mk, к-ті, সকলেই 54% ) 
পর পর প্রদত্ত তিন প্রস্থ মান বসাইয়া, 0৯+০+৮ (1) 
1=p+2q+4r ES (2) 
{ 4=р+3а+9, "t (3) 
(2-() হইতে পাই q+3r=1 a (4) 
(3)-(2) 9805 পাই q+5r=3 S (5) 


(5)-(4) হইতে পাই 22 বা, ৮৮] 

1. (4) হইতে q— —2 এবং (1) হইতে p=1 পাওয়া যায়। 

% ও y এর মধ্যে নির্ণেয় সম্পর্ক হইল y=1-2x+ x°, 

পরিশেষে, х=7 হইলে »=72-2.7+1=36.] 

Gü) > এমন দুইটি রাশির সমষ্টর সহিত ভেদে আছে, যাহাদের একটি x এর 
সহিত সরল ভেদে এবং অপরটি x এর সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে; যদি y=6 হয়, 
যখন =4 এবং -38& হয়, যখন х=3, তাহা হইলে хов y এর মধ্যে সমীকরণটি 
নির্ণয় কর। 

(Ш) যদি у এমন দুইটি রাশির সমষ্টির সমান হয়, যাহাদের একটি x এর সহিত 
সরল ভেদে ও অপরটি х2 এর সহিত ব্যস্ত ভেদে থাকে এবং х-2 অথবা 3 হইলে, 
যদি у-19 হয়, তকে» কে x দ্বারা প্রকাশ <q | 

| (Без: (н) у-ік-8; (i) ০০৪৪০] 

8. А,В এর সহিত সরল ভেদে ও C2 এর সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে; একটিমাত্র 

ভেরঞরবকের সাহায্যে А, В এবং C এর মধ্যে সম্পর্কটি লিখ । এখন B এর মান 


12% বৃদ্ধি পাইলে ও একই সঙ্গে С এর মান 20% হাস পাইলে 
1 প্রমাণ কর যে А এর 
মান 75% বৃদ্ধি পাইবে 1 [উত্তরঃ А=к. В|С*, | 


ет 


її (В) ১০ 


erasia] I (В) 
[প্রয়োগ ভিত্তিক প্ৰশ্নসমূহ] 

1. বৃত্তের ক্ষেত্রফল বৃত্তের ব্যাসার্ধের বর্গের সহিত ভেদে থাকে। 10 সে. মি. 
ব্যাগার্ধের “একটি বৃত্তের ক্ষেত্রফল 314159 বর্গ সে. মি. হইলে যে বৃত্তের ব্যাসার্ধ 
12 সে. মি, তাহার ক্ষেত্রকল কত? [উঃ 45289 4. সে. মি. (প্রায়)।] 

2. (i) গোলকের ঘনফল গোলকটির ব্যাসার্ধের ঘনের সহিত ভেদে থাকে এবং 
কোন গোলকের ব্যাসার্ধ 3'5 সে. মি. হইলে উহার ঘনফল 1797 ঘন সে. মি. হয়; 
প্রমাণ কর যে উহার ব্যাসার্ধ 1:75 সে. মি. হইলে ঘনফল 22:46 ঘন সে, মি. হইবে 1 

(4) 3 সে.মি, এ সে.মি. এবং 5 সে. মি. ব্যাসার্ধের তিনটি সোনার গোলক 
একত্রে গলাইয়া একটি নৃতন গোলক প্রস্তুত করা হইল | গোলকের ঘনফল গোলকের 
ব্যাসার্ধের ঘনের সহিত ভেদে থাকিলে নৃতন গোলকটির ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর 1 

[সমাধান £ ধরা যাক, 3 সে, মি., 4 সে. মি. ও 5 সে. মি. ব্যাসার্ধের গোলক 
তিনটির ঘনফল যথাক্রমে V3, Va, Уз এবং নৃতন গোলকটির ঘনফল V ও ব্যাসার্ধ v. 

era: গোলকের ঘনফল= একটি өле bx( গোলকটির ব্যাসার্ধ )8 

š V,-b39;Vg—hb4*; D  =b.59 ; D =b.rš 
গোলক তিনটি গালাইয়! উহা হইতে যখন নৃতন গোলকটি প্রস্তুত কর! হয়, তখন 
মোট ভর ( এবং ঘনাঙ্ক = ভর/একক ঘনফল ) পরিবতিত হয় না; * 
মোট ভ্র=V.d=V,.d+V2.d+V3.d 
т, P= P i+Us+Is 
বা, brš=b(39-+43--59); বাঁ, 78=216; বা r=6 সে. fa. ] 

Gi) 10 সে. মি. ব্যাসবিশিষ্ট একটি নিরেট গোলককে % fru 30 সে. মি. 
ব্যাসবিশিষ্ট ফাঁপা গোলকে পরিণত করা হইল। উভয় গোলকই সমকেন্ত্রীয় হইলে 
দ্বিতীয় গোলকের কাচ কত পুরু, নির্ণয় কর।. উল্লেখ থাকে যে গোলকের ঘনফল 
গোলকের ব্যাসার্ধের ঘনের সহিত ভেদে থাকে । [উঃ 5(8—3/26) cafa: ] 

3. কোন ভারি qw স্থির অবস্থা হইতে যে দুরত্ব নিচে পড়ে তাহা 494910714 
বর্গের সহিত ভেদে থাকে । একটি বস্তু 5: সেকেণ্ডে 1226 মিটার নিচে পড়িলে 
10 সেকেণ্ডে 9 quB কত নিচে পড়িবে? উহার পতনকালের দশম সেকেণ্ডে উহা! 


কত মিটার পড়িবে ? 
[ইঙ্গিত š 104 отсе অতি্ান্তদুরত্ব-10 Greece অতিক্রান্ত qq - 9 সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত qeq ; 


з=" হইতে t সেকেণ্ডের দুরত্ব পাওয়া যাইবে ( t তম ফেকেণ্ডের নহে)।] > 
[উঃ 490'4মি,98'2 মি. (প্রায়)] 


4. (i) গ্যাসের আয়তন গ্যাসটির পরম উষ্ণতার ( absolute temperature) 
সহিত সরল ভেদে এবং চাপের ( pressure ) সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে; চাপ 15 
একক এবং উষ্ণতা 260 একক হইলে আয়তন 200 একক হয়। vi" 18 একক 
এবং উষ্ণতা 390 একক হইলে আঁয়তন কত হইবে? 
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(Ш) সরল দোলকের দোলনকাল দোলকটির দৈর্ঘ্যের বর্গমূলের সহিত ভেদে 
থাকে। তিনটি এইরূপ দোলকের দোলনকাল যথাক্রমে ££, ta, t5 দ্বিতীয় দোলকটি 
গ্রথমটির অপেক্ষা, d সে. মি. দীর্ঘতর হইলে দ্বিতীয় ও তৃতীয় দোলক দুইটির দৈর্ঘ্যের 
পার্থক্য কত তাহা নিৰ্ণয় কর।. [উত্তরঃ () 250 একক, (1) бы সে-মি-) 


যৌগিক ভেদের প্রশ্নসমূহ ý 

wis প্রশ্নসমূহের অবতারণার পূর্বে যে-সকল ক্ষেত্রে যৌগিক ভেদের উপপাদ্য 
প্রয়োগযোগ্য, তাহাদের কতিপয়ের সহিত ছাত্রছাত্রীদের পরিচিত করা যাকৃ। 

G) মাংসের ওজন (77) স্থির থাকিলে কিছু পরিমাণ মাংসের মূল্য (С) প্রতি 
কি. 91. মাংসের দরের (P) সহিত ভেদে থাকে, এবং প্রতি কি.গ্রা'র দর স্থির থাকিলে 
মাংসের মূল্য উহার ওজনের সহিত ভেদে থাকে । সুতরাং ওজন ও প্রতি কি.গ্রা,র 
দর-__উভয়েরই পরিবর্তন হইলে যৌগিক ভেগের উপপাদ্য অন্ুদারে মূল্য, ওজন ও 
প্রতি কি.গ্রা.র দরের গুণফলের সহিত ভেদে থাকিবে | 

অর্থাৎ, যদি C < P, যখন И/ 4%, 
এবং C = JJ, যখন P 44%, 

তবে 9841900 অনুসারে C < РИ/,544 Р এবং И7 উভয়েরই পরিবর্তন হয়। 

(Gi) উচ্চতা (Н) স্থির থাকিলে ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল (A), ত্রিভুজটির ভূমি (B)a 
সহিত ভেদে থাকে; ভূমিটি স্থির থাকিলে ওঁ ক্ষেত্রফল উচ্চতার সহিত ভেদে থাকে; 
স্থতরাং উচ্চতা এবং. ভূমি উভয়েরই পরিবর্তন হইলে ক্ষেত্রফলটি এ ভূমি ও উচ্চতার 
সহিত যৌগিক ভেদে থাকিবে। 

অর্থাৎ A= BH. 

(i) উষ্ণতা স্থির থাকিলে কোন গ্যাসের চাপ গ্যাসটির ঘনত্বের সহিত ভেদে 
থাকে; 4 ঘনত্ব স্থির থাকিলে চাপ উষ্ণতার সহিত ভেদে থাকে। এক্ষেত্রে যৌগিক 
ভেদের উপপাছাটি প্রয়োগ করিয়া কি সিদ্ধান্ত করিতে পার? 

(v) মনে কর, কিছু সংখ্যক শ্রমিক প্রতিদিন কয়েক ঘণ্টা ধরিয়া কাজ করিয়া 


কয়েক দিনে কিছু সংখ্যক বৃক্ষ রোপণ করিতে পারে। আমরা কি এক্ষেত্রে ভেদের 
উপপান্ প্রয়োগ করিয়! চলগ্ুলির মধ্যে একটি 59 নির্ণয় করিতে পারি? 


ধরা যাক্‌ m, hon, d হইল যথাক্রমে শ্রমিকের সংখ্যা, প্রতিদিন কাজের 
ঘণ্টার সংখ্যা, বৃক্ষের সংখ্যা এবং দিনের সংখ্যা। তাহা হইলে, 


теі, যখন n এবং d 84%; 
men, যখন d এবং h 845; 
mal, যখন h এবং n 84% | 


যৌগিক ভেদের иде 11 


о যৌগিক ভেদের 94419 wanta, (1:5 অনুচ্ছেদের 245 Brei arbo ; পৃঃ 5) 


mx Lan, L যখন ইহারা প্রত্যেকে পরিবর্তিত হয়; বা mk যেখানে& হইল: 


একটি сең | 

[ উল্লিখিত উক্তিগুলি অবলহ্বনপূর্বক সংখ্যাসংশ্লিষ্ট প্ৰশ্নসমূহ সহজেই প্রস্তুত করিয়া 
উহাদের সমাধান করা যায়। নিয়ে 6(1) নং প্রশ্ন ESI I] 

5. аң স্থির থাকিলে কোন বৃত্তাকার চাঁকতির ওজন চাকতিটির ব্যাসাধের, 
বর্গের সহিত ভেদে থাকে; ব্যাসার্ধ স্থির থাকিলে এ ওজন বেধের সহিত ভেদে থাকে І 
দুইটি এইরূপ চাকৃতির বেধ 9:8 অনুপাতে হইলে এবং প্রথমটির ওজন দ্বিতীয়টির" 
а হইলে চাকতি দুইটির ব্যাসার্ধের অস্থুপাত নির্ণয় কর 1 [উঃ 4:8] 

6. (i) উপগ্রহের প্রতি গ্রহের আকর্ষণ বল গ্রহটির ভর (М) এর সহিত সরল 
ভেদে এবং উভয়ের মধ্যে দুরত্ব (D)ss বর্গের সহিত ব্যস্ত ভেদে থাকে; আবার 
উপগ্রহের আবর্তনকাল (]')এর বর্গ দূরত্বের সহিত সরল ভেদে এবং আকর্ষণ বলের 
সহিত ব্যস্ত ভেদে থাকে । М, D, T এর দুই প্রস্থ অনুরূপ মান যদি (ті, dy, 1) 
এবং (тә, 02) tg) হয়, তবে প্রমাণ কর যে 

mit? 141% 
mata? 07 

ইহা হইতে জুপিটারের একটি উপগ্রহের আবর্তকাল নির্ণয় কর, যদি এ 
উপগ্রহটির দুরত্ব ও পৃথিবীর উপগ্রহ চন্দ্রের দুরত্ব 35:31 অনুপাতে হয়। ( দেওয়া 
আছে, জুপিটারের ভর পৃথিবীর ভরের 343 গুণ এবং চন্দ্রের আবর্তনকাল 27:32 দিন।) 

Gi) দিনে 9 “йі পরিশ্রম করিয়া 14 জন শ্রমিক 12 দিনে 3780টি আত্রচারা 
রোপণ করিতে পারিলে সমশক্তিসম্পন্ন কতজন শ্রমিক দিনে 8 ঘণ্টা! পরিশ্রম করিয়া 


45 দিনে 9000টি আত্রচারা রোপণ করিতে পারিবে ? (ভেদের সূত্র প্রয়োগ কর। ) 
[উত্তর (i) 1 দিন 18 ঘন্টা 18 ষিঃ (প্রায়); (10) 10], 


7. বগিবিহীন একখানি রেলইঞ্জিন ঘণ্টায় 35 কি. মি. বেগে যাইতে পারে এবং 
উহার গতিবেগ হ্রাসের পরিমাণ উহার সহিত যুক্ত বগির সংখ্যার বর্গমূলের সহিত 
সমান্থপাতি। 16 খানি বগিযুক্ত হইলে যদি উহার বেগ ঘণ্টায় 15 কি. মি. হয়, তবে 

কমপক্ষে কতগুলি বগিযুক্ত হইলে ইঞ্জিনটি চলিতে অক্ষম হইবে? অধিকপক্ষে 
কতগুলি বগি লইয়া ইঞ্জিনটি চলিতে সক্ষম তাহাও নির্ণয় কর। [উঃ 49748]. 
[frei লক্ষ্য কর, বেগ নয়, বেগের 2148. fafta সংখ্য n এর সহিত ভেদে আছে! সুতরাং 
কোন সময় ৰেগ যদি > কি. খি./ঘ্ট| হয়, তবে ৰেগহান হইল (95-3) এবং এই (ЯЯ л = Jn 
ৰা ৪৮-৮-/২%, এখন জগ্রদর &81] 

8. একখানি বাষ্পচালিত রেলইঞ্জিনের কয়ল! খরচ উহার বেগের বর্গের সহিত 
ভেদে আঁছে; বেগ ঘণ্টায় 324%. মি. হইলে, প্রতি ষণ্টায় কয়ল! খরচ হয় 2 টন 
যদি প্রতি টন কয়লার মুল্য 10 টাকা হয় এবং অন্যান্য খরচ প্রতি ঘণ্টায় 1125 Stek 
হয়, তবে 100 কি. মি. যাইতে কমপক্ষে কত টাকা ব্যয় হইবে? 


12 E сең 
[সমাধান ? ধর! যাক্‌, প্রতি ঘণ্টায় কয়ল! 445-С টন) এবং যে. কোন 


RÉ а= কিমি/ঘট।) তাহা হইলে C DÀ; বা CRU* ( হুইল 
Come ) 1 


প্রদত্ত তথ্য হইতে k= l det Оче диа 


(5; OE IE 
Fas ন্যূনতম বায় হইবে যখন, তখন ইঞ্জিনের cb কি.মি./ঘণ্ট। হইলে 
মোট সময় লাগিবে 100/» ঘণ্টা |. = 
zl. 3,109. 100 
এই সময়ে মোট কয়লা Vibo iy rts 513” টন! 
এই পরিমাণ কয়লার 57 ব্যয় 109 »X 10 টাকা 
*, মোট ব্যয় কয়লার মূল্য+ অন্যান্য ব্যয় 
1000 io 1000 
"a" tix - ৮+ 
_1000 চা —1000|. 19৯64 
৮77 di x | zo ы " ) 
_ 1000 
“510 Salve- Ay +48. Jv х1] 
1000 x 48 1000 _ 24 
a жү 
saver sid সব ৯010, |. (4 
পারে না) উহা! হয় ধনাত্মক অথবা শূন্য হইবে । } 


সমগ্র ব্যয়ের ন্যুনতম মান পাওয়া যাইবে যখন ২// - ৪৫ অর্থাৎ v 


— 24 কি.মি/ধন্টা এবং ন্যুনতম ব্যয় 00х48 টা.= 275 টা.=93'75টাক। ] 


45x25 


- 2 খণাত্মক হইতে 


আংশিক 564% ও আংশিক চলরাশি সম্বলিত প্রশ্নাবলী 


9. কোন একটি বোডিংএর খরচ আংশিক স্থির ( যেমন বাড়ী ভাড়া, ঠাঁকুর 
চাঁকরের বাবদ খরচ ) ও আংশিক বোর্ডারের সংখ্যার (রোজকার বাজার খরচ ) সহিত 
“ভেদে আছে। 25 জন বোর্ডারের জন্য মাথাপিছু ব্যয় 70 টাকা এবং 50 জনের জন্য 
60 teli বোর্ডারের সংখ্যা 100 হইলে মাথাপিছু ব্যয় নির্ণয় 941 [উঃ 55 টাকা.] 

[ইজিতঃ E=A+B,A=s#4#, B=॥(॥=বোৰ্ডারের সংখ্যা) 
. E=A+kn, যেখানে A, k উভরেই 54% | 
এক্ষণে প্রদত্ত মানগুলি হইতে A এবং k নির্ণয় কর। পরিশেষে 4 এবং kaq মানের সাহায্যে বাহির 
কর E কত হইবে, যদি n=100 & | ] 


| পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী Ў 13 
| 10. এক ফটোগ্রাফার একটি আলোকচিত্রের 12টি কপি 60 টাকায় এবং 20টি 
| কপি 80 টাকায় দিতে স্বীকৃত হইল) হিসাব করিয়া সে দেখিল, ইহাতে তাহার 
| যথাক্ৰমে 5 টাকা এবং 7 টাকা লাভ হুইবে। সে যদি 10 টাকা লাভ করিতে চায় 
| তবে 30 কপি কত টাকায় দিবে? [উঃ 105 টা, 50 পঃ] 


11. এক গ্রন্থকার কোন পুস্তকের 59 একটি নির্দিষ্ট পরিমাণ অর্থ এবং RAS 
গ্রতিখানি পুস্তকের জন্য আরও কিছু অতিরিক্ত টাক! নির্দিষ্ট হারে পাইয়! থাকেন। 
җй তিনি বিজীত 500 এবং 1350 কপি পুস্তকের জন্তু যথাক্রমে 750 টাকা এবং 
1175 টাকা পাইয়। থাকেন, তবে 10000 কপি বিক্রয় হইলে তিনি কত টাকা 
পাইবেন? ( [উঃ 5,500 টাকা] 


Д প্রশ্থমালা I(C) 
1 TEST PAPERS (পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী) 
А 
(সময় £ 40 মিনিট ) 

1. ax?-2hxy-by? к z? এবং lx my = 2 হইলে দেখাও 4 x= y 
(প্রদত্ত : a, b, h, 1, m 9$)! 

2. wo হীরার মুল্য ইহার ওজনের বর্গের সহিত ভেদে আছে। а 
@ বসান ঘোনার :আংটির ওজন সমান ও উহাদের মূল্য যথাক্রমে x টাকা, 
| y টাকা, 20181 আংটি তিনটির হীরার ওজন যথাক্রমে 3, 4 এবং 5 ক্যারেট্‌ 
হইলে প্রমাণ কর যে এক ক্যারেট ওজনের হীরার মুল্য 1ঠ(৮+2)-)) fata 
(প্রতিটি আংটির মজুরীমূল্য সমান ধর। ) 

3. একটি লীগ প্রতিযোগিতায় কোন দিনের came রীড়াসংখ্যা, লীগ 
আরভের দিন হইতে এ দিন 444 দিনের সংখ্যা এবং লীগ সমাধির দিন হইতে 
Э দিন পর্যন্ত দিনের সংখ্যার সহিত যৌগিক ভেদে ছিল। (উভয় ক্ষেত্রে ЭЎ 
দিনটিকে দিনের সংখ্যার 5446 করিতে হইবে ।) পর পর তিনদিন এই ক্রীড়াসংখ্যা 
যথাক্রমে 6, 5 এবং 3 হইলে এই তিন দিন: কোন্‌ কোন্‌ দিন ছিল এবং লী? 
প্রতিযোগিতা কত দিন স্থায়ী হইয়াছিল? 

4. একটি রেলভ্রমণের মেয়াদকাল দূরত্বের সহিত সরল ভেদে এবং ট্রেনের বেগের 
‚ জহিত ব্যস্ত ভেদে আছে। আবার ওঁ বেগ, প্রতি মাইলে যে পরিমাণ কয়ল! খরচ 
—— হয় তাহার বর্গমূলের সহিত সরল ভেদে এবং ট্রেনটির অন্তর্গত বগির সংখ্যার সহিত 
২. ব্যস্ত ভেদে আছে। একটি 18 বগির ট্রেনে অর্ধহণ্টায় 25 কি.মি. দীর্ঘ ভ্রমণে যদি 
200 কি:গ্ৰা, কয়লার প্রয়োজন হয়, তবে 16. বগির ট্রেনে 28 মিনিটে 21 কি.মি. 

2 দীর্ঘ ভ্রমণের জন্য কত কয়লা: আবশ্যক হইবে ? ' | 


DUE হন < 


/ 


14 ভেদ 


5. বেসরকারী বাসের এক কন্ডাকৃটরের বেতনের একটি অংশ নির্দিষ্ট এবং 
"অবশিষ্ট অংশ কমিশন্ভিত্তিক। কমিশনের পরিমাণ, бет» টিকিটের মূল্যের 
সহিত ভেদে আছে। পর পর ছুইমাঁস সে যথাক্রমে 2,000 টাকা এবং 2,500 টাকা 
মূল্যের টিকিট বিক্রয় করিয়া এ দুই মাসে যথাক্রমে 420 টাকা এবং 445 টাকা 
বেতন পাইল। কোন একটি নির্দিষ্ট মাসে সে 500 টাক! বেতন পাইয়া থাকিলে ও 
মাসে মে কত টাকা মূল্যের টিকিট বিক্রয় করিয়াছিল? 


B 

(সময় 40 মিনিট) 
j Жл AES 2+ B2 = A 
1.0 যদি j—5*4—5 হয়, তবে প্রমাণ কর যে A? + B° = AB. 


Gi) যদি 22439 < 24408, AB < XY এবং + 3 = +3 
“হয়, তবে প্রমাণ কর যে A+ B= X+Y. 

2. বৃত্তাকার প্রস্থচ্ছেদযুক্ত (circular cross-section) একটি তারের তাড়িতিক 
রোধ (electrical resistance), তারটির দৈর্ঘ্যের সহিত সরল অনুপাতে ও ব্যাসার্ধের 
বর্গের সহিত ব্যস্ত অনুপাতে পরিবর্তিত হয়। একই উপাদানের দুইটি তারের 
রোধ সমান হইলে এবং উহাদের ব্যাসার্ধ দুইটি 9: 8 অন্থপাঁতে থাকিলে উহাদের 
‘দৈর্ঘ্য দুইটির অনুপাত নির্ণয় কর। 

3. ঘনত্ব স্থির থাকিলে কোন তরলের অভ্যান্তরস্থ কোন বিন্দুতে চাপ, বিন্দুটির 
গভীরতার সহিত ভেদে থাকে এবং গভীরতা স্থির থাকিলে Ф চাপ ঘনত্বের সহিত 
ভেদে থাকে। জলের উপরের তল হইতে 10 মিটার গভীরতায় কোন বিন্দুতে 
চাপ 1 ধরিলে, যে তরলের ঘনত্ব জলের ঘনত্বের 156 গুণ, তাহার কত গভীরতায় 
চাপ 27'2 একক হইবে? 

4. বগিবিহীন কোন বাম্পীয় রেলইঞ্জিন প্রতি ঘণ্টায় 40 কি.মি. বেগে যাইতে 
পারে; এবং ইহার বেগহ্থাসের পরিমাণ, যুক্ত বগির সংখ্যার বর্গনূলের সহিত ভেদে 
আঁছে। যদি 49টি বগিঘুক্ত হইলে উহার বেগ ঘণ্টায় 12 কি:মি. হয়, তবে কমপক্ষে 
কয়টি বগি যুক্ত হইলে উহা। চলিতে অক্ষম হইবে? 

` 5. চাকুরীঅস্তে আন্মতোষিকের পরিমাণ চাকুরীর মেয়াদ কালের বর্গমূলের সহিত 
ঘরল ভেদে থাকে 1 এই স্থত্র অনুসারে দুই ব্যক্তিকে আন্মুতোধিক দেওয়া হইল | উহাদের 
মধ্যে একজন অপরজন অপেক্ষা 9 4554 অধিককাল চাকুরী করিয়া মোট 500 টাকা 
বেণী পাইলেন। যদি ওঁ ব্যক্তির চাকুরীকাল মাত্র 4l বৎসর অধিক হইত তাহা! হইলে 
উহাদের আহুতোধিকের পরিমাণের অনুপাত হইত 9:8. কে কত বৎ্সরকাল চাকুরী 
করিয়াছেন ও তাঁহাদের আন্মতোধিকের পরিমীণই বা কত তাহ! নির্ণয় কর । 
উত্তর 
A. 3. 4d টম এবং 65 দিন; 6 দিন। 4. 5976 কি-গ্রা,।' 5. 8600 টাকা। 
В. 2. 81:64. 3. 20 মিঃ 4. 100. 5. 16,95 4544; 2000 টাকা 8 2500 টাকা। 


/ / 


2 
সংখ্য তত্ব 
( THE NUMBER SYSTEM ) 


সুচকের নিয়মাবলী ও করণী 
C LAWS OF INDICES & SURDS ) 


2.1. সুচনা 

আলোচ্য অধ্যায়ে প্রথমে সংখ্যাতত্বের ক্রমবিকাশ সংক্ষিপ্তাকারে বিবৃত হইবে 1 
প্রকৃতপক্ষে 1, 2, 3, *** -- প্রভৃতি গণনাকারী সংখ্যা (স্বাভাবিক সংখ্যা বলিয়াঁও 
কথিত ) হইতে শুরু করিয়া ধাপে ধাপে মূলদ সংখ্যা, অমূলদ সংখ্যা এবং শেষে বাস্তব 
সংখ্যার ধারণার সহিত পরিচয় করান হইবে । পরবর্তাঁ একটি অধ্যায়ে দেখা যাইবে, 
দুইটি বাস্তব সংখ্যা যুগভাবে একটি একক সত্ত/--জটিল সংখ্যারূপে কিভাবে বিবেচিত 
হইতে পারে। 

দুইটি গুরুত্বপূর্ণ প্রক্রিয়া, 441 96094 (বাস্তব সংখ্যার কোন নির্দিষ্ট ঘাতে 
উন্নয়ন) এবং মূলাকর্ষণ বর্তমান অধ্যায়ের প্রধান আলোচ্য বিষয়। এই উদেশ্যে 
অধ্যায়টিকে তিনটি পরিচ্ছেদে বিভক্ত কর! হইল | 


প্রথম পরিচ্ছেদ 
2.2. সংখ্যা উৎপত্তি ও গঠন প্রণালী 
সংখ্যাতত্ব সম্বন্ধে আলোচনা করিবার পূর্বে সেট(( set) কথাটির সহিত পাঠকদের 
পরিচিত হওয়া প্রয়োজন । কেননা “সেটের' ধারণাই গণিত শাস্ত্রের সর্বাপেক্ষা 
মৌলিক ধারণ! | বর্তমান অধ্যায়ে ও পরবর্তী আলোচনাকালে সেট: শব্দটি প্রায়ই 
ব্যবহার করা হইবে । ярын ( well-defined ) ও পরস্পর হইতে পৃথক 
( distinct ) বস্তসমূহের সামগ্রিক সংগ্রহকে (collection) @ বল! হয়। 
সুসংজেয় বস্তুসমূহ বলিতে বুঝায়, উহার! কতিপয় বৈশিষ্ট্য ( characteristics ) ছারা 
fefare—cw বৈশিষ্ট্যসমূহ হইতে জানা যায়, প্রদেয় যে কোন বস্তু এ সেটের অন্তর্গত 
কিনা। এ বস্তগুলিকে সেট্টির উপাদান বা অঙ্গ (elements or members ) 
441541 সেটগুলিকে A, В, X, Y ইত্যাদি বড় অক্ষর দ্বারা এবং উপাদানগুলিকে 
a, b, ৯০) প্রভৃতি ছোট অক্ষর দ্বার! নির্দেশ করা হয়। সেটের কতিপয় উদাহরণ £ 
(0 ইংরাজী বর্ণমালায় স্বরবর্ণের সেট { a, e, i o, u} 
(৪) এই পুস্তকে লিখিত একাধিকবার ব্যবহৃত হয় নাই এইরূপ শব্দসমূহের সেট 
(їй) এশিয়া মহাদেশে অবস্থিত দেশগুলির ст 
(i) পশ্চিমবঙ্গের সকল ফুটবল টিমের সেট্‌ 
15 р 
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(v) জানুয়ারী হইতে ডিসেম্বর এই বারোটি মাসের মধ্যে যে মাসগুলি D অক্ষর 
দিয়! শুরু তাহাদের সেট 

(vi) - প্রথম তিনটি ধনাত্মক рл সংখ্যার সেট (2, 4, 6) 

কোন একটি উপাদান x, А সেটের অন্তর্গত হইলে লেখ! হয় хе А, আবার 
উপাদান » যদি А সেটের 549% না হয় তবে লিখিতে হইবে y€A; 
উদাহরণস্বরূপ বল! যায়, ৫=সেট্‌ (ü), জানুয়ারী E সেট (৮)। 

I. বর্তমান গ্রন্থে কেবল সংখ্যার সেট্ই ( অর্থাৎ যে সকল সেটের উপাদানগুলি 
কেবলমাত্র সংখ্যা {ব্যতীত অন্য কোন বস্তু নহে ) আলোচনার অস্তর্গত। প্রকৃতপক্ষে 
Counting numbers বা গণনাকারী সংখ্যার [ q1 স্বাভাবিক সংখ্যার ( Natural 
numbers) 4| ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যার ( Positive integers ) ] eng N দিয়াই 


আলোচনা শুরু 5204: 
М-(,2,3,4,5,6, е: তত i 


এই সেটের যে কোন দুইটি উপাদানকে যোগ অথবা গুণ করা 514-904 ফলও 
এক একটি স্বাভাবিক সংখ্যা (IA 2+5=7; 35-15)! স্বাভাবিক সংখ্যার 
যোগক্রিয়া এবং গুণক্রিয়া একাত্ত মৌলিক দুইটি নিয়মের অনুগামী : 

1. বিনিময় নিয়ম (Commutative Law ): a+b=b+a এবং a.b —b.a. 

2. সংযোগ নিয়ম ( Associative Law): (a+b)+c=a+(b+c) 
এবং (a.b).c a(b.c). যোগ ও গুণ-_এই (әзі 928 আরও একটি = দ্বারা আবদ্ধ; 
ইহাকে বলা হয়_ 

3. বিচ্ছেদ নিয়ম ( Distributive law)? ax(b+c)=axb+axc 

IL শুন্য (Zero): 0, (xg) প্রতীক Баб নিয়বণিত গুণগুলির 
অধিকারী £ যে কোন সংখ্যা 24 ক্ষেত্রে, а+0=а এবং а.0-01 

বিয়োগ । এই ক্রিয়াটি যোগক্রিয়ার বিপরীত : a—b হইল এমন একটি অনন্য 
( unique ) সংখ্যা c যাহাকে ba সহিত যোগ করিলে এ পাওয়া যায়। 

а খণাঁত্মক মান (Negative of a) |. যদি a+b=0 হয়, তাহ! হইলে 
চকে বল! হয় 24 খণাত্মক মান এবং লেখা হয় b= —a | 

তাহা হইলে সংজ্ঞা হিসাবে বলা যায়, বিয্লোগক্রিয়া হইল খণাত্মক মানের 
аб: a—-b-a-(-—b) 

ІШ. খণাত্মক অখণ্ড সংখ্য! ( Negative Integers ) | সহজেই ইহা 
দেখা যায় যে, N এর যে কোন দুইটি উপাদানের বিয়োগফল সর্বদ! N এর একটি 
অজ (member) নয়; যেমন 5-7, 5-15, 10-12 এই বিয়োগ ক্িয়াগুলি 
হইতে স্বাভাবিক সংখ্য! পাওয়া যাইতেছে 511 সুতরাং নৃতন সংখ্যা-খণীত্ক অখণ্ড 
সংখ্যার সেট 151, -2 -3, —4, = তু প্রবর্তনের প্রয়োজন হইল £ 
যেমন, 5-7= -2,5-15— —10 এবং 10-12- -2 ইত্যাদি। 
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IV. অখণ্ড সংখ্যা (Integers)? সেটের উপাদানগুলি ধনাত্মক অখণ্ড 
সংখ্যা অথবা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা অথবা 59 হইলে সেই সেটকে অখণ্ড সংখ্যার 
@ (1) বলা ex: 

ШОКЫ Е2 БДЫ Ер 

স্মরণ রাখিতে হইবে ? দুইটি অখণ্ড সংখ্যার মধ্যে যৌগ, বিয়োগ অথবা 
গুণ ক্রিয়া করা যায় এবং প্রাতক্ষেত্ে প্রাপ্তফল হিসাবে একটি অখণ্ড সংখ্যাই পাওয়া 
যায়। ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যার ক্ষেত্রের মত এক্ষেত্রেও যোগ এবং গুণ ক্রিয়া বিনিময় ও 
সংযোগ সূত্র সানিয়া চলে এবং উহারা বিচ্ছেদ সূত্র দ্বারাও য্যন্ত d 


У. মূলদ সংখ্যা (Rational Numbers )s ভাগক্রিয়ার orent নিয়রূপ : 
একে b দ্বারা ভাগ করার অর্থ হইল এমন একটি অনন্য সংখ্যা ( Unique 
number) c নির্ণয় (যদি সম্ভব হয়) 44, যেন ৮.০-৫ হয় এবং 
লেখা হয় ৫-৮-০ বা 6-০বা albzc; Bs: Ь=0 "өңі যায় না, কারণ 
সেক্ষেত্রে 5/0 বা 0/0, এইরূপ পরিস্থিতির সম্মুখীন হইতে হয়; প্রথম ক্ষেত্রটিতে দেখা! 
যাইবে, এমন কোন সংখ্যা с পাওয়া যায় «i যাহাকে 0 দ্বার! গুণ করিলে 5 হয়, 
আর দ্বিতীয় ক্ষেত্রেও এমন কোন অনন্য সংখ্যা c পাওয়া যায় না যাহাকে 0 দ্বার! 
গুণ করিয়। গুণফল 0 হয়। কেনন! যেকোন সংখ্যাকেই 0 দ্বারা গুণ করিলে গুণফল 
0 হয়। эт এই অবাঞ্ধনীয় পরিস্থিতি পরিহারের নিমিত্ত সর্বসময়ের sg ইহা 
বলিয়া রাখ! হইল যে еее іса শুন্য rater ভাগত্রিল্মাল্প ক্কোন 

елегі নাই | 


সংজ্ঞা? কোন সংখ্যা a зїї pia আকারের হয়, যেখানে p এবং q অখণ্ড 
সংখ্যা এবং ৪৮৫০, তবে È а সংখ্যাটিকে মূলদ সংখ্যা বা Rational number বলা 
ES p এবং q কে সাধারণতঃ সরলতম আকারে লওয়া হয় এবং q কে একাটি অখণ্ড 
ধনাত্মক সংখ্যা লওয়া হয় 1 

উপরি উক্ত সংজ্ঞা অনুসারে, মূলদ সংখ্যার কতিপয় উদাহরণ হইল £ 

2/3; —3/2; —18/5, 17/4, 3, —5, 0, *** ইত্যার্দি। 

স্মরণ রাখিতে 52042 зәт সংখ্যার সেট: (2)-এর উপাদানগয্ল অখণ্ড 
সংখ্যা ( ধনাত্মক বা ঝণাত্বক ) অথবা শুন্য অথবা ভগ্নাংশ 1 

মূলদ সংখ্যাগুলির মধ্যে_-যোগ, বিয়োগ, গুণ, ভাগ (44 ছারা ভাগ ব্যতীত )— 
এই চারিটি মৌলিক ক্রিয়ার ফলে প্রাপ্ত সংখ্যাও 347, 

যথা : $4, &-$ 8৮৯ ই ই ইহারা সকলেই মূলদ সংখ্যা 

যোগ এবং :গুণ ক্রিয়া সংক্রান্ত আদি gas (বিনিময়, সংযোগ ব| বিচ্ছেদ ) 
xem সংখ্যাগুলির ক্ষেত্রেও প্রযোজ্য। 
2[ এ] 


ж, 


18 সংখ্যাতৰ Ç 


VI. অমুলদ” wj (Irrational Numbers)2 অন্যান্য বিবেচনা 
হইতেও সংখ্যার উৎপত্তি হয় এবং এ সংখ্যাগুলি সর্বদা দুইটি অখণ্ড সংখ্যার অনুপাতে 
প্ৰকাশযোগ্য নয় । যেমন 8 

(ü) х®=2, x9-5, х5=7 ইত্যাদি সমীকরণগুলি সমাধান করিয়া প্রাপ্ত 
সংখ্যাসমূহ ৷ 

(4) m রাশিটি= যে কোন বৃত্তের পরিধি -- উহার ব্যাসার্ধ । 

(iH) е রাশিটি ইহার সংজ্ঞা পরবর্তা একটি অধ্যায়ে দেওয়া হইবে )। 
এই সংখ্যাগুলিকে দুইটি অখণ্ড সংখ্যার অনুপাতের আকারে প্রকাশ করা যায় না এবং 
সেইজন্য ইহার! улт নহে। ইহারা অমুলদ সংখ্যা বা irrational numbers 
বলিয়া অভিহিত হয়। 

অমূলদ সংখ্যার কয়েকটি উদাহরণ হইল : /2, /3, 3/5, 1/9, ---m, ез: 

VIL. বাস্তব সংখ্যা ( Real Numbers ) š чете এবং অমূলদ সংখ্যা- 
সমূহের সামগ্রিক সমষ্টি হইল বাস্তব সংখ্যাগুলির সেট R. 

বাস্তব সংখ্যার বিশেষ ধর্মসমূহ 

1. দুইটি বাস্তব সংখ্যার মধ্যে যোগ, বিয়োগ, গুণ অথবা ভাগ ক্রিয়া (RAT 
দ্বারা ভাগ- ব্যতীত ) কাঁরলে প্রাতিক্ষেত্ে প্রাপ্ত সংখ্যা বাস্তব 1 বাস্তব সংখ্যাগুলির 
মধ্যে যোগ ও গণ ক্রিয়া বানময় ও সংযোগসু্ মানিয়া চলে এবং তাহারা বিচ্ছেদ 
সূত্র দ্বারা SIS 1 

2. যে কোন বাস্তব সংখ্যাকে দশামক ভগ্নাংশ প্রকাশ করা যায় । সংখ্যাট মূলদ 
হইলে দশামক ভগ্নাংশাঁট হয় সীমাবদ্ধ (terminating) অথবা পোনঃপঢ়ানক 
( recurring) হইবে ( যথা 2 #=`5, +£=2"6 ইত্যাঁদ ; +=`142851, $58 )1 

অমূলদ সংখ্যার দশমিক আকার দীমাবদ্ধও নহে, Әніне নহে (যথা ঃ 
Қ/2--1:41423--; л--314159-.; "101091000100001 ++- =: )} -< 
‚3. একটি সরলরেখাশ্থিত বিন্দ:সমুহের দ্বারা বাস্তব সংখ্যাগুলকে প্রকাশ করা 
যায়। ইহার জন্য রৈখাটির উপর কোন একাট (84; О কে মুলাবন্দ; লওয়া হইল-_ 


Жүй শন্য (0) সংখ্যাকে নির্দেশ কারবে। О বিন্দুর দাঁক্ষণে রেখাটির উপর অপর : 


একা Mm А লওয়া হইল-_ইহা এক (1) সংখ্যাকে На করিবে (OA দৈর্ঘ্য 
ইচ্ছামত লওয়া যায় ) [ চিত্ৰ 1'1 দুষ্টব্য ] i 


uses TE ৬৯১০ (p) 
a ——M— ышы .. NTE re Ric `. 
y Q 0 А Р T 
idi to) (1) 
চিত্র 121. 


এখন, ধরা যাক, একটি মূলদ সংখ্যা pla (р এবং এ উভয়ে ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা 
এবং 920) কে 2 চিত্রে বিন্দুর সাহায্যে নির্দেশ করিতে হইবে। প্রথমে O এর 
দক্ষিণদিকে Т এমন একটি বিন্দু "өзі হইল যেন ОТ=р.ОА হয়__ভাহা! হইলে 


সংখ্যা উৎপত্তি ও গঠন প্রণালী 19 


T Rap সংখ্যাকে নির্দেশ করে। ইহার পর ОТ রেখাংশকে а সংখ্যক পরস্পর সমান 
অংশে বিভক্ত কর! হইল। মনে কর! যাউক উহার প্রথম অংশ ОР অর্থাৎ Р (340 
এমন "meu হইল যেন gOP-OT হয়। ігі হইলে Р কে pla সংখ্যাটির 
নির্দেশক বিন্দু বলা হইবে। О এর বামদিকে অবস্থিত প্রতিসম (symmetric ) 
বিদ্দু Q ( যেখানে OQ = OP ), খণাত্মক মূলদ সংখ্য।-7/9 এর নির্দেশক বিন্দু। 

এইভাবে প্রত্যেক মূলদ সংখ্যা р/а কে ওঁ রেখাস্থিত কোন একটি রিন্দু 2 এর 
সহিত যুক্ত কর! যায়। শুধু তাহাই নহে প্রত্যেক অমূলদ সংখ্যাকেও এ রেখাস্থিত 
একটি নির্দিষ্ট বিন্দু দ্বারা নির্দেশ করা যায়। প্রকৃতপক্ষে, নিম্নলিখিত বিবৃতিটিকে 
স্বতঃসিদ্ধ (axiom ) হিসাবে গ্রহণ কর! যাইতে পারে + 

প্রত্যেক বাস্তব সংখ্যাকে নির্দেশ কাঁরতে পারে এইরূপ একাট এবং কেবলমাত্র একাঁট 
fam রেখাটির মধ্যে বিদ্যমান এবং বিপরীতক্রমে, এ রেখা্থিত প্রত্যেক বিন্দ কোন না 
কোন একটিমান্র বাস্তব সংখ্যাকে নির্দেশ করে । অর্থাৎ বাস্তব সংখ্যার সেট এবং এ. 
রেখাস্থিত বন্দ্‌গযীলর সেট এর মধ্যে 'প্রাত একাঁটির জন্য মাত্র একাঁট' এইর?প সম্পর্ক 
( a one-to-one correspondence ) বিদ্যমান । এই রেখাঁটিকে বাস্তব বিন্দুর 
রেখা বা বাস্তব রেখা ( axis of Reals ог Real axis ) বলা হইবে | 

এই পরিপ্রেক্ষিতে, কোন সংখ্যা S উহার IA 1991.10 ( corresponding 
point) কে পরম্পরের পরিবর্তে উল্লেখ কর! যাইবে__েমন, “বিন্দু 5” বগিলে 'বুঝাইবে 
“5 эл” | 

УШ. অসমত! (Inequalities ) 

রেখার উপর বাস্তব সংখ্যার অবস্থান বাস্তব সংখ্যা-পদ্ধতিতে একটি শৃঙ্খল! 
আনিয়াছে। বাস্তব রেখার উপর P বিন্দুর দক্ষিণ দিকে যদি T বিন্দু অবস্থিত হয়, 
তবে Т বিন্দু নির্দেশিত সংখ্যা x, p বিন্দু নির্দেশিত সংখ্যা y অপেক্ষা বৃহত্তর 1 এক্ষেত্রে 
লেখা হয় ১৯; প্রকারান্তরে ইহাকে 9, x অপেক্ষা! "Eus (у<х) এই ভাবেও 
বলা যায়। > এবং < এই চিহ্ন ছুইটিকে অসমত! চিহ্ন (inequality signs) 
বলা হয়। О বিন্দুর দক্ষিণ পার্শ্বে অবস্থিত কোন বিন্দু নির্দেশিত যে কোন সংখ্যা 
ধনাত্মক এবং О এর বাম পার্শ্বে অবস্থিত বিন্দু দ্বারা নির্দেশিত সংখ্য! খণাত্মক 1 

a ধনাত্মক সংখ্যা হইলে লেখা ® a> o এবং ANAF সংখ্য! p এর 
জন্য লেখা! হইবে ৮০ 

নিয়লিখিত স্বতঃসিদ্ধগ্ুলি প্রয়োজনীয় এবং প্রায়ই উহাদের সাহায্য লওয়া হুইবে : 

(i) যদি ৫৯৮ এবং ০৯০ হয়, তবে ৫৯০) 

(ü) যদি ৫৯০ হয়, তবে a+c>b+c; 

(Gi) যদি ৫১৮ হয়, তবে ৫০৯৮০, যদি c ধনাত্মক হয় (с>0); 

কিন্তু ৫০৩৮০, যদি c খণাত্মক হয় (c«0) ; 


(v) যদি ৫৮০৯০ হয়, তবে 


20 (os অংখ্যাতত্ব 

IX. বাস্তব সংখ্যার P. মান ( Absolute Value of Real 
Numbers)? বাস্তব সংখ্যার পরম মান বলিতে উহার সাংখ্যিক মান বুঝায়। 
পরম মান সর্বদাই ধনাত্মক । যেমন, +2 এবং —2 উভয়েরই সাংখ্যিক মান 4-2 হইবে | 
a যদি একটি বাস্তব ( ধনাত্মক 9 খণাত্মক ) সংখ্য! হয় তাহা হইলে উহার পরম মানকে 
ігі fem দ্বারা প্রকাশ করা হয়। যথা 2 | _21 =2, 151 25, ইত্যাদি ৷ 

মনে রাখবে іхі<1 বলিলে বুঝিতে c xG-1«x«l; x11 
বলিলে বুঝিতে হইবে х>15441:<-1; ілі —1 বলিলে বুঝিতে হইবে 
x=1 অথবা х=—1. 

আবার | 41 =%, যদি ৮৯০ 


aaao беј 
aA ও সংক্ষেপে উ্তব্প-সম্ভল өре) еті 
নিম্নলিখিত সংখ্যাগুলির প্রত্যেকটি প্রদত্ত শ্রেণীগুলির মধ্যে যেটির wi 
যে যে গুলির অন্তর্গত তাহা সেই ঘরে বা সেই সেই ঘরে টিক ( ,/) চিহ্ন দিয়া দেখাও : 


ар 1 অখণ্ড | ধণাত্মক অথণ্ড | অথ 
җай | সংখা সংখ্যা 


মুলদ | ame | «ез | 797% শেশী- 


সংখ্য! | সংখ্যা | সংখ্যা ৮8 


724 | ৭ ч 
сар E | 
2/8 | 


N N 


8.C.E R T., West Bengal 


Date ..... 


75 ае ^ 


Bcc. No.................... š 


উল্লিখিত তালিকাটির অন্তর্গত মূলদ অংখ্যাগুলিকে একটি রেখার উপর বিন্দু 
বসাইয়া নির্দেশ কর 1 

2. নিয়ে প্রদত্ত প্রত্যেকটি বাস্তব সংখ্যাধুগলের মধ্যে উপযুক্ত অসমতাজ্ঞাপক 
(> বা এ) চিহ্ন বসাও : ў 

(24 -35 (BCH; (,3); EAGT (т3,- Jn); 
(72,0) (1, 2); (7$ - 8 

3. নিম্নলিখিত প্রতিটি বিভাগের অস্তভূক্ত বাস্তব সংখ্যাগুলিকে মানের Фб 
সাজাও £ 

(-3,22/7, J5, —3:24,0); (= J2, — 43, —1'61, —3/2); 
(= J8, —2, + „/6, —2'8, 4, 7/2); (2л,-6, ,/8, — Зл, 48, 19/3) 

4. নিয়লিখিত উক্তিগুলির সত্যাসত্য বিচার কর : 

(8 একটি অখণ্ড সংখা! কখনও একটি অখণ্ড সংখ্যা ও একটি প্রকৃত ভগ্নাংশের 
সমষ্টি হইতে পারে না। 

Gü) একটি বাস্তব সংখ্যাএকটি মূলদ সংখ্য17একটি অমূলদ অংখ্যা। 

(йі) একটি четт সংখ্যা একটি মূলদ সংখ্যা+একটি অমূলদ সংখ্যা 

(iv) একটি অযুগ্ ধনাত্মক সংখ্যার বর্গ সর্বদাই একটি som সংখ্যা । 

(v) p3-242 হইলে p অবশ্যই xm সংখ্যা [ দেওয়া, আছে, ও q দুইটি 
অখণ্ড সংখ্যা ] 1 

(wi) „2397 সংখ্যা নহে। 

5. প্রমাণ কর যে ১3 একটি মূলদ সংখ্যা হইতে পারে না। 


দ্বিতীয় পরিচ্ছেদ 


2.8. উদ্ঘাতন বা «he নির্ণয় ( Involution ) 

প্রায়ই ব্যবহৃত হয় এমন কয়েকটি শব্দের যথাযথ সংজ্ঞা দিয়া শুরু করা 74:- 

1 দুই বাঁ তদধিক সংখ্যা পর পর গুণ করিলে প্রার্থ ফলকে ক্রমিক গুণফল 
( Continued product) বল! হয়, আর সংখ্যাগুলির প্রত্যেকটিকে d গুণফলের 
উৎপাদক (Factor) বলা হয়। যে өт একই উৎপাদক কয়েকবার পুনরাবৃত্ত 
হয় তাহাকে উৎপাদকটির ঘাত (Power) বলে। যেমন, a. a. a. a কে ая 
চতুর্থ ঘাত বলে। (ইহাকে স্থুবিধার জন্য at এইরূপ লেখা হয়।) 

আরও সাধারণভাবে বলা যায় 

stus যাঁদ কোন সংখ্যা ৫ কে ৫দ্বারা পর পর n বার গণ করা হয় 
(сөре п ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ), তবে এ ক্রামক গুণফল, 1? 


jl 
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29 %-তম ঘাত বলা হয় এবং লেখা হয় ৭"_এখানে а কে বলা হয় নিধান ( base ) 
এবং % কে বলা হয় 87904 সূচক ( exponent বা index of the power ) | 
কোন সংখ্যা বা রাশির নিদিষ্ট ঘাতের মান নির্ণয়কে ঘাত নির্ণয় ( involution ) 
বলা হয় | 


2. সুচকের সুত্রাবলী (ধনাত্মক অখণ্ড সুচক ) 
% ও n ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা এবং a ও b যে কোন দুইটি বাস্তব সংখ্য а, ৮৮0 
হইলে নিয়লিখিত সুত্রগুলি সত্য £ 

PL a"xg^-gmn, 

যে কোন সসীম সংখ্যক উৎপাদকের ক্ষেত্রেও аб প্রয়োগ করা যায়। 

যথা s а" хаха? x ad — aint pia 

PIL а%-а"%=а"%*", যদি mn 
uet п>т 


| (а 0). 


PHI. ৫72৮ а". 

PIV. (axb)"—q" x p". 

যে কোন সসীম সংখ্যক উৎপাদকের ক্ষেত্রেও жб প্রযোজ্য 1 
3813 (aX b X c X d)? 2 a x bm x em x qm 


ру. ("ат Ыт ৮৮০), 
[ অতঃপর এই হুত্রগুলিকে РІ, PIT, ইত্যাদি বলিয়া উল্লেখ করা হইবে 11 


সূচক সম্পৰ্কীয় সূত্রগুলির প্রমাণ e 
প্রথমে РІ, РШ, PIV এবং PV maf প্রমাণ দেওয়া হইল ও পরে PII 
প্রমাণ করা হইল। 
РІ. সংজ্ঞা হইতে পাই (s m ও n ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ) 
а=ааа >” за іші? উৎপাদক, প্রতিটি —a] 
এবং a" ааа т клен 252 ін? উৎপাদক, প্রতিটি=৫} 
1. а“Ха"={а.а.а c m সংখ্যক SiT Haaa: n সংখ্যক উৎপাদক} 
=аа.а : (m+n) সংখ্যক উৎপাদক 
=а"+" (эш অনুসারে )। 
wq PI প্রমাণিত হইল। 
অনুসিদ্ধান্ত ? m, n, p তিনটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে 
a” ха" ха? 2572, 
কারণ, аха ату (PI) 
এবং ant" ১০৫18 (PI) 
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(a" X a") x a? a" ***^ (атқ এর পরিবর্তে a" ха" লিখিয়। ) 
,** গুণের সংযোগ সূত্র হইতে প্রমাণিত হয় a" Xa" xa! =a", 
যে কোন সসীম সংখ্যক উৎপাদকের ক্ষেত্রেও ইহ! সহজেই প্রয়োগ করা যায়। 
РШ. PI এর সত্যতা মানিয়া লইয়া ইহা সহজেই বলা যায় যে (а")"==а"", 
কারণ, (a7)' =a" ৯০*১৫৫৮৯-%-তম উৎপাদক পর্যন্ত 
zg trem... «new পদ পর্যন্ত 


imc. ME 

PIV. (ab)"—a"b", 2578 সহজেই পাওয়া যায়, 

কারণ, (ab)"—(ab).(ab)(ab) >< "тә উৎপাদক পর্যন্ত 
=faaa an-9x উৎপাদক "Tal [b.b.b : mor উৎপাদক 


পর্যন্ত } 
=a". b" (সংজ্ঞা অনুসারে ) 1 
ру. (J -Z ৮৮০) ইহাও সহজেই PIV কের প্রয়োগ ছার! পাওয়া 


b) b" 
বায়, কারণ о =" ЧЕК 
[লক্ষ্য কর যে ("০১৯৮৮ тең উৎপাদক পর্যন্ত 


Б 1 = t. ] 
- b.b.b--m-ex উৎপাদক পযন্ত Р" 


এখন PII সুত্রটির প্রমাণ দেওয়! হইতেছে :— 


PIL. ধরা যাক mn এবং ৫৪0. 
প্রমাণ করিতে হইবে ata" =a", 
[чз দ্বারা ভাগ পরিহার করিতে ৫৮0 এই 4% আবশ্যক 1 | 
a" ааа t ct 1৮তম উৎপাদক পযন্ত, 
а ашасесе п-з উৎপাদক 444 
যেহেতু, mn, হরের пф উৎপাদক লবের %টি উৎপাদকের সহিত বাতিল করা! 
যায় এবং তখন লবে কেবলমাত্র (m-n) উৎপাদক (প্রত্যেকটি) অবশিষ্ট 
থাকে। অর্থাৎ 


=ааа. t (m-n) ox উৎপাদক পর্যন্ত 
шалт" ( সংজ্ঞা অনুসারে ) 1 


n>m হইলেও Зай অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যাইবে । 549044 wg প্রশ্ন 
হিজাবে ছাত্রছাত্রীদের জন্য ইহ! রাখিয়া দেওয়া হইল। 


এখন, 
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3. খণ্ড সুচৰু ও খণী ত্বক সুচক 
এ পর্যন্ত ৭2 বা ৫918 বা এ-৪/এ প্রভৃতি রাশির কি অর্থ তাহা বল! হয় নাই। 
অমির! এইরূপ রাশিগুলির সংজ্ঞা এমনভাবে আরোপিত করিব যেন সুচকের সর্বাপেক্ষা 
মৌলিক সূত্রটি, যথাঃ а* ха? = "12, x এবং এর সকল মানের জন্যই সত্য হইতে 
পারে। এই তথ্যটিকে ভিত্তি করিয়া নিয়ের өнеді দেওয়া হইল £_- 
(i) 40-1, যেখানে a শূন্য ভিন্ন অপর যে কোন সংখ্যা হইতে পারে (৫740). 
[লক্ষ্য করঃ ао хата" (সুচকের মৌলিক заб এখানেও প্রযোজ্য বলিয়! ধরা হইল) 
та"; а9-а"|а”--1.1 
(ü) a7" e, sz m যে কোন ধনাত্মক সংখ্যা হয় এবং ৫৮0 হয় | 


[লক্ষ্য কর? a-mxam=amim (өң মৌলিক সুত্রটি প্রযোজ্য বলিয়া ধরা হইল ) 


(ek. P P W SMA SN i 
* =а%=1;.. a] 


(81) যাঁদ n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হয় তবে ৫ যে কোন সংখ্যা হউক না কেন 
1 
ая বাঁলতে এমন একাট সংখ্যা বুঝাইবে যাহাকে এ সংখ্যা দ্বারা n বার ei কাঁরলে 
গ:ণফলাঁট ঞর সমান হইবে 1 অর্থাৎ 474 ॥-তম ঘাত সর্বদা a হয়। 

1 
এই সংজ্ঞ| অনুসারে দেখা যাইবে যে a” হইল ач %-তম মূলের যে কোন একটি 
1 

Xa! এ" কে "Ja এই চিহ্ন দ্বারাও প্রকাশ করা হর। (A চিহ্নটিকে মূলের 

. pz বা! radical sign বল! ex 1) 


[লক্ষ্য করঃ আমাদের উপরিউক্ত л. হুচকের মৌলিক সুত্র ধরিয়া লইলেই পাওয়া যায়, 
কেনন, al xal ally ...... саң উৎপাদক stt 


1 
D 


মনে করি xat. তাহা হইলে সংজ্ঞা অনুসারে л" =a. বীজগণিতের 
মৌলিক উপপাভ্ভঅনুসারে (Fundamental Theorem of Algebra) এই 


সমীকরণটির ॥টি বীজ আছে। অতএব а" হইল এই সমীকরণের যে কোন একটি 
Фа সেইজন্তই বলা হইয়াছে a" হইল ая пі %-তম মূলের যে কোন একটি 
মূল ৷ [ সেইরূপ এই (41/2) হইল ঞএর দুইটি বগনুলের মধ্যে যে কোন একটি; 
а® (বা 24) হইল ayaq তিনটি ঘনমূলের মধ্যে যে কোন একটি 1] 
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(у) aam এবং ॥ দুইটি ধনাত্মক পূ্ণসংখ্যা হয় তাহা হইলে а"!" হইল 
এমন একট সংখ্যা যাহাকে এ সংখ্যা দ্বারা ॥ বার গুণ কাঁরলে গুণফল а" হয়। 
অর্থাৎ a!" এর %-তম ঘাত সর্বদা a” হয় | $ 

এই সংজ্ঞা অনুসারে দেখা যাইবে যে a" হইল ৫%-র %-তম মূলের যে কোন একটি 
মূল। а" কে "Ja" দ্বারাও প্রকাশ করা হয়। যদি xa^ ‘হয় তাহা হইলে 
emi অনুসারে х"=а" এবং এই সমীকরণের пб বীজ আছে। অতএব 


ач!" হইল а" এর %টি ॥-তম মূলের যে কোন একটি । 
এখানেও লক্ষ্য কর__আমাদের সংজ্ঞাটি স্থচকের মৌলিক সুত্রটিকে মানিয়াই গঠিত 


হইয়াছে। 
an X a" ১৫৫৫০, *-তম উৎপাদক পধস্ত 


em 


т.т т 
segreta **2/-তম পদ "fU = ৫ a = q". 


অতএব. (ক) =а". 


আবার অন্তভাবেও বল! যায় 

сомма, Ў রর an 

а" X an X a" X +. това উৎপাদক পৰ্যন্ত=এ" n тз খা নর 
লসর লহ, 2, (el =a. 


অতএব দেখা যাইতেছে an কে а" এর একটি ॥-তম মূল বলা ЧЇЧ; (уат) 
5441 a* কে d'a একটি %-তম মূলের т-а ঘাতও বলা যায় অর্থাৎ (Уа)". 


এখানে একটি প্রশ্ন উঠিতে পারে : 
ач e (Ua) 

এইরূপ লেখা কি সর্বত্র বৈধ ? 

লক্ষ্য কর, ॥/4*= +16 অথবা —16 কিন্ত (/4)% এর একটি মাত্র মান 
(sal; +16) সম্ভব । অতএব айра оба উল্লেখ ব্যতিরেকে /4*=( 4) 
লেখা যুক্তিসংগত নহে |і 

এখন "a" = (Ya) — 88 সমতার ব্যাখ্যা এইরূপ মনে করিতে হইবে £ 

॥ am এর কোন একটি ॥-তম মূল, a এর কোন একটি ॥-তম মূলের 
//-তম ঘাতের সমান ॥ 

4. সূচকের সুত্রীবলী Cue সুচক ) (Laws of Indices for 
Rational Exponents ) 

452745 যখন মূলদ সংখ্যা তখন নিয়লিখিত ুত্রাবলীর সত্যত! প্রমাণ করা যায়। 


26 সংখ্যাতত্ব 


সুত্র 1. যাঁদ n একটি অখণ্ড ধনাত্মক সংখ্যা হয় তাহা হইলে 9959 সর্ত সাপেক্ষে 
j Mab = Va.Yb 
ইহার অর্থ হইল: 24 কোন একটি %-তম মূলের সহিত Уя কোন একটি 
нең মূল গুণ করিলে গুণফল abs пф %-তম মূলের কোন একটির সহিত 
সমান হইবে। 
Ка!" ৯8118)” _(6115117) (atin ln) (ать)... ... n.a উৎপাদক পর্যন্ত 
=Í n, іп, n, **7-তম উৎপাদক ш} х 
{60п. Бп рп... nas উৎপাদক oif) 
та (жэй অনুসারে )। অতএব উপরি-উক্ত তথ্যটি সতা। ] 
সুত্র 2. যাঁদ % এবং n যে কোন দুইটি মূলদ সংখ্যা হয়, তাহা হইলে a" X a" 
= "+" (যেখানে а শূন্য ব্যতিরেকে যে কোন সংখ্যা অর্থাৎ, 270.) 
প্রমাণ ॥ প্রথম ধাপ £ যদি m এবং п যে কোন দুইটি ধনাত্মক siqa সংখ্যা হয় তাহ! হইলে 
sales সত্যতা ইতিপূর্বেই প্রমাণিত ( PI-aq প্রমাণ айй) 
দ্বিতীয় ধাপঃ মনে করা Hp m এবং л দুইটি ধনাত্মক ভগ্নাংশ যথাক্রমে p[q এবং ris 
(৫740, 5740); р, q, r, S সকলেই ধনাত্মক পর্ণসংখা!। 
তাহা হইলে an x ansa! Herm ছি, 727 x 4/4 (সংজ্ঞা অনুসারে ) 
Sa ш © (= 1 santa )= 1/277 (প্রথম ধাগের সত্যতার জন্য) 


фекер pe rt 
রা as CUL pu maa 


তৃতীয় ধাপ £ ধরা যাক m ও % দুইটি খণাত্মক মূলদ সংখ্যা যথাক্রমে — 2/9 এবং ris. 
c Жегі ў 
তাহা হইলে a- Рахат y X grii E অনুসারে, a= 1] 


= (দ্বিতীয় ধাপের সত্যতার জন্য ) 


চতুর্থ ধাপ মনে করা Те m ধনাত্মক чи সংখ্যা এবং _% একটি ধণাত্মক али সংখ্যাঁ। তাহা 
হইলে দুইটি ক্ষেত্রের উদ্ভব হইতে পারে £-- 
() т-п>0; (ü) т-п<о. 
(i) যখন т-л>0, а ""xa*—a(-")*" (পূর্ববর্তী ধাপ অনুসারে ) 
с> 


=a" 


— 


(ü) যখন т-п<0 (অর্থাৎ যখন п- т>0) 
1 1 d l 


ETE xa7 77) =a" хат 


п-т ап xa m qn 
а-а-т-а-тхан বা am-n=amxa- ও অতএব প্রমাণিত। 
যে ক্ষেত্রে m অথরা п অথবা! উভয়েই শৃষ্ঠ হইবে নে ক্ষেত্রেও забя সত্যত! সহজেই যাচাই করা 
যায়। жайа প্রমাণ এখন সম্পূর্ণ হইল। | 
সুত্র 3. т এবং n এর মূলদ সকল মানের জন্যই 
27-20-5077 (17:0) 
[ ইহা সুত্র 2 এর অন্ুপিদ্ধান্ত বলা যায়; কেননা %-? Xa" =a", যেখানে т 
এবং n যে কোন মূলদ সংখ্যা হউক না কেন। ] 


সুত্র 4. jm এবং п যে কোন মুলদ সংখ্যা হয় এবং ৭0 হয় তাহা হইলে 
(amyn= an, 
প্রমাণ ॥ প্রথম খাপ £ মনে কর! যাক্‌ n একটি ধনাত্মক অথও সংখ্যা এবং % যে কোন একটি: 
зат лал! তাহা হইলে 


: eins : 
x 


myu 
(a^ )' Za" xa" x a" x... ... nex উৎপাদক "Өз 

=am+m+m+ cn দ-তম পদ Cua অনুসারে ) 

=а"", d . 


দ্বিতীয় ধাপ ৪ যদ্দি 2 ও এ লঘিষ্ঠ আকারে প্রকাশিত দুইটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য| হয় এবং n=plq 
হয়, তাহা হইলে 
(an yi- (a y. “/(а®)' =к/а"? (প্রথম ধাপ অনুমারে, р একটি ধনাত্মক 
অথও সংখ্যা) 
NR 
-g-g""., 
তৃতীয় ধাপ ৪ মনে করি % যে কোন একটি ধণাত্মক সুলদ সংখ্যা। ধরি n= — p, যেখানে p একটি 
ধনাত্মক 344 সংখ্যা। 
তাহা হইলে, 
PED OE IAE CIL eher, 
(ele)? = de manta 
қ (পূর্বের আলোচনা হইতে প্রতিটি সমতা সহজেই যাচাই করা 415 | ) 
অতএব, প্রমানিত হইল যে т এবং n যে কোন TAT সংখ্যা হউক ন! কেন সুত্র 4 সর্বক্ষেত্রেই AT) | 


সুত্র 5. п এর যে কোন মুূলদ মানের জন্য 
(ab) —a^.b^ (a,b=o) 


প্রমাণ ৷ প্রথম ধাপ S ॥ এর যে কোন ধনাত্মক অথ সংখ্যার 59 таб সত্যতা ইতিপূর্বে প্রমাণিভ 
হইয়াছে (PIV এর প্রমাণ 9847) І 
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দ্বিতীয় ধাপ $ যদি m যে কোন মুল সংখা! হয় এবং q যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, 
তাহা হইলে, 
(ab?) — (a"b").(amb-). (amm)... --q-53 উৎপাদক পর্যন্ত 
=(am,am.am ЖҮ” 4-74 উৎপাদক sif). (b. bm bm. ...-.q-23 উৎপাদক পৰ্যন্ত ) 
= amg,bmq, 
এখন n যদি একটি ধনাত্মক ভগ্নাংশ হয় ( ধরি n =P, pie q ধনাত্মক 49 সংখা) 


তাহা হইলে (ab)"= (ab) t — (agj— ane ( c p একটি ধনাত্মক mel) | 
আবার (a? bnjg= a". bn (৫ যেহেতু ধনাত্মক পূর্ণদংখা। ) 
A e-qgupu-tüapb» (` nq=p) 
-—(aby (উপরে প্রমাণিত ) t 
এইরপে দেখ! গেল যে а" "= (ab)" ; n c কোন ধনাত্মক মূলদ সংখ্য! হউক না কেন। 
তৃতীয় ধাপ £ বদি ॥ একটি (ধণাত্মক মুলদ সংখ্যা হয় ( ধরি, п= _2% যেখানে x একটি ধনাত্মক 
মূলদ রাশি) তাহা হইলেও 


eis IM Е 
(abj" —(ab) এ Lact oat 
সুত্র б. যে কোন মুলদ সংখ্যা n এর জন্য 
a^ ап 
& = т a, b*o) 
[ ইহা 24544 অন্ুুনিদ্ধাস্ত, কেননা (ахуа, «(8-2 | 
e еес>тізі 
[ সুচক সম্পর্কীয় প্রশ্ন-সমাধানে বিশেষ প্রয়োজনীয় 1 
সংজ্ঞানুনারেঃ I ০০1 (৫৯০), IL a=" 
ПІ. 9249 7% IV. "a" =a". 


а : (যে কোন অখণ্ড ভগ্নাংশ মূলক সুচকের জন্য প্রযোজ্য ) £ 
V. Ca" Xa" шалу УЛ а ma" qut. 
VIL (а")%=а"". УШ. (ajb)'=a"b". 
a а" 
IX. (3 =. 
[ কোন নিধানই 49 ধরা হইবে না] 
॥ স্মরণ রাখিতে হুইবে ॥ 


1. যদ % ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হয় এবং ৫১৯০ হয় তাহা হইলে x" =a এই 
সমীকরণের 420 এবং কেবলমাত্র একটি ধনাত্মক বীজ থাকে । অন্যরূপ উল্লেখ না 


E 


‚ উদ্ঘাতন 51 ঘাত নির্ণয় 29 
থাকলে "Ja প্রতীক দ্বারা এই একমাত্র ধনাত্মক বীজকেই ধরিয়া, 4941 (যথাঃ 
қ/9-- +3). 

2. সরলীকরণের জন্য নিয়ালাখত ইংগিতগযীল মনে রাখবে 2 
Gü) খণাআুক-্থচক থাকিলে 951 ধনাত্মক-স্থচকে পরিণত করিয়া লওয়া 
যায় (Ш দ্রষ্টব্য )। 
( যেমনঃ ৫ += |. 


Gü) Ш এবং IV দ্বারা মূলের fèe ‘y’ ( radical sign ) অপসারিত করিয়া 
«елка পরিণত করা যায় (com:  /63 (балу 90), u 

(ii) (a")'=am" ইহা সত্য, কিন্তু а" বলিতে বুঝায় 04 т!-өң ঘাত 
( ইহাকে কখনই a" এর %-তম ঘাত মনে করিবে ন!) । এখন লক্ষ্য কর ঃ 

439773 হইল «-এর 26"-*-তম ঘাত। 


ба-1)% 22 -1+ 
6 1 67-1 67-1+1 вл 
অতএব [ x ) ০2৪5: ল x2 =g? 


$i. uM 5 е Í көзе 2 


Ж? s в («#3 
222 
313 % 


3. এই পুস্তকের өңөр সমাধান করিবার সময় ৫*-%* হইলে a=b 


লিখিতে পার এবং a" =a” হইলে, х= y লিখিতে পার 1 
Qua; 98*11=32*+9 কে লেখা যায় (32)৪*+২-38++৪ 
* বা 39**2—32**9 , অতএব লেখা যায় 6x+2=2x+9. 


төз 
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22 чер этеа еј Sea 


ачай ও সংক্ষেপে DERAS প্ৰশ্নসমূহ 
1. নিয়লিখিত রাশিগুলি ধনাত্মক БФ প্রকাশ কর :— 


х®у-а[з-8 ; 


12578; 


7% 3 
2, নিয়ের А স্তম্ভের অন্তর্গত রাশিগুলির সরলতম মান আবশ্তক। প্রতিটির জন্য 


কয়েকটি করিয়! সম্ভাব্য উত্তর В স্তম্ভে উল্লেখ কর! হইয়াছে--উহাদের মধ্যে কেবলমাত্র 
একটি হইল সঠিক উত্তর। C স্তম্ভে তোমার মতে যেই উত্তরটি সঠিক তাহার সংশ্লিষ্ট 
সংখ্যাটি বলাও ( মনে রাখিবে উত্তরটি সরাসরি বসাইতে হইবে 41):- 


(= 2) Š. 


"eA wg B 4% 0 
(-2)-9, 1 -і 2 +1. 3, cep বাস্তব সংখা নয়। 
-(-1)-5 1. -i 2 +1. cet বাস্তব সংখ্যা নয়। 
-(iyse L -1 2, +1. 3, কোন বাস্তর সংখা নয়। : 
0° 11 20 3. অদংজেয়। 
(03) [1 50. 2 50.8. а. 
(-8)ғ/» 1-42 4 364 
(0125)*/5.(0:25)7 1/2 1 1.2 w6 3 */5 
Адз L. ans 2 аш 3, ws. 
= CN b-1i 
doas E 3. 4% 
len пена аа 
Ва 17175281277 ৪ 
s E Vo vu pa E 
টা 7) ৫ as 16 /- £ 
cur 09 + Gs he : 
Е > 
3. 5274244 কর ২--( এক বা একাধিক শব দ্বারা ) 
(৫) ৫ এর —— খলমুলের Cubic roots) —— হইল এষ, 
(ü) উদ্ঘাতন (Involution) হইল — — ক্রিয়া এবং ^ মূলাকর্ষণ 
(Evolution) হইল —— ТІ ы 


(iii) x° = ( JJ) এই সমতাটির সঠিক ব্যাখ্যা হইল : 


# 


* (в) 28"=162%" হইলে এ এর মান — * হইবে। 


E «ub নয়) 


প্রশ্নমালা IICA) ELS al. 


4 С ma өтін E 
কোন্‌ মানিটি সঠিক? 24 উপর কোন বাধানিষেধ 


_আরোপন্করাঁর us আছে কি? 


প্রশমাল৷ П (A) 
L G) প্রমাণ কর যে dns Yat, dh Va aa (i এ 


ক্রমিক গুণফল এক হইবে I 


` 


«2 ley. (сы (2) এই রাশিটিকে ॥ 4? এর আকারে প্রকাশ কর। 


%/рх 
(а) <Ë y তকে ৯৪৮ ৯1125 ені ভাগ wq এবং ভাগফলকে 


ж w 
40/2. 3/y5. 7/28 দ্বার গুণ 941 х=16 হইলে লব্ধ ফলটির মান কত? 


& 3.5 2. E WAS 
ed : h z 12 y 3 t 


D» Кб: ху 


এখন (йз, ১78,271] uto, у, £f) 


AE 


xk а х=16 হয় তাহা হইলে би 


¿a= =16%= (241-2. ] 


(95512 2.45% হারা ভাগ কর এবং ভাগফলকে Sa È ছারা 


গুণ কর। চিন сүз ля মান কত হইবে ? [উঃ L] 


AUS yaman 


ia & 


(б) গুণ করঃ х7, „а, Yat এবং уі; এই গুণফলকে , এখন 
Eja. 65/9528 (xB) ছারা ভাগ কর। 
2... নি্ললিখিত রাশিগুলির সরলতম মান নির্ণয় কর £ 


meam ,8т-вт , 
т (фек! бше my 


[উঃ ху] 


x 


LJ 
ж 


2-а А 


(iv) (845 + : 274-3] x (ба x3 2273) ^. 
(v) (ук, ТІ x12/271 j^ 


в) EC E). Ga ডিস সক] 


(bc)^-* (caY-* (ab)*-* 


(иш) 0 


$ 


32" 4 FANST 


- ^ к. "M 
Сасы ыы সা 
Саву ЗХ оті 1 р $ 
Li азів Jet x tmt l XUN x 98 x38 ২৪ 
vat V M6 4/77 хі ^s 
сәтін aba 9.6] a еы 


[উই () 1. (й) хаа, (іш) xe (v) 14. iwi tt 
X Ӛзі 
3. © M3 uA e аа E দ্বার! গুণ কর 1 
а) «есін কে ¿Ë 4-1 ছারা গুণ কর। 


п-1 п-1 2-1 


n=l 
Ga) x* +04 কে  —y* দ্বারা গুণ 941 
| ইংগিত (Ley Gem) aetas 


à 
£n-241 4Л-2%1 an-1 an-i, М 
2 ERTI RAUS je E 


(iv) প্রমাণ কর (a gait ar аз eur এ + 


[উঃ (i) xts*-4-xtItyM* Ly. (H) xla = xM9 9x M —1-- 2x7 18 — x7M9 xn] + 
« " 


A. (0) facra অতেদগুলির সত্যতা।যাচাই কর £ a 


(ебу) аа у? i 63 93)! ea s 


(o ren esr) sr 
এক্ষণে 9314 কর 
n-1 .-.1.. 
EHEHEH) ০ l e 7) 
Lu. y 
х-у ы e 
Gü) x2 -y m < ১7 দ্বার! ভাগ কর। 
17746 * : 


(їй) x-y? 32883.58 কে 2858-2183 দ্বারা ভাগ কর। 
[ ইংগিত ঃ ভালক ও ভাজা উভয় রাশিকেই x এর 31094 অধঃক্রমে সাজাইয়া লও] 
(i) x*-«»3c09x*-xy 4? দ্বারা,তাগ কর। 4 
[উ Ru E NE У ТУ РР 


“ 


, 


প্রশ্নমালা ША) 33 


ole SU арқа 
5. : (0 প্রমাণ কর : 2 } -8. 
3m 3) шшш: es, 
23 "2 zt 217-1 


[বাম п (2 


(ui) প্রমাণ কর £ TM 

HA i .b*.c -1 a . 
d iru: te a 
(৮). প্রমাণ я: 17৮75 е 40у "(i ^ 


6. দেখাও যে নিয়ের প্রতিটি রাশির সরলতম মান সমান ও প্রতি ক্ষেত্রেই ও 
মান ‘এক’ হয়ঃ ; 
Í тірі m-n at gt n-l Pans. 1-т 

Қ E х x 

(i) [ess ) x( x ) x( xm ) 


[ а(х en тутп x (xn tns zl 


x (x +m’ +1) m 
y nr п) (т? +n* + mn) (n — 2 (n +] +nl)+ (1— т)(1* + m? Im) 
adhi nt ona А. т? о] і 

6%) ডাল 05179 ; gr. 

al. p a? 


Im xt та 1 n 


А” х 
1 (їй) A =» TT 


(iv) re VE КИ 
o ec e 
DA (a3), (এই), (নল, 


3[AI 
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» 


+ 


1 3 d 
m ШЕТКЕРІ; 


қ 1 

Qu кесер асары LEE FERE 
з ১০ а 

[ইক্ষিতঃ প্রথম сататынын করিয়া)] 


1 1 
tir ча КЕЕ xt" 
শি দ্বারা গুণ কর যেন প্রত্যেকটি পদ্দের হর হয় 


(viii) tam 
JL 
[এক্ষেত্রে প্রতিটি পদ্বের লব ও 540% এমন রা 
xxx.) 
cta 


(ix) 7২/৮১/৮৮৯৯ PIS 
7. প্রমাণ কর যে 
o (25৮5-৮2-21 

o РЧ)". 


DA Lulu grs (y এ 


বলটা 


p 
х1 хіҙ-і 
8. (i) যদি 4১ হয় তাহ| হইলে প্রমাণ কর যে (9 ৮111 


( যেখানে x এবং у 5209 ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ) 


[e wzy Зең পক্ষের ১৮তম মুল লইয়! পাওয়া যায় /%?=24/)*. স্থতরাং xcyt বা 
— X13 


ШЕ 
Layi? ; ex পক্ষকে এখন ৮15 দ্বারা গুণ করিলে পাওয়! যায় atacan y 


хі) 

- м 

» alb ajb 

Gü) যদি a =b" হয় তবে প্রমাণ কর যে a) "ea .emaib 

‚2:1 হইলে a এবং b এর মান কত হইবে তাহা নির্ণয় কর 1 

(8) যদি xpt t =a, xyi =b, xy' ৯০০ হয়, তাহা! হইলে দেখাও e 
atr. t-t e. š 

[ ইঞ্জিত š а (са ваа 


(w) т=а*, п=а? এবং a? = (m?n*)* হইলে প্রমাণ কর যে xyz-1. 


O) етуп «т হইলে প্রমাণ কর 1+1=2. 
x y 


[e vo m°=ln,m*>=Dn2”; o Ben É y অতএব аху 
2 


অর্থাত 9х2- 221141 
58: Lal xyz বারা бетине ভাগ করিয়া )] 


প্রশ্নমাল! (А) ~ “ 35 
(vi) а х= у= 2 এবং xz-y? হয় তাহা হইলে দেখাও যে 
а+с=32Ь. 
‚ (vii) "৯৪৯৯7 এবং pgr— 1 হইলে, প্ৰমাণ কর যে а-1-ЬЬ-1-Ьс-1=0, 
(vii) 7৯৫৯, ৫১ এবং a? -(p!q*)* হইলে দেখাও যে хул=1. 
(ix) Spo а= এবং xyz—1 হইলে, প্রমাণ কর যে qtb-Fc- 0. 
(x) যদি ৫= р? тх, cm x'*'y' হয় তবে প্ৰমাণ কর যে 
E теңи 
9. (i) যদি x—2/2--3/4 হয় তবে প্রমাণ কর যে Х2-6у-6-0. 
ГЭ г ৮,-(2৮4110*481981468124-2/4) 41 х®=з+4-Е8°/8.х 
বা x'-6x-6—0 (ғ 85/৪-$.2-6.)] 
(4) যদি £-3- J3 হয় তাহা হইলে প্রমাণ কর যে x*— 24x3--36— 0. 
1 
Gü) যদি х=2%ї+ 08 হয় তাহা হইলে প্রমাণ কর যে X*—6x—6-0. 


1 
(1৮) যদি аж Eo So. তবে দেখাও cq a3 x? E b3x 3-69 =ЗаЬс®. 
(20652 এখানে ахта рх: —c ; উভয় পক্ষের ঘন লইয়া 
a*x* - b* x 4-Sabx'ax?!3 bx 3) — — сз, 
বা a*x*-Fb*x--8abx(—c)— —c*, 
বা a*x*--b*x-4-c* —-3abex. | 


(৮) 93-33-33 হইলে প্ৰমাণ কর যে &৪ —932 4-18 — 12-0. 
2 
(и) х=1+2%+2# হইলে প্রমাণ কর যে 8-32-34 1-0. 
(ой) যদি 3/+-//-4-8/2-0 হয় তবে প্রমাণ কর যে (хр) —27xyz. 
(vii) ағ0 হইলে এবং керү হইলে প্রমাণ কর ষে 
ax? —3ax — a? — 1-0. 
(x) x3--39 37 হইলে দেখাও যে х2 — 949 36; —60=0. 
2 
(x) x 24-23 23 হইলে প্রমাণ কর যে а — 623 6x - 2-0. 
10. х এর সমাধান নির্ণয় কর, যদি 
() 327%. 56-200 


[ ইঙ্গিতঃ এখানে (2:)*_ 88 956-25, «p 95717 gs 
বা 5x-17—8, বা x-5.] 


2x 
(0) s а (ш) 9.81 ge 
(в) 94-5 --(27)е%10, G) 22-192" 
(vi) 45217225518 596. (ой) 32*-8_52*-1= 84375. 


[উঃ (i) 4/9; (ii) 1; (v) 8; (v) —15 (vi 1: (vi) 8.] 
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*12. 


অংখ্যাতত্ব 
TEST PAPERS (পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী ) 
(সময় : এক ঘণ্টা) 


amma J^ 45748 


xeu ате ЁЛ Ja$--b3—a হইলে প্রমাণ কর যে 
x? +3bx—2a=0. 
З 38) (y — z) 3E »3) (2 — х) A. 23). (x — 5) 0 হইলে 
এবং ৮৮৮৪ হইলে, প্রমাণ কর যে 

(1— х%)(1—›%)(1—2%)=(1- xyz)*. 
প্রমাণ কর যে i 
(нң (ла) n шт. 


а 


бон সমতাঁটির ары প্রমাণ কর ই 
(ыы: х (аз) (ае. 
2" +1 +a" 


EKRE CU "t 
d3 —a 2 কে ай-а ? দ্বারা ভাগ কর এবং ভাগফল ন 


এর আকারে প্রকাশ কর। 
৮০৮ হইলে ame а [s но 


gin пз 1 
(e^) = ae") হইলে প্রমাণ কর যে (85855. 
সমাধান 94: 9**1—32**1— 4374, 
1 = 

xy (zy _ МЫ (zi Ley. 
(% (3 e) 1 হইলে প্রমাণ কর যে Í) (à | ) 
প্রমাণ 54: 

6551 P ше xta 
а Зах Зах TE aA х? +3х+а? 
লক্ষ্য কর, 00026 আকারের সংখ্যাকে 2:6 х10-° এই আকারে লেখা 
যায় এবং 16,000,000 আকারের সংখ্যাকে 6x10" এই আকারে 


লেখা যায়। এখন নিম্নলিখিত সংখ্যাগুলিকে একই প্রকারে প্রকাশ কর ₹ 
036; 0025; 1700 ; 000042 ; 36,900,000. 


করণী 37 


24. করণী (5545) ' 

жаю রাশির (Radical) সহিত ইতিপূর্বেই পরিচয় হুইয়াছে। 
n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে Ya (ঞ'র ॥-তম মূল ) আকারের রাশিকে %-ত্রমের 
(тіп সুচকের ) ябаа রাশি ( Radical of order n) বলা হয়। 
“এ” এই প্রতীক Гете বা মূলের সুচক 15% (radical sign) এবং এ কে 
মূলসুচক Patia রাশি বা radicand বল! হয়। 

©]. š 3/2, 82৪ _10)8, 5/32 হইলে যথাক্রমে 9, 4 এবং 5 SGH 
їчї রাশি (অর্থাৎ Radicals of orders 3,4,5)! A3 হইল 2 
ক্রমের মৃলচিহুযুক্ত রাশি (লক্ষণীয়, এই বিশেষ ক্ষেত্রে মূলের ক্রমন্থচক সংখ্যাটি 
লেখা হয় নাই )$ ইহাকে ‘3 এর বর্গ মূল’ এইরূপও পড়া হয়। 

длета এমন বহু রাশি আছে (54912, 8/8, ,/4, 5/32 ইত্যাদি ) যাহাদের 
মূলদ সংখ্যায় ( rational number-4 ) পরিণত কর! যায়; আবার 4415559 এমন 
тйлде আছে (যেমন, ২/২ ,/3, 57, 53 ইত্যাদি ) যাহাদের মূলদ সংখ্যাতে 
পরিণত কর! যায় না (প্রকৃতপক্ষে ইহাদের সীমাবদ্ধ অথবা পৌনঃপুনিক দশমিক 
আকারে প্রকাশ করা যায় না, অর্থাৎ ইহার! অমূলদ সংখ্যা ( irrational number ) 
- ইহাদের করণী বলা হয়। 

সংজ্ঞা 1. যাহাকে LAT রাশির্‌পে প্রকাশ করা যায় না, এইরূপ Ya আকারের 
মূলাঁচহ্যযুন্ত রাঁশকে %-ক্রমের করণী বলা হয় 1 

Ви: JA 43, JU жуйке ছুই-ক্রমের করণী বলা হয় (feste 
ае বল! হয়); 2/2, 2/3, 3/11 প্রভৃতি হইল তিন-ক্রমের করণী (বা ত্রিঘাত করণী) 
ইত্যাদি, ইত্যাদি | 

স্মরণ রাখিতে হইবে 1. згас সকল রাশিই করণা নয়, কিন্তু সকল 
করণী মুলাঁচহযনুন্ত ( যথা, 8/8, „/25 ইত্যাঁদ মুলচহ্যয্ত রাশি, কিন্তু করণী নয় ) 

2. করণা এবং অমূলদ সংখ্যা সমার্থক নয়। প্রকৃতপক্ষে, সকল করণীই অমূলদ 
রাশি, কিন্তু সকল অমুলদ রাশিই করণী নয় (যথা,গ, е অমূলদ রাশি কিন্তু করণীনয় )। 

সংজ্ঞা 2. মিশ্র করণীসমূহ ( Mixed Surds) হইল a/b এই আকারের 


* এমন রাশি, যেখানে ৫ মূলদ কিন্তু Ub অমূলদ রাশি (যথা 24/3, 45/7 eme)! 


দুইটি fs করণীর অমূলদ অংশ আঁভন্ন হইলে উহাদের সদৃশ (Similan) করণী বলা 
হয় (যথা £ 4 /2, 3 /2 প্রভৃতি ) : নতুবা উহাদের অসদৃশ বলা হয়। (যথাঃ 
28/4 এবং 55/2 sumpt করণী ) 1 
কল্রনীলমুহেন জোগ-লিস্রোগ প্রভৃতি == 
=== , 
প্রথম fax] "/4"-а4% ча প্রয়োগ করিয়া যে কোন মূলদ- 
সংখ্যাকে IAS যে কোন ক্রমের মূলচিহ্নযুক্ত সংখ্যারূপে প্রকাশ করা যায়। 


-у 


38 25494 


Әң: 4477 (ad) "(аа)" ইত্যাদি। 
দ্বিতীয় নিয়ম । মিশ্র করণীর মূলদ অংশটিকে নিয়প্রকারে মূলচিহ্নটির 
অধীনে আনা যায় š 
а%/х=%/а®. з/х=%З/а®%х ; 4 ২2 ২4৪. /2= 32. 
[লক্ষ্য করিতে হইবে, এখানে "Ja. "Jp = "Jab এই ай প্রয়োগ কর! হইয়াছে 1) 
তৃতীয় Їйї! মূলচিহ্াধীন রাশির কোন অংশকে মূলচিহ্নটির 
বাহিরেও আনা যায়, যেমন £ 
А 8-аз- ,аҚа-ж)- Mad. «а-хт4а Мах 
160- JA. J15=2 J15. 
[লক্ষ্য কর, তৃতীয় নিয়ম প্ররুতপক্ষে দ্বিতীয় নিয়মের বিপরীত 1] 
চতুর্থ নিয়ম і একই অমূলদ অংশযুক্ত দুইটি করণীর ( অর্থাৎ সদৃশ 
করণীর ) যোগ অথবা বিয়োগ š 
সুলদ সহগ দুইটির সমষ্টি অথবা অস্তরফলকে সাধারণ অমূলদ অংশের সহিত 
সহগরূপে যুক্ত করিতে 5204 | 
Sql. š a xb /х=(а+®Ь) Jx; 4300—5 J3— 4/3. ,/100-5 43 
-10,3-5,/2-5 43, 
পঞ্চম নিয়ম । দুইটি কর্ণীর গুণফল অথবা ভাগফল £ 
(i) একই шоң দুইটি qq ক্ষেত্রে Wa. Ub= Jab অথবা "Va "b 


-:/% ча প্রয়োগ করিতে হইবে £ 
Sel: (ағы), (а 5) = (02 68) a /z. b Jy=ab 42) 
(8/85/2-15,16-154-60; Yx + а-4/“ ইত্যাদি। 
а 


E 55 гд 
(а) ат এবং b আকারের দুইটি রাশির গুণফল ( অথবা ভাগফল ) £ 
যদি a =s হয়, তবে রাশি ছুইটিকে t/a? এং Yb" এই আকারে লিখিয়া ()এর 
নিয়ম প্রয়োগ কর! যায়। 
যদি ৮৫5 হয়, তবে 5 এবং E ভগ্নাংশ ছুইটিকে সাধারণ হরবিশিষ্ট ( q এবং s এর 
ат, সা. গু. হইল 9 সাধারণ হর ) ভগ্নাংশে রূপাস্তরিত করিয়া q= s হইলে যেরূপ হয় 
সেইরূপতাবে অগ্রসর হইতে হইবে। 
1 3 
З. (ax) (a— x) — J(a-x) V(a—x)° = a+ x)(a — x). 
1 
28. 3® = /28./3= 424. 


করণী সম্পর্কীয় সংক্ষেপে উত্তর-সম্ভব প্রশ্নাবলী 39 


oes Tus 

(а-а - E - (ах) (а - dts (a+ х).5/(а— х)? 
= а+х)(а—х)%. 

ob 38 = 28. 38 = 826532 — 5/72. 


EUN Е /@=х)# 6 (a= x) 
(a— x + la+) ৫702 Meca. 


(а) মূলচিহ্নাধীন রাশি m একই ( same pus ) ৯৫ রি করণীর 
গুণফল বা! ভাগফল নির্ণয়ের জন্য ar qn qam অথবা ана", এই ТЕ 
প্রয়োগ করিতে হইবে । ` 

Әт: J23/2-23.23 - 28 828 «25 — 5/32. 

ТЕНГЕ aod pti 


সংক্ষেপে 984-784 প্রশ্নাবলী (SHORT ANSWER QUESTIONS ) 


প্রশ্ন উত্তর প্রশ্ন উত্তর প্রশ্ন উত্তর 
1. একে মুল fevum 4. сеңі বৃহত্তর |a. y2 ax yö 
রাশিরপে প্রকাশ কর Ma অথবা V6? |= সমক্রমীয়  করণীরূপে 
যেন উহ! ৪-ক্রমের হয় |= 5. мс 3/2 দ্বারা প্রকাশ কর - 
16-9091 হয় (= গুণ কর = 12, কোন্ট "444: 
nc হয় |= 6. 3J5e 294/2 ২/4 444|4/52 |= 
2. মিশ্র করণী 55/3, দ্বারা গুণ কর = 13. মানের নিয়ক্রমে 
29, ৫/৫কে বি শ্রদ্ধ 7. xg 13 দ্বারা | nate: 
করণীর আকারে প্রকাশ গুগ কর Ed 13/12, 13/943: 3/8 |= 
কর Ме 8. ॥2+8কে 13/10, 5/6 এবং £/4 |= 
3. 1/185440 |= 3-469193 = — |14, 108-6 |= 
9. дит ২৪ দ্বারা |15. 17৮-৭119 
ভাগ কর E 16. 1/4--/6 б, 
10. *[—4186x*y* 
কে মিশ্র করণীরপে 
সরলতম আকারে 
প্রকাশ কর Е 


D LC BUE SENI ананга АЕ লা 


40 Y 22 সংখ্যাতত্ব 


যষ্ঠ নিয়স। gaa করণী নিরসন ( Rationalising aenomina- 
tors): ? 
কখনও কখনও, বিশেবতঃ পাটাগণিতের প্রশ্ন সমাধানে, করণীযুক্ত হরের তগ্নাংশকে 
মূলদ-হরবিশিষ্ট ভগ্নাংশে রূপান্তরের প্রয়োজন হয়। উহ! কি প্রকারে করা হয়, তাহা 
নিয়লিখিত উদ্দাহরণগুলি হইতে বুঝ! যাইবে | 

Svi.: (9 = -52 Кес b, 21721174112, СА 


ү ша еш О 
МЪЖ Je (.Jb+j c)(Jb—-Jc) 
E lat dba). eid. Copias UO, 


(vb)? — (Ac)? , b-c 
[ b+ Jc এবং Vb- Jc কে পরস্পরের প্রতিযোগী বা অনুবন্ধী 
(Conjugate ) বলা হয়; উহাদের একটি অপরটির করণীনিরসক উৎপাদক | ] 
3... 3045442). _3(,/5+,/2) 
/5— Jà (5+ J2)(5— ,2) (4/5)? —(4/2)9 
ES x 
=s =s 5 /2)= /5+ 42. 
(а) 1 2 (03-19-42 _ J3+ J5- ,/2 
УЗА 5 2 (J84- J5)?-(J29 642 Jis 
(МЗ J5— ১/2)(6-2 415) 
6)2 — (2 /15)? 
_(„/3+ J5- J2)(6—2 J15) 
36-60 
= — A6 J3--6 J5—6./2—2 ,/45—10 J3— 2 J30}. 
A 1 То 1 = 
(৮). হজ J54 71507750775) &(48-1X t 
পূর্ববর্তী উদাহরণগুলিতে প্রত্যেকটি হর দ্বিঘাত করণী ( অর্থাৎ দুই-ক্রমের করণী ) 
যুক্ত। এখন Уа Ub আকারের যে কোন দ্বিপদ রাশিকে করণীমুক্ত করিবার নিয়ম 
আলোচিত হইবে। প্রসঙ্গত নিয়লিখিত অভেদগুলি urat আবশ্যক : 


1. যদি? ধনাত্মক эр] সংখ্যা হয় তবে 


(x yx" 71— x" ^2y- px? 7392 5. e py") m x" y" 
2. যদি п ধনাত্মক যুগ্ম সংখ্যা হয় তবে 
(xy) 27780717277 3р2... рт)" = y" 


3. যদি n যে কোন অখণ্ড সংখ্য! হয় তবে 
(57006827822 ty es Ey t) yt 
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এখন Ма 0/৮ আকারের যে কোন দ্বিপদ রাশির করণীনিরসক একটি উৎপাদক 
নির্ণয়ের জন্য প্রথমত p এবং q এর 4/95 সাধারণ গুণিতক (ল- সা. গু. )en (মনে 
করা যাক) নির্ণয় কর! হইল। তাহা হইলে উপরের অভেদগুলির সাহায্যে <+ > 
(যেখানে x= Ја এবং y= ধরা হইয়াছে) এর করণীনিরদক উৎপাদক পাওয়া 
যাইবে। 


একটি উদাহরণ লওয়া যাক £ 
Spis ১৭43/৬ এই fem রাশির করণীনিরগক উৎপাদক নির্ণয় করিতে 


হইবে | Ja এবং 21৮ এর ক্রমসূচক সংখ্যাঘয়ের ল সা. 9. 6; ইহ একটি ধনাত্মক 


যুগ্ম সংখ্যা । 
জানা আছেঃ (atya -22)4-55805-%20/87%6505) = 09 уб 


ধরা যাক্‌ x= Va এবং у= /b ; তাহা! হুইলে ডান পক্ষ =( /а)6-(3/у)е 
=а — b? =মূলদ রাশি। 
«sais নির্ণেয় করণীনিরসক উৎপাদকটি হইল 
( Ja)5 — ( Ja)*(8/b)--( Ja)8(8/b)2 — (/a)* /b* + ( „/а\(%/Ь)*— (8/6)5 
- а - 2253 + i —ab+ E - ы 
Sre অনুরূপ পদ্ধতিতে 92-145 (9-1 এর করণীনিরদক উৎপাদক 
নির্ণয় 941 
সপ্তম নিয়ম £ ৫ এবং? зан কিন্তু ур দ্বিঘাত করণী হইলে a+/b 
আকারের রাশির বর্গমূল নির্ণয় করিতে হইবে £ ! 
প্রথমে {иаа গ্রতিপাগ্যটি প্রমাণ কর! হইবে 1 
প্রতিপাগ্ভ £ মনে করা যাক্‌ ৫, b, এবং y মূলদ রাশ এবং Jx ও Jy 
fere করণ । যাঁদ a+ Мр Гу হয় তবে a=b, এবং x=. 
প্রমাণ s প্রাতপাদ্যটি প্রমাণ কাঁরতে নিয়ের মৌলিক 195479104 সাহায্য আবশ্যক š 


একটি yan বাশি একটি Әлли рен সহিত 
সমান হইতে পাতে লা। 

এখন ৫+,/৮-৮+- ২০ এই প্ৰদত্ত সম্পর্ক হইতে লেখা যায় 

a b+ /х= J>. 
উভয় পক্ষের বর্গ লইয়া ও পরে পক্ষান্তর করিয়া পাওয়া যায় 
дасы Ju ey —- 7 (ab nde Ба) 

সুতরাং যদি / এর সহগ শুন্য ন! হয়, তবে বাম পক্ষের একটি অনুলদ রাশি 

ভান পক্ষের একটি етт রাশির সহিত সমান হইতেছে, কিন্তু ইহ! অসম্ভব | 
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অতএব (1) সমীকরণটির x এর সহগ অবশ্যই 59 হইবে, অর্থাৎ а=. 
এখন a=b হইলে প্রদত্ত সম্পর্ক হইতে পাওয়া যায় х= y বা x— y. 
[ীকাঃ যেহেতু а, b, x, y প্রত্যেকে মূলদ, за ডান পক্ষের y-x-(a—b)* ও ew 
( — মুলদ সংখ্যাগুলির উপর চারিটি মৌলিক ক্রিয়া, যথা £ যোগ, বিয়োগ, গুণ, ভাগ, প্রয়োগে উৎপন্ন 
সংখ্যাগুলিও xen) ] 

অনুসিদ্ধান্ত 2 aff b=0 এবং ৫-০ না হয় তবে ‚/а#Ь-+. Jc. 

সুতরাং ac Jc дет হইতে পারে, যদি কেবল ইহার মান শূন্য হয়। 

109944: а এবং b উভয়েই মূলদ এবং yb একটি দ্বিঘাত өз? 
হইলে a+ /b এর বর্গমূল নির্ণয় করিতে হইবে। 

নিম্নের মন্তব্যগুলি প্রথমে প্রণিধানযোগ্য £ 

G) аж 4/ এর 4454 ছুইটি--একটি ধনাত্মক এবং অপরটি খণাত্মক। অর্থাৎ 
যদি অন্যতম বর্গমূল Vx + y হয়, তবে অপরটি —( Vz + Jy). 

Gü) যদি ৫৪ —b 944453, তবেই ইহ! সম্ভব যে a+ Jb এর একটি বর্গমূল 
Alc Jy, যেখানে x এবং y মূলদ (এই উক্তিটি পরবর্তী আলোচনায় আরও পরিষ্ফুট 
হইবে )। 

(এ+ Jb) কে Jet 4৮ এর আকারে প্রকাশের সম্ভাব্যত| এই যুক্তির দ্বার! 
সমধিত হয় যে (Ја ২/)-7/+2২2,৯একটি মূলদ অংশ+একটি 
prege রাশি | 

Gü) যদি /(a+ JbY— Jx+ Jv হয়, তবে ,(а- Jb)=/x— Jy 1. 

এখন মনে করা 414, Vat Jb) Jet Jy (x এবং у ат সংখ্যা )।. 

উভয় পক্ষকে বর্গ করিয়া, a+ /b=x+y+2 Jxy. 

২৮ একটি করণী, হুতরাং উভয় পক্ষের дая অংশ দুইটি সমান এবং чул অংশ 
দুইটি সমান বলিয়া, ; 

a=x+y; Jb=2 xy. 

কিন্তু (x-y)? =(x+y)? = 4xy=a? -b ; ^. х-у= + Ja2 — b. 

এখন x-Fy—a, x—y- Маар এই সমীকরণ দুইটি সমাধান করিতে 
হইবে 1 

প্রাপ্ত ছুইজোড়া সমাধান হইল £ 

40х- [a+ Wa? —b], у= Ф [a — Vaš — b] 
যদি x=} la- Ja? =b], তবে у= [a+ Май —Ь] Í 
খে কোন একজোড়া মান লইয়! লেখা যায় যে 


Jat = r We deb, fa ৯] 


করণী 4 


এইবার লক্ষ্য করিতে হইবে যে 

1. যদি a2—b খণাত্মক হয়, তবে Ма? –Ь বাস্তব সংখ্যা নয়। 

2. যদি ৫৪৮ эйч হয়, তবেই ২/৫৪-% TT এবং Vac = „/х+ 
„ба, y মূলদ) এই অনুমান যুক্তিযিদ্ধ বলিয়। দেখা যায়। (পূর্বের মন্তব্য (ii) দ্ৰষ্টব্য 1) 

মনে রাখিতে হইবে £ যখন »/এহ-ট аи হইবে, তখনই কেবল এই 
পদ্ধাঁতাঁট বাস্তব ক্ষেত্রে প্রয়োগ করা 5219422 1 

[ নিয়ে উদাহরণস্বরূপ প্রদত্ত প্রশগুলি দ্রষ্টব্য 1] 

3. যদি ১/(৫+ Jb)= Jx+ Jy হয়, তবে Jla- b) J~ Jy কারণ 
প্রদত্ত শর্ত „/(а+ Jb) Jet Jy হইতে পূর্বের মত পাওয়া যায় যে хра, 
2 Vxy=b এবং a- Jb x4 y-2 Уху (а 4), 

2. Уа- Nb NX Jy. 

পর্যবেক্ষণ দ্বার! (by inspection) аа নির্ণয় Н 

айй а++ Jb এর বর্গমূল দুইটির /х+ ১/৮ (%, у snn) এই আকারে থাকা 
সম্ভব হয়, তবে উহাদের সাধারণত পর্যবেক্ষণ দ্বারাই লেখা যায়। কেন না, 

a+ Jb -1(2a-4-2 Jb]. 

এখন পর্যবেক্ষণ ні এমন দুইটি মূলদ সংখ্যা x ও у নির্ণয় করিতে হইবে যেন 

х+у=2а, xy=b হয়। তাহা! হইলে ইহ! সুস্পষ্ট যে, 
a+ Jb=1 (x4-y4-2 xy) =M /х+ Jy), 


west (ad Jb)= £d (4৮+ p). 


এই পদ্ধতির প্রয়োগ বেশ স্থবিধাজনক ; সামান্য: অভ্যাস করিলেই ইহ! ছাত্র- 
ছাত্রীদের সহজ বলিয়া মনে হইবে 1 

Sw. 1. (7-2 410) এর মান নির্ণয় করিতে হইবে। 

প্রথম পদ্ধতি 1 _ এখানে 7-2,10-7- ১40, সুতরাং পূর্বে eme 
অন্কপাতন (notation) অনুসারে a? — be 9 ( একটি পূর্ণবর্গ সংখ্যা )। অতএব ধরিয়া 
লওয়! যাক্‌ 

07—210) = +(4৮- Jy) (2 3m ) 1 

উভয় পক্ষকে বর্গ করিয়া এবং 377 অংশ দুইটিকে পরস্পর সমান ও অমূলদ অংশ 

ছুইটিকে সমান লিবিয়া, ; ' 
7=x+y, ху-10 
যেহেতু (x-y)? =(x +y)? —4xy=49-40=9, অতএব x-y-t3. 
x+y=7, х-у= +3; এই সমীকরণ দুইটি সমাধান করিলে পাওয়া যায় 


х-5,у-24іх-2, у-5. 
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যে কোন মান যুগল 4241 ,(7-2,10)- +0 /5— 42). 
পর্যবেক্ষণ পদ্ধতি? 7-24/10-542-245.J2 =( 455 4292 
[ এখানে z+-y=7, xy —10 1 
47-2 J10= +(45- 42). 
Зуі. 2. (184-123) এর মান নির্ণয় করিতে হইবে 
এক্ষেত্রে МАЗ —b মূলদ সংখ্যা নয়, সুতরাং নির্ণের বর্গযূলছয়কে Vat Jy (৮ 
মুলদ) এর আকারে প্রকাশ কর! যাইবে না। 


যাহা হউক, ইহা! লিখিতে পারা যায় যে 184-12 /3=9.24-3.4 ,3 
-«3,/(0,/3--4). 


এখন দেখা যায় যে 442 /3—3-- 12-2, /3.1=( 34-1)? 
сія বর্গমূল= + .3,3(,3-1)- + 4/27 ( 434-1). 
লক্ষ্য কর! যায়, ব্গমূলদ্বয়কে + (%/2434%/27) এই আকারে প্রকাশ করা যায়; 
অর্থাৎ айтап + (5/2: +y), ( যেখানে x ও y মূলদ ), এই আকারে আছে। 
ті. 3. J( 147 — J135) এর মান নির্ণয় করিতে 5204 1 
ইহা! লেখা যায় যে 147- 413527 43-3 ,/15= ,/3(7-3,/5) 
= 3014-2 J45) 32 (045-2 9. J5) 


=H (49 45)5-4 3455 


т. GMT 43). +37 8- 455 3183 49), - 


З. 4. ৫+৮+/225+2 এর বর্গমূল নির্ণয় করিতে হইবে 1 
০+94+/225758-ঠ [(2৫+৮)+৮42/287, 4/51 


сара ЬУ. 2. নিৰ্ণেয fign = 50/8454 Jb] 


/ 
= + М2а+Ъ+ Jb]. 


স্মরণ রাখিতে হইবে 2 সংখ্যা সন্বন্ধীয় প্রশ্নসমুহে, বিশেষত সরলীকরণের 
ক্ষেত্রে, /(7-2 ,/10) এর কেবল ধনাত্মক বর্ণ মলাঁট 9504 1 


প্রশ্নমালা I(B) 45 
arasta] ШВ) 
WAN 
1. ся প্রতিক্ষেত্রে করণীনিরসক উৎপাদকটি নির্ণয় #4: 
(9 83-84; (ü) 425 3/3; (ui) 93-435. 
2. 2+ এও এর чате রাশিটি কি? হত এ аб করণীমুক্ত কর এবং 
ইহার মান নির্ণয় কর, যদি ,/3--1:732051 হয়। (8: 9799051] 
‚оз, প্রতি ক্ষেত্রে দুই দশমিক স্থান পর্যন্ত মান নির্ণয় কর £ 


42-1. A X5 AB. vV3- 42. 
77758170157 o qar 2) 
11171117448 

(iii) G3 718-2 JI2+ 48 


[উঃ 589: (ü) 980; (Hi) 7901 
4. 54444: 
(Ü зоа s ea 
7546 46+ М2 5,3% 2, 
Gi) (7-24 5)(5+ J7)(91+13 ,/5) (ай) 1 | 
(6—2 JT)8-- 451+ 4 ,/7) B+ /5— /9' 


৫৮) uu 
J64- /21— J10- 455 
[লক্ষ্য কর, হর-(২/3- 5) /2+ 015 
% হারাই 
[উঃ G) 0:(9 145; (Ін) (VIC +W - 94/9); 
(iv) role +10- /21— /9b) (v) ,44/4--94/25-4)1 
5. vm নির্ণয় কর £ 
(7—4 4/3; (i) 1848/5; Gü) 75-12 21, 
(в) 4274 4157 @) 25+1+2 Jxi-x-2; 
(vi) а+Ъ+с+2 Nac bc. 
[উঃ ü) xQ-43); (i) x(Wi0*249); (i) x (94/7243) ; 
(v) REDE б) (мета NXT); 
(i) (aba Jo) 
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[B] 
1. কোন্‌ উৎপাদককে /а—%/Ь® দ্বার! গুণ করিলে গুণফল a3 — bt হুইবে ? 


[উঃ ৫5/547-5)91347-23/2/413 +ађэ--а11208/8 4- bola], 


2. () প্রমাণ কর যে (+ 9)(45--3)( 45-2) 1 


6- J5(J3-H) 7515. 
(4) সরল কর: SET RE 3৬2 এবং ছুই দশমিক স্থান পর্ন 
ইহার আসন্ন মান নির্ণয় কর। [উঃ 7461 
3. দেখাও যে 
© E 


VIOF J20+ J40— J5— J07 4511 42), 
[ বাম পক্ষের হর —3 /5( /2-1) ] 
j 2( /3+1)(2— 43) _ 
9%) о লা NS 
4. সরল কর £ 
() ut Ee Ed, 
х= এছ x4 ২27 
(а) А-ат n Jal, 
NIx3-E14- [x8 —1 ЖЕКЕ Аа-1” 
Gii) “ах Мах 
t Nat Jx- atx) 42744 Ja x) 
[উঃ () мат, (Ы) әке; Gü) Vaz] 
*. 5. বর্গমূল নিৰ্ণয় কর : 
(9 164547; (ü) ар+с2+ (а -02)85-08)] ; 
Gü) —94643; (w) 14-22)? 
p Mu Аа-Ы 42৮7: (vi) x+ Ax — y. 
[ ইঙ্গিত (ü) প্রদত্ত রাশি= —M2a5--2e* + 2. (a3 — ex) b 5] 
т i[2ab--2c* +2J(a+c)(b+ c) / (a— c) (6 — cJ) 
cU (at oet + Go B=} 
বর 
=H ated এভন 


[উঃ (i) s (sevi); (ii) ss- өз); 


(iv) হরি asy Efe Jia]: 


©) a-aJab=b; পে) আকন্দ] 


atai (В) 47 


[c] 
1. ছুই দশমিক স্থান 448 আসন্ন মান নির্ণয় কর £ 
‚/2( 34-2) 2 43). s si š 
УЗ( 433-1) এটি Т [উঃ 3 67245] 
2. 54754: 
(iy, +. ч ২65১228৮217) 288 (EE oM guai 
5 /3— J32— ২487 J18 ч „10+ ,/14-- J154- do 
"m 1 
бі) труда” ы 
[উঃ () 42; (ü) МУ214-,10-,14-,15); (ii) 1/4-11 
3. যদি x= M হয়, তবে নিয়ে প্রদত্ত রাশিগুলির মান নির্ণয় কর £ 
0) 1--х E: 1x (ii) 1-х 
It Jata) ІП) IF eT ТЕТЕ) 
১4175 J1=z, 
бі) হা Ji-x _ 
[উঃ () #/3-2; (ü) 1; (i) 349) 
4. () x=3+2 42 হইলে প্রমাণ কর যে ই 2 ("এর ধনাত্মক 
Бете বগঁমূল লইতে হইবে )। 
2. us х-1 2(/2%1) © 
[ এখানে х-(,/2--0%; Nx /2+1; বামপক্ষ= 71175 21 
(8) যদি 17412 /2 হয় তবে /х+ ә; এর মান নির্ণয় কর। 
[উঃ 6] 
5. সরল কর £ 
() 10 „/2 ২1104 „/18 
J18- YGF J5) বা J64 45)? 
Gi) 2+ J3 2- 43 
/2+ /(2+ ЯСЫ 4 2-3)? 


(їйї) 


(ü) 1 3 Lt 4 
4(11-2,30) .(7-2,10) ,/8--4 NES 
[ সমাধানঃ G) 3+ /5=1(6+2 /5)=4( /5+1)#› 
(3+ JS 4541); 


1 2 
Jd2- 4140) JEF WEM 104-84) 
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অনুরূপভাবে (8 J5)= 505-2); 
10/2 d A10--3 J2 


3 J2- ДЫ 4541) 3 ма 45-1) 


20 | 245-6 _20(5+ J5) (2 OR 7+ 45) 


75-15 7-45 52-(J5)2 (45)* 
eG 45) 1915 8 T+ y5) Mut 
[উঃ (ü) J2;() 0: (іу) 0.) 


স্থতরাং প্রদত্ত রাশি- 


[D] 

1. () বর্গসূল নির্ণয় কর 3 10+2 /6+2 /10+2 ,15. 

[কোন কোন সময় at Jb+ Jc+ Jd এই আকারের রাশির বর্গমূল নির্ণয় 
করিবার সময় ধরিয়। eres যায় যে a+ Jbt ০4 Jd)= /х+ Jy+ Jz, 
যেখানে x, у, z মুলদ। তাহা হইলে a+ Jb+ Joh Idm (8742) 
+2 Jyz+2 /2 2 xy; এখন লিখিতে পারা যায় যে 2,/ш- Jb, 
2 Jzx- Je, 2 /ху= 4৫ এবং যদি ইহ! হইতে প্রাপ্ত x, y, z এর qa মানগুলি 
xty+z=a সমীকরণটিকেও সিদ্ধ করে, তাহা হইলে নিণেয় বর্গমূল পাওয়া যাইবে । 
উদাহরণস্বরূপ ধর! হইল £ 

A(10--2 46421072415). x+ Jy+ আহ ( x, y, z T )) 
তাহ! হইলে 10+2 ,/6--2 /10+2 /15= s Муз+2 Jzx-- 
24xy. 

এখন লেখা গেল 2 ,/уз=2 ,/6, 2 /zx=2 410, 2 [xy 2 415) areis 
প্রথম দুইটি গুণ করিলে „/у2х z= ,6.,10- J60 এবং (/лу- J15; 
অতএব ভাগ দ্বার! z—2 পাঁওয়া গেল; 9945 х-5, y=3; অতএব নির্ণেয় 
বর্গমূল হইল +(/2+ /3+ /5).] 7 

(а) বর্গমূল নির্ণয় কর ঃ 

8--2,2--24/5--2,/10; 1176 J2+4 /34-2 ,/6; 
"5+ V10— J6- J15; 
1714 J2—4 J3—4 J6—4 45-2 J104-2 4307 
92-24 7.3424 /°+-9*, 
> » 


[8s (Уба); (9-946); sex (০ 48): 
x (2-2 J5—6)] 
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2. (i) 10+ ,/108 এর একটি ঘনমূল নির্ণয় কর। 

[ কোন কোন সময় (কিন্তু সব সময় নয়) a+ /& আকারের রাশির ঘনমূল নির্ণয় 
এইরূপ ধরিয়া লইয়া করা যায় যে S/a b) m + Jy; ইহা হইতেপাওয়! যায় যে 
3/(a— Jb) x— Jy; উহাদের গুণ করিয়া পাওয়া গেল $/0৫৪--9)-%৪-9) 
এখন মনে করি, ৫৪--৮-পর্ণঘন রাশি-০৪। তাহা! হইলে c=? —y; 

এখন S/(a-- х) = Jy কে ঘন করিয়া! এবং উভয় পক্ষের মূলদ অংশদ্বয়কে 
সমান ধরিয়! 41851 যায় ৫=%34+3%»; ইহাতে v এর মান বসাইয়া পাওয়া যায় 

x9-F3x(x?—c)—a-0, 41 4х3-3сх-а-0; 
ইহা হইতে পরখ দ্বারা х এর মান এবং পরে у-х2-с হইতে y এর মান পাওয়া 
যাইবে। স্থতরাং a? — পূর্ণ ঘন ন! হইলে এই পদ্ধতি বিশেষ কার্যকরী হয় না | 
বর্তমান ста, ধরা аі YO+ J108)— x-- Jv», жігі হইলে 
/010- ,108)-х- Jy; 

গুণ করিলে 8/(100—108)= х2, অর্থাৎ_2-:%৪-_9) 

আবার 10=х2+3ху= х3 4+3х(х2 +2), বা 4546-10-03 
পরখ দ্বারা পাওয়া যায় х=1, স্থতরাং у=3; অতএব নির্ণেয় ঘনমূল 1-- J3. ] 


(0) প্রদত্ত রাশির একটি ঘনমূল নির্ণয় 94: 7+5 /2; 18 /3+14 J5. 
[উঃ +/211.549017-88) ). 


8. () যাঁদ cm BEL এবং у= ১37-1 হয়, তবে প্ৰমাণ কর যে 


বি NEL 
x2—xy+y2=13 এবং x° хуну? এর মানও নির্ণয় কর। 
x! xy y? 


1 2 ETUR 
[ 433—525 53 - (x 9)? -3xy 5 2৮০০১310808 


£ SEIL, এবং xy-1, ইত্যাদি 1 ] 
= isa zu J'2n-0. 


4 (G) যদি XE алы তবে প্রমাণ কর যে 


bx? —2ах+Ь=0. 
2.2 Ead В+ (a-b)* _a+b+a-b+9 „(а —b*). _ ৮2475 bs 
(зіні ==) VD P (aFb)- (a-b) 


ৰা bx-a= Jai- b? ; এখন বর্গ করিয়া ও সরল করিয়া 2/02 ফল 8195 যাইবে। ] 


A) যদি азер হয় তবে প্রমাণ কর যে bx? — ax+b=0. 
а T a— 


4[ Al.] 
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BT Ma — 2b 
/at-2b _ Na — 25 
5 *০+৮+০-০ হইলে ৫৪4৮২০33৫৮০, এই স্থপরিচিত wc 
সাহায্যে কখনও কখনও খণ্ড ঘাতযুক্ত রাশি সম্বন্ধীয় প্রশ্নের সমাধান কর! হয়। কয়েকটি 
উদাহরণ দেওয়া হইল : 


G) যদি (ху) (y 4-25 Teko =0 হয়, তবে দেখাও যে 
(x+y+2)8=9%8 + y+ 28). 
[সমাধান £ ধর! হইল a=3/(x+)), b=3/(y+z), c= (z+); 
যেহেতু а+Ь+с=0, স্থতরাং, ৫৪4৮৯4০৪3৫০, 
অর্থাৎ 2(z+y+z)=3%/|(xz+y)(y+ 2)(z + x)J. 
ৰা 8(z+y+:z)5 =27(x+y))+z)z+x); 
উৎপাদকে বিশ্লেষণ সম্পর্কে এই গুরুত্বপূর্ণ অভেদটিও জানা আছে যে 
(৫+৮+০)৪ — a? — b* — c? =3(b+c)(c+a)(a+b) ; 
1. 8(x yz)? -9.l(x yz)? — x9 — y —23] 
বা (х+у+2)%#=09(х%+ + 2%).] 
(ü) %/у--8/у--3/2-0%%0 প্রমাণ কর যে (х-+у›+)% —27xyz. 
(ii) যদি %/(1—х%Д›-4)+%/(1—›#(2-х)+%/(1-2%)(х—-у)=0 
হয়, তবে দেখাও যে (1 — x9)(1— »9)(1 — 28) 2 (1— xyz)’. 


(iii) += হইলে দেখাও যে 2bx* – Зах? + 66x — a=0. 


পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী (TEST PAPERS ) 
(সময়ঃ এক ঘণ্টা) 
1. 354444: 
(.12- J8X /3+ ১2) 42); 
5+ ,/24 
Р 3 2 1 2 
7834 43)* 47-2410) .(11-2,30) 


2. যদি »-২/৫+ 2/5 হয়, তবে প্রমাণ কর যে a(bx° — 3bx — a) = 62. 
যদি a 8/53) +০ 2/)52+-০ 3/2200 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
ах? у+Ъ3у224-с%:2=Заһсхуг. 
4. প্রমাণ কর যে 
[+ /а®+2Ь Јаз ъз — Na? —2b „Јаз — pap = 402. 
5. ж=&/а+ /а®+1%-—%/ Jam +b — a হইলে প্রমাণ কর যে, 
х3 +3bx — 2a. 


পরীক্ষামূলক প্রশ্ন 51 
বর্গূল নির্ণয় өз: 


G) 28-6,3; (8) 34 xg X167 ; 
(in) $(8x--1)— 42258, 

3+ J6 + 
WM কর аа EEN JER! 
দেধাও যে (8x3 + 274-95 X(64x3 227073) 024. 
4854 নির্দয় কর: 8--2,2-2,/5-2,/10. 
প্রমাণ কর যে 


зуп :5/5 122 150 
45-52 727 7 TAS ° 
প্রমাণ কর A YaF ৮-+ Jy হইলে Ya b= x— 4৮, 
x=7+4 43 হইলে Je- এর মান নির্ণয় কর। 
প্রমাণ কর (15/97 —56 J3— +(2— ,/3). 


প্রমাণ কর যে+ V6+2 /3+2 24276 5-1 


[উঃ 1. J6-9: 6. (88-1); ы; £A (уі- ма): 


9. t(i-42-45); 12 4/8.) 


3 


3715-8184 ও গুণোত্তর 
(PROGRESSIONS—ARITHMETIC & GEOMETRIC) 
31. সুচনা 

বর্তমান অধ্যায়ের আলোচ্য বিষয় হইল fefes প্রকারের সংখ্যার NIFA বা 
sequence of numbers. “সংখ্যার wsex" বলিতে শুধু যে কতিপয় সংখ্যার 
সংগ্রহ বা সেট বুঝায় তাহাই নহে__অন্ুক্রম কথাটির মধ্যে সংখ্যাগুলি যে 
করমপর্থয়াঙ্থদারে সঙ্জিত এই বিশেষ ধারণাটি অস্তনিহিত আছে। অন্থুক্রমের সংখ্যা- 
গুলির একটি প্রথম, একটি দ্বিতীয়, একটি তৃতীয়_এইভাবে fers থাকে; অর্থাৎ 
প্রতিটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা 1, 2, 3, :--, п, **“এর সহিত অন্ুক্রমের এক একটি 
সংখ্যাকে যুক্ত বলিয়! ধরিতে হইবে । সংখ্যার অনুক্রমের নিয়মগত সংজ্ঞাটি এইভাবে 
ব্যক্ত কর! যায় :— 

মনে করি, কোন একটি বা একাধিক 7а অনুসারে যে কোন ধনাত্মক অখণ্ড 
সংখ্যা n এর সহিত একটি নির্দিষ্ট সংখ্যা х, যুক্ত কর! যায়। তাহা! হইলে 1, 2, 3, 
пт t প্রভৃতি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যার অনুরূপক্রমে সজ্জিত 

Íz, Жа» Хау; লে তত] 

সংখ্যাগুলির সংগ্রহ 41 সেটকে বলা হয় একটি সংখ্যার অনুক্রম। অন্ুক্রমের 
সংখ্যাগুলিকে উহার পদ ( বা term ) বলা হয় - যেমন, z, হইল %-তম পদ | 

যদি x. সম্পর্কে % এর আকারে প্রকাশিত কোন সুত্র জান! থাকে তাহা হইলে 
সম্পূর্ণ অনুক্রমটি লেখ! যায়_যথা, যদি x,—2n—1 হয়, তাহা হইলে অনুক্ৰম 
হইল 11, 3, 5, 7, -,2n-1, - |, 

আবার যদি x, -2% হয়, তাহা হইলে অনুক্রমটিকে লেখা যায় 

12, 4, 6, =, 2n, =} 1 

এই অধ্যায়ে আমরা দুইটি বিশেষ ধরনের অন্গক্রম সম্পর্কে বিশদ আলোচনা 
করিব_উছাদের একটি হইল জমান্তর প্রগতি বা Arithmetic Progression 
এবং অপরটি হইল গুণোত্তর প্রগতি 41 Geometric Progression | 
অধ্যায়ের শেষাংশে বিপরীত প্রগতি 41 Harmonic Progression নামে 
অভিহিত অপর একটি ча সম্পর্কেও সংক্ষিপ্ত ধারণা দেওয়া হইবে। 

32. সমান্তর প্রগতি 
x 95542 24194 প্রগতি বা Arithmetic Progression (A.P.) হইল সংখ্যার 
এমন একটি অনুক্রম যাহার প্রথম পদের পরবর্তী প্রত্যেক পদ উহার ঠিক Tia qol 
পদের সহিত একট 8242 রাশি যোগ দ্বারা পাওয়া যায়। 86 রাঁশাটকে সাধারণ 
9794 বা Common Difference (C. D.) (সংক্ষেপে, সা. অ.) বলা হয়। 
52 


অমাস্তর প্রগতির স্থত্রাবলী 5৪ 


941% 11, 3, 5, 7,9, 11, — e} фуд একটি সমাস্তর শ্রেণী; ইহার 
দ্বিতীয় 96-444 9452; তৃতীয় পদ-্দ্ধিতীয় পদ4-2; চতুর্থ পদ= তৃতীয় 
পদণ-2 ইত্যাদি। এখানে সাধারণ অন্তর (সা. অ. ) হইল 2. 

লক্ষণীয় যে, কোন সমাস্তর প্রগতির যে কোন একটি পদকে উহার পরবর্তী পদ 
হইতে বিয়োগ করিলে বিয়োগফল প্রতিক্ষেত্রে একই হয়; এই ধ্রুবক অন্তরফলই 
সাধারণ 584-571 ধনাত্মক অথবা ঝণাত্মক হইতে পারে 1 

সমাত্তর প্রগতিতে আছে এইরূপ আরও কয়েকটি অনুক্রমের উদাহরণ নিচে 
দওয়া হইল : 


(059(1,:5,.9, 13, 17, 21 "t ут. অ.= 4] 

(4), 140, 36, 32, 28, 24,20 << -..; আা,অ.--4) 

(їй) 4а, a+b, а+2Ь, ৫43 -- --*; সা. Ь) 

(i) а,а-Ь,а-2Ь,а-3Ь = “3 সা. অ.= -& } 

(v) {7,5}, 4 22 1, -1 et ©; আ.অ.ল – 1} 

Сы) 1-13, 5,27, 59.2 ^ чаев 
33. অমান্তর প্রগতির সূত্রাবলী 


সুত্র 1. ধরা যাক্‌ কোন 24744 শ্রেণীর প্রথম পদ ও সাধারণ অন্তর INFA 
4444; তাহা হইলে ইহার %-তম পদটি -৫+-৫৮ — 1)d. 
[ таў সত্যতা সহজেই যাচাই করা যায়, কারণ 
দ্বিতীয় পদ =প্রথম *to--d —a- d ; 
তৃতীয় পদ-দ্বিতীয় 4--4-(а-а)ға-а--24; 
চতুর্থ পদ 2473৫ 
এবং আরও সাধারণভাবে %-তম পদ = a+(n অপেক্ষ। 1 কম) Xx d=a+(n— 1)d. ] 
Brei: যদি প্রথম পদ ও সাধারণ অন্তর জান! থাকে তাহা হইলে প্রতিটি পদ তথা! সমগ্র সমাস্তর 
প্রগতিটিই নির্ধারিত বলিয়া গণ্য করা যাইবে 1 
উদ্বা. 1. (37, 11, 15, “** --] এই সমাস্তর প্রগতিটির দশম পদটি কত? 
সমাধান š দশম পদ = প্রথমপদ+-(10-1)১৯ সাধারণ 5%4--3--9х4--39. 
লক্ষ্য করা যায়, যে কোন পদকে উহার পরবর্তাঁ পদ হইতে বিয়োগ করিয়া 
সা. অ.=4 পাওয়া যাইতেছে। এইভাবে দেখ! যায় যে প্রগতিটি নিশ্চয়ই একটি 
অমান্তর প্রগতি বা А. P. | 


সুত্ৰ 1 হইতে নিয়লিখিত প্রয়োজনীয় তথ্যটি সহজেই প্রমাণ করা যায় :— 


নিদিষ্ট সংখ্যক পদ লইয়া গঠিত একাঁট সমান্তর প্রগাঁতর প্রথম ও শেষ দিক হইতে 
সমদুরবতাঁ যে কোন দুইটি পদের সমষ্টি এ প্রগাঁতর প্রথম ও শেষ দুইটি পদের 25194 
সমান । 
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প্রমাণ s মনে করি, কোন জমান্তর প্রগতির প্রথম পদ а, সাধারণ অন্তর d, 
পদ সংখ্যা — n, এবং শেষ পদ (অর্থাৎ %-তম পদ )=1. শেষ পদের ঠিক পূর্বের পদটি 
হইবে 1—d এবং তার ঠিক পূর্বের পদটি 1—24, ইত্যাদি i 

এক্ষণে প্রথম দিক হইতে গণনা করিলে +-তম 94-а--(/-14 (সূত্র 1) 

কিন্তু শেষ দিক হইতে 5441 করিলে /-তম পদ হইবে-1-(৮-1)৫ 

এই দুইটি পদের অমষ্টি-৫+1- প্রথম পদ+শেষ পদ 

অর্থাৎ প্রথম ও শেষ দিক হইতে সমদুরবর্তাঁ দুইটি পদের সমষ্টির মান সর্বদাই একটি 
qF (=а+1)1 

সুত্র 2. কোন 55194 শ্রেণীর প্রথম পদ ৫ এবং সাধারণ অন্তর d হইলে উহার 
n সংখ্যক পদের সমষ্টি (S) নির্ণয় কারতে নিম্ীলাখত সূব্রগুলির যে কোন একট 
ব্যবহার বরা যায় š 

$={ পদের সংখ্যা H প্রথম পদ+শেষ পদ ) 
বা, S=šn(a+D, যেখানে £- শেষ পদ বা ॥-তম পদ 
ৰা, S-in2a-(n—1)d) 


প্রমাণ £ ধরা যাক S-—a-F(a--d)--(a--2d)-- n-oa পদ পর্যস্ত 
অর্থাৎ S —a-- (a-Fd) -- (a-- 2d) 4- + --(1— d)+1, 
[17-%তম পদ ] 
[ যদি 1-%-তম পদ-৫+(%--1)৫, তবে উহার ঠিক পূর্ববর্তা পদটি 1— d এবং 
শেষ দিক হইতে তৃতীয় পদটি=1-20 ইত্যাদি৷ ] 
S এর পদগুলিকে বিপরাতক্রমে লিখিয়া (সসীম সংখ্যক পদের ক্ষেত্রে ইহ! 
যুক্তিসম্মত বলিয়! ) পাওয়া যায় 


S=14(1-d)+ (L-2d) <> তত +(a+d)+a 
যোগ করিয়া, 2 — (aD + (a-- 2) + (a-- D) latl) {এইরূপ %-সংখ্যক পদ} 
=п(а+1) h 


S—$3(a-- 0) = 3ia-- a-- (n — Dd}, 1=a+(n—1)d 441931 
=3{2a+ (n - 1)d] 
স্মরণ রাখিতে হইবে 2 সমান্তর শ্রেণীর যে কোন সংখ্যক পদের সমা্ট = পদ 
সংখ্যা এবং প্রথম ও শেষ পদের সমাম্টর গুণফলের অর্ধেক | 
801.2. 142434... ...+100=100 x (12-100) x 4 —5050. 
উদ, 3. (35,7, 11, e ) এই অমান্তর শ্রেণীর প্রথম 6টি পদের সমষ্টি 
নির্ণয় কর। 
সমাধান £ এখানে প্রথম পদ ৫3, সাধারণ অস্তর d= 4, পদের সংখ্যা n=6 
<. $= 2а-+(1—1)4}=${2.3-„(6—1).4}=3.26=78. 


È 
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অন্য প্রকারে, 7. শেষ পদ ! অর্থাৎ ষষ্ঠ পদ-2+-52-3+5 ৯423 
2. S= (a1) =$ (9-23) - 78. 


উদ. 4. কোন জমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 5, শেষ পদ 45 এবং কতিপয় পদের 
সমষ্টি 400 পদের সংখ্যা ও সাধারণ অন্তর নির্ণয় কর। 

সমাধান £ ধরা যাক্‌ পদের TRU 5 তাহা হইলে $= (৫41) বলিয়া 400 
(54-45) অৰ্থাৎ n—16. 

সাধারণ অন্তর d হইলে, 45—5--(16—1)d অর্থাৎ 4-49-22 

কোন সমান্তর শ্রেণীর যে কোন 420 পদ দেওয়া থাকিলে শ্রেণীটি সম্পূর্ণরূপে 
নির্ণয় করা যায় 2 

উদ. 5. কোন সমাস্তর শ্রেণীর 61তম ও অষ্টম পদ দুইটি যথাক্রমে 182 এবং 
23 হইলে শ্রেণীটির প্রথম চারিটি পদ এবং 28-তম পদ নির্ণয় কর। 

সমাধান £ 61-তম পদ--৫+60৫-182 ) যেখানে а= প্রথম পদ, 

এবং অষ্টম পদ-৫+-7৫ = 23 = সাধারণ 599 


সমাধান করিয়া পাওয়া যায় d—3, а-2 
সুতরাং 44184 শ্রেণীটি 12, 5, 8, 11. -- } 
এবং ইহার 28-94 পদ=24+27 X 3=83. 


Е 


3'4. 44194 মধ্যক ( Arithmetic mean ) 

অংজ্ঞ। 2 তিনটি রাশি জমান্তর প্রগাততে থাকিলে মধ্যরাশাটকে অপর দুইটির 
34/94 মধ্যক বলা হয় । যথা ৪ 17, 9, 11} এই সমান্তর 210155 9 হইল 7 এবং 
11 এর সমান্তর মধ্যক | 

লক্ষ্য করা যাইতে পারে, a—d,a,a--d সমান্তর প্রগতি এবং তাহা হইলে 
এখানে а কে বলা হইবে (a — d) এবং (a--d) এর 33193 মধ্যক। 

মনে করা যাক্‌, তিনটি রাশি ৫, b, catea প্রগতিতে আছে, তাহা হইলে 


Ь-а=с—Ь (-সা. অ.)। 
sq 2b—a-c বা ৮০: 


স্মরণ রাখিতে হইবে 2 যে কোন দুইটি প্রদত্ত রাশির সমান্তর মধ্যক উহাদের 
সমাষ্টর অর্ধেক | মধ্যক শব্দটি আরও ব্যাপকতর অর্থে ব্যবহৃত হয় 2 

সংজ্ঞা ঃ কোন প্রগতির যে কোন 420 218 পদের মধযবতাঁ পদগযীলকে এ 
` পদ দুইটির মধ্যক বলা হয়। 

যেমন, (3,5, 7, 9, 11, 13} এই সমান্তর প্রগতিটি বিবেচনা করিলে দেখা যায়, 
8 এবং 13 এর মধ্যে চারিটি সমান্তর মধ্যক আছে, যথা £ 5, 7, 9 এবং 11. 
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8411. 4 এবং 67 এর মধ্যে এটি সমাস্তর মধ্যক বসাও | 
সমাধান £ 4 এবং 67 এর মধ্যে 40 পদ a, b, c, d বসান যাক্‌, যাহাতে 4, 
a, b, c, d, 64 সমান্তর গ্রগতিতে থাকে | ধরা যাক্‌, সাধারণ অন্তরটি p, তাহ! হইলে 
8 পদ _64-4+-5%, অর্থাৎ p—12. 
দ্বিতীয় পদ-৫-4+12-16) তৃতীয় *—b—16--12—28 ; 
চতুর্থ পদ-০-28+12-40) পঞ্চম 17=2=40+12=52. 
s. নির্ণেয় চারিটি 44194 মধ্যক হইল £ 16, 28, 40 এবং 52. 
উদ. 2. দুইটি প্রদত্ত রাশি ৫ ও b এর মধ্যে п সমাস্তর মধ্যক vhs | 
সমাধান a এবং b এর মধ্যে nË সমাস্তর মধ্যক বসাইলে এমন একটি সমাস্তর 
প্রগতি পাওয়া যাইবে যাহার প্রথম পদ এ, এবং (॥4-2)-তম পদ b; সমান্তর 
প্রতিটির সাধারণ অন্তর, ধরা যাক্‌ d ; তাহা হইলে, 
b—a 


- bo (॥+2)-তম *tt — + (n--1)d, 5454-71. 
সুতরাং factu মধ্যকগুলি হইল 


epist] Ш (А) 


[A] 

1. 594054 %-তম পদ ха যথাক্রমে 

(ü) 2n--3; (i) һ2-:32; (йі) п? —3n; (iv) 4"; (৮) 5/2" হইলে 
প্রতিক্ষেত্রে উহার প্রথম ছয়টি পদ নির্ণয় কর। [উঃ প্রদত্ত হইল না।] 

2. (a) নিয়লিখিত সমাস্তর প্রগতিগুলির প্রত্যেকটির পরবর্তী পদ দুইটি এবং %-তম 
পদটি নির্ণয় #4: 

(i) 1,7, 13, 19, - = (ii) а, а-ға, а+24, а-Е3а, >< 

(ü) —9, —6, 23, - (в) 3, 1,18, তত 

(b) নিম্নলিখিত সমাস্তর প্রগতিগুলির প্রতিটি ক্ষেত্রে শেষ পদটি কততম পদ, 


(2: 2,4,6 255% ,34. (08 -1,-3,-5, -7,- -1, 290! 
(iii) 100, 84, 68, --- ·-:, — 108. (iv) 7, 10, 13, --- --, 640 
[উঃ প্রদত্ত হইল ন! ] 


3. (i 667 কি 11, 18, 25, 32,- «42 জমান্তর প্রগতির একটি পদ? 
যুক্তি দেখাও। [উঃ না] 


প্রশ্নমালা Ш(А) 57 


(н) প্রমাণ কর, যে cela sarwa প্রগতির তৃতীয় এবং 19-তম পদ দুইটির সমষ্ট 
নবম এবং 13-তম পদ দুইটির সমষ্টির সমান | 

(їй) যে সমাস্তর প্রগতির পঞ্চম পদ 34 এবং 15-তম পদ 9, তাহার সাধারণ 
অন্তর এবং pex পদ নির্ণয় কর। 

(iv) 60 এবং 360 এর মধ্যে কতগুলি emp সংখ্যা আছে? [উঃ 150 ] 

[ইঙ্গিত 8৪ (i) সম্ভব হইলে, ধর! বাক্‌ 667 সমাস্তর প্রগতিটির ля পদ | -- 667=11+(n—1)7 
দেখ| যাইবে, কোন ধনাত্মক অথণ্ড সংখ্যা সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে я]! Weste ] 

(iv) প্রথম we সংখা1-61, দ্বিতীটি 63... শেষ অথণ্ড সংখ্যাটি 959: ইহার! একটি সমাস্তর 
প্রগতিতে আছে, যাহার প্রথম পদ 61 এবং সাধারণ অন্তর 2; যদি 359, %-তম পদ হয়, তবে 809-- 
61--(1—1) 2, অর্থাৎ n=150 ; সুতরাং 60 এবং 360 এর মধ্যে 160টি = সংখ্য! বর্তমান | | 

4. (i) 33 এবং 333 এর মধ্যে কতগুলি 7-44 গুণিতক আছে? [উঃ 48] 

(ii) 100 এবং 950 এর মধ্যে কতগুলি 12 এর গুণিতক আছে? [উঃ 71] 

(їй) দেখাও যে (22-24-42), (p° +q2)2, (০8420 - g*)* satus 

প্রগতিতে আছে। 

Gv). 40 এবং 400 এর মধ্যবর্তী কতগুলি সংখ্যা 28 দ্বার! বিভাজ্য? 
[9:18] 

5. নিষ্নলিধিত সমাস্তর প্রগতিগুলির — চিহ্নিত শৃন্স্থানগুলি পূরণ 94: 

G) 78,—,—, 180১2 == 


(80) 17,—, — 0, ee 

(iii) 34), —,— —,48, ... .. [ উঃ প্রদত্ত হইল না ] 
6. নিয্ললিখিত সমাস্তর প্রগতিগুলির মধ্যবর্তা পদ ( বা পদগুলি ) নির্ণয় s 
(CORB TEAM у 321. [উঃ 161) 
(8) 20, 16, 12, ... —176 উঃ -76, —80] 
(13) 3,6,9) .. ., 120 [উঃ 60, 68] 
АА ano FLAT [উঃ 75) 


[ইঙ্কিতঃ পদের সংখ্যা % wna হইলে একটিমাত্র মধ্যম পা হইবে এবং উহ! "д পদ, лай 


হইলে মধ্যম পদ দুইটি হইবে এবং উহার! 7-83 এবং (7+1) зя পদ।] 


[B] 
1. সরাপরি সুত্র প্রয়োগ না করিয়। নিম্নলিখিত সমাস্তর প্রগতিগুলির সমষ্টি 
নির্ণয় কর £ 
[ প্রগতির পদগুলি বিপরীতক্রমে লিখিয়া সমষ্টি নির্ণয়ের পদ্ধতি অবলম্বন কর। ] 
(8) 1+3+5+ 19. (ü) 74111715147 +103. 


(ü) 7+55+4+ - ----(-244). (v) 2+5+8+--- 747. 
[উঃ (i) 100. (4) 1375, (iii) 1998. (iv) 893. | 
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2. বিধিসন্মত сан সাহায্যে নিম্নলিখিত সমান্তর প্রগতিগুলির সমষ্টগুলি লিখ : 
(i) 3+42+5'4+:-- 7 --20-өң পদ পযন্ত | 
(4) -4-67-94---..13-%1 পদ 45% | 
(iii) (a)+(a+b)+(a+2b)+ --- +(a+3rb). 
(iv) b+-c+(2c—b)+--- nex পদ পৰন্ত 1 

[উঃ (i) 288. (ü) -9626. (ің) 3(9r--1)(2a--2rb). (iv) M[(n— 1 c— (n—8)5.] 
3. নিয়লিখিত সমাস্তর প্রগতির যোগফল নির্ণয় 44: 


(б) &—À, n, nl, 81255 ০4৮তম পদ equi 

n n n n 
(8) J7-- 47 + JNF 47072 JT) e JI EA J7). 
(iii) (a— 5b)?, a2+b2, (a+b)?, --- (a? +b? +20ab). 


[উঃ () (81-3) ; (il) 2100--954/7. (iii) 19(a*4-b* --9ab)). 
4. (i) কোন সমাস্তর প্রগতির পঞ্চম পদ 16 এবং 13-94 পদটি 30; প্রথম 
পদ ও সাধারণ অন্তর নির্ণয় কর; প্রথম 20টি পদের সমষ্টিও নির্ণয় কর। 
[উঃ 9, 1,5191 ] 
(৮) 100 এবং 400 এর মধ্যে অবস্থিত? এর গুণিতকগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর। 
(Re: (ш) 7 loo; 1004-(7—2)=105. 17 14977 400—1— 399. 


100 এবং 400 এর মধ্যে অবস্থিত এবং? দ্বার! বিভাজ্য সংখ্যাগুলির প্রথম ও শেষ দুইটি হইল qataqa 
105 445399; এই সংখ্যাঞ্চলি একটি 4144 প্রগতিতে আছে যাহার প্রথম পদ 105, শেষ পদ. 899 এবং 
সাধারণ অন্তর 7; পদের সংখ্যা л হইলে 399=105-Fin—1) 7, সুতরাং п-48: 2. ісің хаё 
«4.43 (1054-999) 10,836. ] 


(Ui) 1, 2, 3,--erefis স্বাভাবিক সংখ্যাগুলির মধ্যে সেগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর 
যেগুলি 200 অপেক্ষ! 594 এবং 
(а) 3 দ্বার! সম্পূর্ণ বিভাজ্য) 
(৪) 7 দ্বারা সম্পূর্ণ বিভাজ্য; 
(c) 3 এবং 7 দ্বারা "^ বিভাজ্য; 
(d) ও দ্বার! অথবা? দ্বারা সম্পূর্ণ বিভাজ্য | 1%: 6039; 2849 ; 945; 8080] 


5. G) 58,1114 = .. এই সমান্তর প্রগতির কতগুলি পদ লইলে 
উহাদের সমষ্টি 1105 হইবে ? [উঃ 961 
(й) 123, 25, 27, 29, =- .— এবং 1174710১527 Pag 

সমাস্তর প্রগতি দুইটির %-সংখ্যক পদের সমষ্টি দুইটি সমান ; n এর মান নির্ণয় কর। 
^ [উঃ 45] 


6. G) কোন 494954 ॥-সংখ্যক পদের সমষ্টি 3n? --5n ; ইহার %-তম পদটি 
নির্ণয় কর। প্রমাণ কর যে এই অনুক্রমের পদগুলি একটি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে। 

Gü) কোন সমাস্তর প্রগতির ॥-সংখ্যক পদের সমষ্টি m এবং 1%-সংখ্যক পদের 
সমষ্টি n হইলে প্রমাণ কর যে (m+n) সংখ্যক পদের সমষ্টি — (m+n). 


্রশ্নমালা ЩА) 59: 


[3fre 8 (i) 5॥="-সংখ্যক পদের яя 3n? 6n, . Sn- = 8(n- 1)" 5(171) ; এখন 
%-তম {= S,— S- 61-8 ; প্রথম, দ্বিতীয়, তৃতীয়,.....পদগ্ুলি 8, 14, 90, -- সুতরাং অনুক্রমটি: 
একটি সমান্তর প্রগতি, যাহার সা. 4.--6. | 

(i) S, =; {да+-(0—1)4}=т এবং Sy {2+ (m-1)|=", ইহা হইতে a এবং d নির্ণয় 
করা যাইবে, RON S, ym E Base (mn Dd] e 


ІСІ 
1. (0 £ এবং -98 এর মধ্যে 19টি সমান্তর মধ্যক 4318 1 
(и) —35a এবং За এর মধ্যে 18টি সমাস্তর মধ্যক বসাও। 
(ші) р? এবং 1 এর মধ্যে pÜ সমান্তর মধ্যক বসাও। 

[উঃ d) —4 4,775 -91. (ü) – 88а, —31a,-,a. (Bi) р®—р+1, p' —2p t2. 
5১৪ ор.) 
2 (4) দুইটি সংখ্যার সমষ্টি A এবং উহাদের মধ্যে এমন 10155479 সমাস্তর মধ্যক 
বসান হইল যাহাদের সমষ্ট মধ্যকগুলির সংখ্যা অপেক্ষা 1 বেশী; মধ্যকগুলির সংখ্যাকত? 


(fe £ ধরা যাক সংখ্য! দুইটি a ও b এবং উহাদের মধ্যে 21 সংখ্যক সমান্তর মধ্যক বসান হইল, 
যেখানে ৫4৪-2}; তাহা হইলে যে অমান্তর প্রগতিটির প্রথম পদ а, তাহার (04-9) хед পদটি b; সাধারণ 
aza d ধরিলে b=a+(2k+1)d. এখন সমাস্তর মধ্যকগুলির সমষ্টি (a d)-- (a-4-2d) - 9k 
ат পরধন্ত_&./ (2(a4-d) 3- (2k — 1)dI  K(2a-- (2k--1)d] — K(a + b) Әр oem আছে, 


এই সমষ্টি 2 অপেক্ষা 1 বেণী, সুতরাং D -akel বা =6. г. নিৰ্ণেয় মধাকের Imi 2e 19. ] ` 


(а) 1 এবং 96 এর মধ্যে এমন সংখ্যক 95194 মধ্যক বসাও যেন 4184 সমাস্তর 
গ্রগতিটির পদগুণির সমষ্টি 148 হয়। [ 82 1, 6, 11, 16, 21, 26, 81, 96 | 

(89 প্রমাণ কর যে, যে কোন দুইটি সংখ্যার মধ্যবর্তী -সংখ্যক সমাস্তর 
মধ্যকের সমষ্টি ও )-সংখ্যক সমাস্তর মধ্যকের সমষ্টির অনুপাত x : у. 

3. কোন bus প্রগতির posu পদ a এবং qux পদ ৮; দেখাও যে উহার 


প্রথম (১49) পদের সমষ্টি 8৮+৭4+৮+6-8 


4. (i) কোন জমান্তর প্রগতির 7-তম, "তম, 7-94 পদ যথাক্রমে а, b, c 
হইলে প্রমাণ কর যে alg —7)-- b(v —p)+ c(p —q)=0. 
(4) কোন সমাস্তর প্রগতির p, 9 এবং т সংখ্যক পদের সমষ্টি যথাক্রমে a, b, с 
হইলে প্রমাণ কর যে 
“(q EAA -p) +0 — q) =0. 
p q r 
5. (i) তিনটি সমান্তর প্রগতির প্রত্যেকটির প্রথম পদ 1 এবং উহাদের attat . 
অন্তর যথাক্রমে 1,2,3; উহাদের %-সংখ্যক পদের সমষ্টি যথাক্রমে 51, 52,59 হইলে 
প্রমাণ কর যে 1(53 +Ssa)= Sa. 
(8) কোন সমকোণী ত্রিভুজের বাহগুলির দৈর্ঘ্য matus প্রগতিতে থাকিলে 
দেখাও যে তাহাদের অনুপাত 3 : 4 : 5. 
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প্রশ্বমালা! ІП (B) 
[ প্রয়োগমূলক প্রশ্নাবলী 1 
1. একটি শ্রেণীর ছাত্রদের বয়স সমান্তর প্রগতিতে আছে এবং প্রগতিটির সাধারণ 
অন্তর 3 মাপ। কনিষ্ঠ ছাত্রটির বয়স ঠিক 7 বৎসর এবং 2 শ্রেণীর ছাত্রদের মোট 
ЧАЛ 153 বৎসর হইলে, ছাত্রদের সংখ্যা নির্ণয় <q | [উঃ 17]. 
[ইঙ্কিতঃ а=т q=1,S,=153 ; n নিৰ্ণয় করিতে হইবে 17 


2. স্থির অবস্থ হইতে একটি পতনশীল বস্তু প্রথম спасе 16 ফুট, দ্বিতীয় 
সেকেণ্ডে 48 ফুট, তৃতীয় সেকেণ্ডে 80 ফুট, চতুর্থ পেকেণ্ডে 112 ফুট, এইভাবে 
পড়িতেছে, অথাৎ, অতিক্রান্ত দুরত্বগুলি সমান্তর প্রগতিতে আছে। বস্তুটি ৫) দশম 
Оёз এবং (ü) 19-তম спета কত কত দুরত্ব অতিক্রম করিবে? 
(ui) কততম সেকেণ্ডে উহ! 368 ফুট পড়িবে ? 

(৮) প্রথম 15 ফেকেণ্ডে এবং (৮) 20-তম CAPA এবং 38-তম সেবেণ্ডের 
384% সময়ে উহা! কত কত দুরত্ব অতিক্রম করিবে? 

[উঃ (i) 304 q3. (ii) 599 ফু (iii) 19-3 сяг, (iv) 3600 Fe. (9) 16704 3. | 

З. কোন ব্যক্তিকে দুইটি চাকুরির সুযোগ দেওয়া হইল। প্রথমটিতে প্রারম্ভিক 
বেতন 1200 টাকা এবং বাৎসরিক বেতন বুদ্ধির হার 80 টাকা; দ্বিতীয়টিতে উহার! 
যথাক্রমে 850 টাকা এবং 120 টাকা। যেটিতে প্রথম 16 বৎসরে মোট টাকার 
পরিমাণ সর্বাপেক্ষা বেশী হইবে সেই চাকুরিটি ও ব্যাক্তি গ্রহণ করিলেন। তিনি কোন্‌ 
চাকুরিটি গ্রহণ করিলেন? Гв ав) 


4. এক ব্যক্তির প্রারম্ভিক আয় 125 টাকা এবং বাৎসরিক আয়বৃদ্ধি 10 টাকা i 
যদি মে আয়ের 6% সঞ্চয় করে, তবে (৫) প্রথম পাচ বৎসরে এবং (G) প্রথম 
20 45914 সে যথাক্রমে কত টাকা সঞ্চয় করিবে? [উঃ () 48:50 টাকা। (1) 964 টাকা i] 


5. বাত্সরিক 25 টাকা হারে বৃদ্ধি পাইয়া এক ব্যক্তির বেতন 400 টাকায় আরম্ভ 
হইয়া সর্বোচ্চ 70) টাকায় পৌছাইল। (2) চাকুরির প্রথম 10 বৎসরে এবং 
(п) চাকুরির প্রথম 20 বৎসরে 3 ব্যক্তি মোট কত কত টাকা যথাক্রমে 
উপায় করিলেন? CR (0 81.6105; (i) টা. 12,050] 

6. এক ব্যক্তি বিন! mcr বন্ধুকে 1000 টাকা ধার দিলেন এবং মাসিক কিস্তিতে 
উহা ফেরৎ লইতে স্বীকৃত হইলেন। ধার দেওয়ার এক মাস পরে প্রথম প্রাপ্ত কিস্তি 
যদি 64 টাকা হয় এবং কিন্তিগুলি যদি প্রতি মাসে 2 টাক৷ করিয়! হাস পায়, তবে 
কত মাসে ও ধার শোধ হইবে ? [উঃ 95] 

[ইঙ্গিত 2 644-624+604+:..॥-সংখ্যক মান 948-1000: ইহা হইতে পাওয়া বায় (n—95) 
(п-40)-0 ^. n এর 820 মান, যথা 25 এবং 40 পাওয়া যায়! স্থতরাং facta মাসের sai 95 ; 
কারণ 84-তম fefe হইতে পরবর্তী কিন্তিগুল atas হইবে (এই বাস্তব ক্ষেত্রে বাহার কোন 
44 নাই), ফলতঃ п=40 গ্রহণযোগ্য নহে। ] 
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7. এক ব্যক্তি 40টি বাৎসরিক কিস্তিতে 3600 টাকার 44 পরিশোধের ব্যবস্থা 
করিলেন; কিস্তিগ্রলি সমাস্তর প্রগতিতে আছে। যখন 30টি fef দেওয়া হইল তখন, 
an এক-তৃতীয়াংশ বাকী রাখিয়া এ ব্যক্তি মারা গেলেন) প্রথম কিস্তির মান 
নির্ণয় কর। [উঃ 51 টাকা] 

8. প্রথম দিনের সঞ্চয় 1 পয়সা, দ্বিতীয় দিনের 2 পয়সা, পরবর্তী দিনের 3 পয়সা), 
এইভাবে যদি সঞ্চয় কর! হয় তবে 365 দিনে কত সঞ্চয় হইবে ? [উঃ 66795 টাকা ] 

9. এক ব্যক্তির মাসিক বেতনের হারের বাৎসরিক বৃ্িগুলি natus প্রগতিভে 
ছিল। জানা যায়, তিনি তাহার চাকুরির একাদশ বৎসরে মাসিক 200 টাকা এবং 
29তম বৎসরে 380 টাকা করিয়া পাইতেছিলেন। তাঁহার প্রারম্ভিক বেতন এবং 
বাৎ্দরিক বেতন বৃদ্ধির হার নির্ণয় কর। 35 বৎসরের চাকুরি সম্পূর্ণ করিবার ঠিক' 
পরে অবসর গ্রহণকালে তাহার বেতন কত ছিল? [উঃ 100 টা. ; 10 টা; 450 টা, ] 

10. এক কোষাধ্যক্ষকে 4500 টাকার এক টাকার নোট গণন! করিতে হইবে | 
তিনি প্রথমে প্রতি মিনিটে 150 টাকা করিয়! 10 মিনিট কাল গণনা করিলেন । ইহার, 
পর তিনি প্রতি মিনিটে, পূর্ববর্তী মিনিটে যত টাকা গণনা করিয়াছেন তাহা! অপেক্ষা 
2 টাক! কম করিয়া গণনা করিতে লাগিলেন। ওঁ নগদ 4500 টাকা গণনা করিতে 
তাহার কত সময় লাগিবে? [ উঃ 84 মিনিট] 

11. এক ব্যক্তি প্রতি বৎসর জাহ্য়ারী মাসের প্রথম তারিখে জাতীয় সঞ্চয় 
সার্টফিকেট ক্রয় করেন, যাহার মূল্য পূর্ববর্তী বৎসরের সার্টিফিকেটের মূল্য অপেক্ষা 
100 টাকা বেশী। 10 বৎসর পরে তিনি দেখিলেন, তাহার ক্রীত সার্টিফিকেটের 
মোট মুল্য 5000 81911 () প্রথম 4904 এবং (B) অষ্টম বৎসরে аҹ 
সার্টিফিকেটেব মূল্য নির্ণয় কর। [উঃ 50 টাকা; 750 টাকা] 

12. একটি নলকূপ বসাইবার খরচ প্রথম 100 মিটারের জন্য প্রতি মিটারে 1 টাকা 
soami এবং পরবর্তী প্রত্যেক মিটারের জন্য অতিরিক্ত 6 পয্পস1।:249 মিটার গভীর 
একটি নলকূপ বসাইতে উহার শেষ মিটারের эз কত খরচ পড়িবে এবং নলকুপটি 
বসাইতে মোট খরচই 41 কত পড়িবে তাহ নির্ণয় কর। | উঃ 10445; 1044 . ] 

13. A একটি বিদ্যালয়ে প্রতি বৎসর নিয়মিত চাদ! দিয়া থাকেন। চাদার 
পরিমাণ প্রতি 45732 একটি নির্দিষ্ট পরিমাণে বৃদ্ধি পায়। যদি পঞ্চম এবং নবম বৎসরে 
তিনি যথাক্রমে 425 টাকা! এবং 825 টাকা চাদ! দিয়া থাকেন, তবে তৃতীয় বৎসর, 
হইতে দ্বাদশ বৎসর পর্যন্ত তিনি মোট কত টাকা চাদা দিয়াছেন? [ উঃ 6750 টা.] 

14. একটি আলুদৌড় প্রতিযোগিতায় এক সরলকেখা৷ বরাবর 80 আলুকে পরস্পর 
হইতে 6 মিটার দুরে দুরে রাখা হইল। একই সরলরেধায় রক্ষিত একটি ঝুড়ি হইতে 
প্রথম আলুটির দুরত্বও 6 মিটার। একজন প্রতিযোগী ঝুড়িটির নিকট হইতে যাত্রা 
করিয়া এক একবারে একটি করিয়া আনু ঝুড়িতে রাখিতে লাগিল। দৌড় শেষ 
করিতে তাহাকে মোট কত দুরত্ব যাইতে হইবে, তাহা নিণয় কর। 

LaS: এখানে a=2.6, 1=9(6.8)=96; s=! (a--1) (12-96) = 49209813 1] 


62 প্রগতি_-সমান্তর ও গুণোত্তর 


3:5. গুণোত্বর প্রগতি ( Geometric Progression ) 

সংজ্ঞা £ কোন সংখ্যার অনুক্রমে (sequence of numbers ) প্রথম পদের 
পরবর্তা যে কোন একটি পদকে, যাঁদ উহার 196924451 পদকে একটি ধুবক সংখ্যার 
(ধনাত্মক বা ধণাত্বক) দ্বারা গুণ করিয়া পাওয়া যায়, তবে এ অন;ক্রম NNEGA 
প্র্গাততে ( G3 2. ) আছে বলা হয়৷ প্রকারান্তরে বলা যায়, অননুক্রমাটর যে কোন 
একটি পদ ও উহার ঠিক ATOT পদের অনুপাত সর্বদা 6:49 1 এই Ша রাশাটিকে 
9994 প্রগাতাঁটর সাধারণ অনুপাত ( Common ratio ) বলা হয় ! 

ЗҮ. 12, 4) 8,16, ---- | একটি গুণোত্তর প্রগতি, কারণ ইহার প্রথম 
পদটির পরবতা প্রত্যেক পদকে পাওয়া যায়, উহার ঠিক পূর্ববর্তী পদকে ধ্রুবক সংখ্যা 2 
দ্বার! গুণ করিয়া) যথা, দ্বিতীয় পদ- প্রথম 0X 2 ; তৃতীয় পদ দ্বিতীয় পদ 2 
ইত্যার্দি। 

লক্ষ্য কর! যায়, যে কোন একটি পদ ও উহার ঠিক পূর্ববর্তী পদের অনুপাত=2= 
84%; এখানে 2 হইল সাধারণ অনুপাঁত। 

স্মরণ রাখিতে হইবে £ детет প্রগাঁতর যে কোন একটি পদকে উহার ঠিক 
a «e পদদ্বারা ভাগ কাঁরয়া উহার সাধারণ অনুপাত (C. R.) নির্ণয় কারতে হয় 1 


গুণোত্তর প্রগতি সংক্রান্ত 941844: 

(ঠ) 41,3, 9, 27, А 17 সাধারণ অনুপাত =3. 
(4) (4, -2,1; -% EREA }; সা. ие -4 
(iii) (a, a?, a5, al, ee }; সা. wma 


(i) {1, -44 — 2৩ }; সা. жие -4 


36. গুণোত্তর প্রগতি বিষয়ক সুত্রাবলী 
1. কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ ৫ এবং সাধারণ অনুপাত r 
হইলে উদ্ধার যে কোন পদ (যথা ॥-তম পদ) নির্ণয় 2 
"e: দ্বিতীয় পদ ৫. 
তৃতীয় ar? 
п পদ a rn^ 
EID 
গুণোত্বর প্রগতির যে কোন পদ = উহার প্রথম পদ x (সাধারণ অনুপাত) 


টাকা: প্রথম পদ ও সাধারণ অনুপাত জানা থাকিলে গুণোত্তর প্রগতিটি সম্পূর্ণভাবে নির্দয় করা 
যায়। 


Bgl. 13,12,48,-— = 3072] এই গুণোত্তর প্রগতির পঞ্চম পদ নির্ণয় 
কর। ইহার কততম পদ 3072? 
সমাধান £ পঞ্চম е (এখানে প্রথম পদ a=3, সা. wg. 7=4) 


পদটির аад 1 
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ধরা atg 3072 প্রগতিটির %-তম Ят তাহ! হইলে 3x 4° “1 —3072, 
বা 4?71—1024—45, 41 р-1=5, বা р-б 
অর্থাৎ 3072 হইল €-তম পদ | 


IL গুণোত্তর প্রগতির যে কোন দুইটি পদ দেওয়া হইলে প্রগতিটি 
সম্পূর্ণরূপে নির্ণয় করা qta 1 

নিয় প্রদত্ত উদাহরণটি frui শুরু করা যাক : 

Әт. কোন গুণোত্তর প্রগতির তৃতীয় পদ 18 এবং দশম পদ 39366 হইলে 
প্রগতিটির প্রথম পাঁচটি পদ লিখ। 

সমাধান : এ প্রথম পদ এবং r সাধারণ অনুপাত হইলে 

ат®=18 এবং ar? 239366, ৮. ,17-2187-37 

91723 এবং а.3%--18,41 4-2 

2. নির্ণয় প্রগতিটি 12, 6, 18, 54, 162, = -- |. 

আরও সাধারণ একটি ক্ষেত্র লওয়া যাক্‌ £ 

Wwl.: কোনও গুণোত্তর প্রগতির.7৮-তম এবং %-তম পদ দুইটি যথাক্রমে < 
এবং В হইলে প্রগতিটির প্রথম পদ ও সাধারণ অনুপাত নির্ণয় <q | 

সমাধান : ধর! যাক্‌ প্রথম পদটি a এবং সাধারণ অনুপাত r ; তাহা হইলে т-%4 
ЯҢ-а,""і এবং গতম "Har" 71. সুতরাং ars —x, ar""l=B, 


1-" 1-е 


Rr =. = a, = [5° В: Sao Тыс eU. pee 
ZAR 8 үт 


ш. কোন গুণোত্তর প্রগতির সীমাবদ্ধ সংখ্যক (Finite number 


of ) পদের সমষ্টি নির্ণয় š 
ধর! যাক্‌ প্রথম পদটি а এবং সাধারণ TRAIS 7. 
এখানে ধরি 7৮41. 
মনে করি, S, _গুণোত্তর প্রগতিটির %-সংখ্যক পদের সমষ্টি 
=a+ar+ar2+ar9 j з 0 Rar Parthi 


উভয় পক্ষকে? দ্বারা গুণ করিয়া : 
7.S1= 01-22-4294 з. +з Ro car" ар" 
বিয়োগ করিয়া, S, (1r) a-—ar" -a(1—r") 
7৮] মনে করা হইয়াছে, স্থতরাং 1— ছারা ভাগ করা যায় এবং 
s, теді ga y. (1) 
т এর আংখ্যমান 1 অপেক্ষা বৃহত্তর না হইলে, অর্থাৎ — 1<y<1 হইলে (1) নং 
সুত্রটি গুণোত্তর প্রগতির %-সংখ্যক পদের সমষ্টি নির্ণয়ে ব্যবহার করা হয়। 


n 
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(1) হইতে ইহাও লেখা যায় $ mcd is (2) 


* যদি r ১৮] হয় (বা? <—1 হয় অৰ্থাৎ, যদি /-এর সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা 
বৃহত্তর হয় ), তাহ! হইলে পদসমষ্টি নির্ণয় করিবার জন্য (2) সুত্র ব্যবহার করা হয়। 


স্মরণ রাখিতে হইবে? ॥=!1 হইলে (1) অথবা (2) কোন সূত প্রয়োগ 
করা যায় না। k 

বিশেষ ক্ষেত্র £ r=1 হইলে প্রগতিটিকে fa, а, а, с} এইভাবে লেখা 
যায়। সুতরাং S, = প্রতিটি পদ a এইরূপ ॥-সংখ্যক পদের সমষ্টি = na. 

Syl. 126,12, } এই গুণোত্তর প্রগতিটির প্রথম 10টি পদের সমষ্টি 
নির্ণয় কর। 

সমাধান । এখানে প্রথম পদ а=3, সা. 58. r—2, পদের সংখ্যা п-10 
"este (2) সুত্র প্রয়োগ করিয়া (^. 71) 


$,2 907 -1..3,27 s) 
“r-l 


ছাত্রদের সরাসরি সুত্র প্রয়োগ না করিয়া Ë= নির্ণয়ের অভ্যাসের পরামর্শ দেওয়! 
যাইতেছে : যেমন, এখানে 
S,=3+6+12+ = +3.29 
28,9. 6+12+ -- +32943210 
বিয়োগ করিয়,-5$॥= 3-3.219 
অর্থাৎ S, —3(219 _-1)- 3069. 
IV. “904184 মধ্যৰু ( Geometric Means ) 
সংজ্ঞা 1. তিনটি রাশি গুণোত্তর প্রগাততে থাকলে মধ্যম রাশাটিকে অপর 
দুইটির 904194 মধ্যক বলা হয়। 
যেহেতু 2, 4, 8 এবং 2, —4, 8 উভয়েই গুণোত্বর প্রগতিতে আছে, 
39415 2 এবং 8 এর গুণোত্তর মধ্যক 4 অথবা — এ. 
ধরা যাক্‌ а, b, c গুণোত্তর প্রগতিতে আছে; তাহা হইলে, সাধারণ অনুপাতের 


সংজ্ঞা অনুসারে t=, 2. b= Vac. 


অতএব, দুইটি প্রদত্ত রাশির গুণোত্তর মধ্যক হইল, রাশি দুইটির 
শুণফলের «дет! 

সংজ্ঞা 2. যখন সীমাবদ্ধ সংখ্যক, রাশসমৃহ 40464 প্রগাততে থাকে, তখন 
মধ্যবতাঁ সকল রাশিকেই প্রান্তীয় রাশি দুইটির গুণোত্তর মধ্যক বলা হয়। এই 
বিবেচনায় 12, 4, 8, 16, 32, 64, 128) এর গুণোত্তর প্রগাতর ক্ষেত্রে 2 এবং 128 এর 
পাঁচাট গুণোত্তর IIF হইবে 4, 8, 16, 32 এবং 64. 
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Gpl? 4 এবং 972 এর মধ্যে চারিটি 904154 মধ্যক বসাও। 
জমাধান। গুণোত্বর মধ্যক চারিটি £1, fats 4451, হইলে (4, 1), to, 
ta, ta, 972} হইবে একটি গুণোত্তর প্রগতি, যাহার প্রথম পদ 4 এবং 6-তম পদ 972. 
যদি সাধারণ অনুপাত r হয়, তবে 972- 475 31 /5--243--32, 
বা/- 3) সুতরাং = 12, t2= 36, tg —108, t4 —324. 
নির্ণেয় গুণোত্তর মধ্যক চারিটি হইল 12, 36, 108, 324 


প্রান্মস্নালা ІП (C) 
[A] 
1. নিয়প্রদত্ত গুণোত্বর প্রগতিগুলির 9844) পদ দুইটি এবং %-তম পদটিও 
নির্ণয় কর £ 
(i) 256, 128, 64, 32, 
Gi) 1, -1,  -1, 
(ui) 3,1, 8, 8, 
(iv) xy, ху, xy5, ху", 
1 1 T 
(w) 43, m ENE) 9 J3' "t 
[উঃ () 16, 8327 (4) 1,-1;(-1)". (Hi) Qk 30:977. 
(v) zy*,zy!';my*7*,. (у) PEE 9n] 
2. (i) 106, 0103, 00015, - 14% গুণোত্বর প্রগতির ষষ্ঠ ও একাদশ 
পদ কত? 
(4) 12, -2,0,4,----1 এর 16-তম পদ নির্ণয় কর। 
(ui) 1, 3, 9, 27 + = এর কততম গছ 65617 
(v) 12288 কি 2, 4, 8, 16 = = এই গুণোত্তর প্রগতির একটি পদ? 
[উঃ (i) 1875x1077 ; 585986 x 1071* ; (i) — 9564/2 ; (Hii) নবম পদ; (iv) 4111 
[ একটি প্রয়োজনীয় দশমিক প্রতিরূপ š "0036 আকারের সংখ্যাকে 9:6 X 107? রূপে, "0964 কে 
964 X107? রূপে, এই প্রকারে অনুরূপ 5919 সংখ্যাকেও লেখা যায় | আবার 16000 কে 1:6 х10% 
আকারে, 26900000 কে 269x107 আকারে এবং অনুরূপ অন্যান্য সংখ্যাকে এইরূপ আকারে লেখা 
যায়। এখন উপরে (i) এর উত্তরগুলি লক্ষ) করা যাইতে পারে 11 
3. সুত্র প্রয়োগ ন! করিয়া Бете গুণোতর প্রগতিগুলির প্রতি ক্ষেত্রে উল্লিখিত 
নিদিষ্ট সংখ্যক পদগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর £ 
(i) 4, 12, 36, 108, =- = 10-তম পদ 44% 
(ü) 06, 0:06, 0:006, 00006, *** = 20-তম পদ 44% 
(in) lh han e oe ঢ-তম পদ পর্যন্ত 
[ উত্তর 1 (0 268-1); G) 3-5 (iii) 20১৮] 
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4. (а) কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ 3, শেষ পদ 48 এবং প্রত্যেক পদ 
উহার ঠিক পূর্ববর্তী পদের দ্বিগুণ ; গ্রগতিটির পদের সংখ্যা এবং সমষ্টি নির্ণয় e | 

[উঃ 5. 98,1 

(b) একটি গুণোত্তর প্রগতির sb ও নবম পদ দুইটি যথাক্রমে 64 এবং 512 

হইলে উহার প্রথম পদ ও সাধারণ webs কত? 18:4:9.1 

(c) কোন গুণোত্তর প্রগতির তৃতীয় পদটি প্রথম পদের বর্গ এবং পঞ্চম পদ 64; 

- প্রগতিটির প্রথম দশটি পদের সমষ্টিটি লিখ 1 [উঃ 4096. ] 
(d) একটি G. P.র 9-তম পদ 360 এবং 21-তম পদ 1215; প্রথম পদ কত? 

[()এর জন্য ইঙ্গিত £ ar*—360;ar*'?—1215; ভাগ দ্বারা "**=21/8 বা 1*=8/2 নির্ণয় 


কর। 22 г*=9/4 এবং а= 360/r5— 860/(9/4) —160. | 
5. নিম্নের গুণোত্বর গ্রগতিগুলিতে শূন্যস্থান পূরণ কর : 
() 45,—,80,- + + 


(ü) 64,—,—, 216, তত তত 
(iii) 46875, —, —, —, —, 480, = >“ 
[ ইঙ্গিত s (ili) 4৪০46876753 2. ret; এখন 49 স্থান পুরণ 4411 
[উঃ ()60: (ii) 96144; (1) 18750, 7500, 3000, 1200. | 


[B] 
1.) কোন গুণোত্তর প্রগতির পর পর তিনটি পদের 4040 6 এবং প্রথম ও 
তৃতীয় পদ দুইটির সমষ্টি 15) পদ তিনটি নির্ণয় কর। [উঃ 3,6,194119,6,8 ] 


(ii) তিনটি সংখ্যার সমষ্টি 65 এবং উহারা গুণোত্বর প্রগতিতে আছে; যদি তৃতীয় 
সংখ্যাটি অপর দুইটির সমষ্টির 21 গুণ হয়, তবে সংখ্য! তিনটি নির্ণয় কর। 
[ উঃ 5, 15, 45 41 80, — 60, 45 | 
(їй) গুণোত্তর প্রগতিতে অবস্থিত তিনটি সংখ্যার গুণফল 64; উহাদের প্রতি 
দুইটির গুণফলের সমষ্টি 84 হইলে সংখ্যা তিনটি নির্ণয় কর। 
[fürs s 3 лп তিনটি a,b,c হইলে b? —ac, কারণ а,Ь,с G.P.তে আছে; 
প্রদত্ত £ abc—64 এবং ab-t ac - bc—84. 
Ұ abe=04, 2 b'-6i (` b*-ac) বা b—4; আবার ab-rac--bc—84 বলিয়া, 
b(a--b-c) =84 (ac b* লিখিয়া), ৮. а%с-17; আবার ac-b? =16; 
এখন (a— c)* —(a--c)* 480—935 41 a—c— +15 ; সুতরাং a--c—17, а-с--15 হইতে 
4-16, с-14%а%с-17,а-с--15%%%а-1, с-16 পাওয়া যায়। প্রতি ক্ষেত্ৰেই দংখা। 
তিনটি 1, 4 এবং 16: উহার! হয় (14.10) বা {16,41} ক্রমে আছে। ] 
2. নিম্নের গুণোত্তর গ্রগতিগুলির প্রতি ক্ষেত্রে %-সংখ্যক পদের সমষ্টি নির্ণয় কর : 
72323 dy = 
(ü) 2:5-+125+'625+-. ee 
(їй) 23-54-1214 . 


7 
[উঃ (42% (93-1951); (й) 4990284375; (Ші) 824] 
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3. (Ü) কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রথম চারিটি পদের সমষ্টি 40 এবং প্রথম আটটি 
পদের সমষ্টি 3280; প্রগতিটি নির্ণয় <q 1 
গ উঃ 1,8,9, 97-4] —2,6,- 18, 54, ] 
(৪) একটি গুণোত্র প্রগতির প্রথম 200 পদের সমষ্টি, প্রগতিটির প্রথম 10টি পদের 
সমষ্টির 244 গুণ ; সাধারণ অনুপাত নির্ণয় কর। 
(Жат. а £771); ইহা হইতে পাওয়া যায় 
r1? 1-244 বা ৮:০-৪4৪-৪০- (J/3)19 বা (— ‚/з)зо 
о r= +81] 
4. (0 কোন GPa প্রথম, দ্বিতীয় ও শেষ পদ যথাক্রমে a, b, 1, হইলে 
দেখাও যে প্রগতিটির সমষ্টি (b] — a2)/(b — a). 


[ইক্রিতঃ r=, 1=а@а"т\ বা lr=ar" q| Baar; gza $=...ইত্যাদি। ] 


(4) কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ а, সাধারণ IRAS r এবং।প্রথম n- 
সংখ্যক পদের সমষ্টি 5; যদি পদপগুলির অপ্তোগ্যকের (reciprocals) সমষ্টিকে 5; দ্বারা 
নির্দেশ করা হয়, তবে প্রমাণ কর যে 5/5, =27"-2, 

[ ইঙঞ্চিত з গুণোত্তর প্রগতির ATALA অন্তোন্যকগুলিও যে গুণোত্তর প্রগতিতে থাকে, প্রথমে এই 
সতাটি যাচাই efani lrs | 

(iii) কোন С.Р.Я প্রথম %-সংখ্যক, 2%-সংখ্যক এবং 3॥-সংখ্যক পদের সমষ্টি 
যথাক্রমে 51, 52, 53 হইলে প্রমাণ কর যে S,(S, =S2)=(S2 -53)8 1 

[ইফ্িতঃ Se Das e UD, ৬০৫৮), তাহা হইলে 


r= 


S 2 Sue 1) е ан D. sra S,— S, = асе) =S" ইত্যাদি 1] 


5. (I যদি, b, c, d, С. P. তে থাকে, তবে প্রমাণ কর যে, 
(i) a+b, b+c, с+а ও G. P.cs আছে; (ü) 248) 6৪450, 
с3--43 ও С.Р.с® আছে। 


(П) n অধুগ্ সংখ্যা হইলে প্রমাণ কর যে কোন 3..র %-সংখ্যক পদের গুণফল, 
মধ্যম পদটির %-তম ঘাতের সমান | 
[ইঙ্গিত 8 ধরা যাক n=9k+l; 2 ajar arisapk gibt; p EGER) 
০০০ +মধামপদ-(৫4-1)তম 9nr— ar em ar^ a; ইত্যাদি । ] 
(Ш) একটি G. P. (p-Fq;-ex পদ m এবং (০-০)-তম পদ n হইলে ৮-তম 
এবং 4-4 পদ দুইটি নির্ণয় কর। 
[C] 
(কাঠনতর প্রশ্নাবলী ) A 
1. (0 দুইটি প্রদত্ত রাশি ৫ এবং b এর মধ্যে একক গুণোত্তর মধ্যক С হইলে ও 
দুইটি সমাস্তর মধ্যক р এবং q হইলে প্রমাণ কর যে G? — (2p — q)(2q — p). 


68 প্রগতি_-সমাস্তর ও 904194 


(4) একটি সমাস্তর প্রগতি ও একটি গুণোত্তর প্রগতির প্রত্যেকের р-%4, qUX 
এবং ?-তম পদ যথাক্রমে а, b, с হইলে প্রমাণ কর যে, 
28552472568], 

[সমাধান £ ধরা যাক্‌ সমান্তর প্রগতিটির প্রথম পদ < এবং সাধারণ wawa В এবং গুণোতর 
প্রগতিটর প্রথম Ят 4 এবং মাধারণ অনুপাত B; তাহা হইলে a= A. Pa р-я প্=«+(p-1)B; 
a- G.P.3 2-তম পদ = АВР. 

অনুরূপভাবে b=«+(-1)B এবং b=ABT"? ; 

c-«(r-lB এবং c-AB'" ; যেহেতু b—c-(q—r)B; c- a (r- pf, a- b (p AB, 

- অতএব айе. БСО, а-а (ABb- yy 879, (ABa-1) -P?, (ABt 1) 97 9? у এখন 
সরল করিতে হইবে। ] 
(Ui) a,b,c যদি কোন С.Р যথাক্রমে рэя, 49% এবং тд পদ হয়, তবে 


৬ 74167250221 


[Efre: উপরে যেমন (7) এর ক্ষেত্রে, এখানেও 4В9-1-а, 484-1-8, AB! 71 =c. 
МИНЕ Ane): ИШАА С ШЫ вата) 
2. (i) a,b,c aft A.P. তে এবং х,у, 2 G.P. তে থাকে, তবে প্রমাণ 
কর যে, хоре, =]. 
(8) p, qr সমাস্তর প্রগতিতে থাকিলে প্রমাণ কর যে কোন 04184 প্রগতির %- 
তম, এ-তম এবং 7-54 পদ তিনটিও গুণোত্তর প্রগতিতে থাকিবে । 
[ইঙ্িতঃ প্রদত্ত 9q=p-ri প্ৰমাণ করিতে হইবে (ABt7 1)? -(AB^-1).(AB"72).] 
3. (i) a b, c A.P.cs এবং a, b, d С.Р. তে হইলে দেখাও যে a, a-h, 
4-০, G.P.তে 551051 
[ইঙ্গিতঃ প্রদত্ত 2b=a+c এবং :=৭d; প্রমাণ করিতে হইবে; а(4—с)=(а- 0)". ) 
(а) a,b,c G.P.তে আছে এবং (а, b) ও (b, c) এর মধ্যে অমান্তর মধ্যক 
যথাক্রমে x ও y; প্রমাণ কর যে 
() 1+1=2 এবং (i) $452. 
x y b У. 


4. (i) a, b, ০ গুণোত্তর প্রগতিতে থাকিলে প্রমাণ কর যে, 


eds 21. H 2 2 2 2 
+5 26° paz প্রগতিতে আছে, কিন্তু a? + b2, ab+ bc, b? +c 
G.P.তে আছে। 


(i) প্রমাণ কর যে a এবং baa মধ্যবর্তী 16টি 94194 মধ্যকের গুণফল (аЬ)®. 
5. (i) প্রমাণ কর যে দুইটি ধনাত্মক ও অসমান রাশির সমাত্তর মধ্যকটি, উহাদের 
গুণোত্তর মধ্যকটি অপেক্ষা বৃহত্তর । রাশি দুইটি সমান হইলে কি হইবে? 
[সমাধান 2 ধরা যাক্‌ রাশি দুইটি ৫ eb এবং а5; তাহা হইলে ইহাদের সমান্তর 50% 


==” এবং গুণোত্তর মধ্যক- 3:42 3. c এবং b উভয়ে ধনাত্মক বলিয়া A স্পষ্টতঃ ধনাত্মক এবং 
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— абаз 318 যে কোন ч রাশি অপেক্ষা 45441 হৃতরাং ইহা প্রমাণ করিলেই চলিবে বে 
Tibia up; “qa (Ja-/bt=a+b-3 Jb; ^ Ма) –Мар= Ма)" 
একটি ধনাত্মক রাশি (77 ০৯), qestt à(a+b)>JJab ; a=b হইলে স্পষ্টত নমাত্তর মধ্যক ও — 
মধাক দুইটি সমান হইবে । সুতরাং ইহা! সত্য যে, যে কোন 920 ধনাত্মক সংখ্যার ক্ষেত্রে সমান্তর 
মধ্যক ৯গুণোত্র 447911 

(а) а, b,c ধনাত্মক হইলে এবং উহার! G.P.ce থাকিলে প্রমাণ কর যে 
a+c>2b. 

(їй) দুইট অসমান ধনাত্মক সংখ্য৷ < এবং y এর সমাস্তর মধ্যক А এবং 904194 
মধ্যক G ; 


প্রমাণ কর যে (i) 4৯০৯৪ এবং (ii) সংখ্যা দুইটি হইল A+ Ја Gh 


6. (0 দুইটি яға Mes" সমাস্তর মধ্যক А এবং উহাদের মধাবর্তাঁ দুইটি 

গুণোত্বর মধ্যক а ও b হইলে EX কর যে 
| alje ৮ 
4% jt 

(ü) কোন দুইটি সংখ্যার সমান্তর মধ্যকটি, উহাদের গুণোত্তর মধ্যকটির 
হইলে প্রমাণ কর যে সংখ্য! দুইটি 2+ /3:2- ২3 ttes থাকিবে। 

Gü) দুইটি ধনাত্মক সংখ্যার সমান্তর মধ্যক 40 এবং গুণোত্তর মধ্যক 24) 3I 
দুইটি নির্ণয় কর। [উঃ 72,8] 

7. (i) কোন Әсет প্রগতির ॥টি পদের সমষ্টি S, উহাদের গুণফল P এবং 
উহাদের অন্যোন্তকগুলির সমষ্টি R হইলে প্রমাণ কর যে 


5 কি 2 
(3) =Р 
[ইঙ্গিতঃ а(14 а EN саға «gar  -3-p; 
++ iae i = 1 )=в: অর্থাৎ ge 200-1 D a 1 4) এবং 


palan 


45-1 


з এখন প্রমাণ 4411 


43 a—bx В-сх, с-ах 
@) "sm a+bx b+cx ০+৪% 
G. P. তে আছে। 


(й) কোন সমান্তর প্রগতির এবং গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ দুইটি একই সংখ্যা, 
উহাদের যথাক্রমে সাধারন অন্তর ও সাধারণ 5894196 একই সংখ্যা 2; আবার 
প্রগতি দুইটির প্রত্যেকের প্রথম পাঁচটি পদের иде একই সংখ্যা। প্রগতি দুইটির 
প্রত্যেকের পঞ্চম পদ নির্ণয় কর। [উঠ e 

8. () а, b, c, d এই চারিটি সংখ্য! সমাস্তর প্রগতিতে আছে এবং а, с, d 
গুণোত্তর প্রগতিতে ; প্রমাণ কর b —3a/4 এবং a? --3ad —d* +32. 


হয়, তবে প্রমাণ কর যে a, b, c, d, 
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Gü) a, b, c, d গুণোত্বর প্রগতিতে আছে; প্রমাণ কর যে 
(i) (b3-Ec2)(a2 — b3-E c2) - b3(a2 +d?) 
(ü) (a? +b? +c?)(b?+c2+d2)= (ab - bc 4- cd)? 
9. (i) কোন গুণোত্তর প্রগতির ॥-তম পদ t, হইলে প্রমাণ কর যে, যে প্রগতির 
£-তম পদ U,-—1/(3,--:2,,,) তাহাও গুণোত্তর প্রগতি; প্রথমোক্ত প্রগতিটির 
সাধারণ অন্গপাতি? হইলে দ্বিতীয় প্রগতিটির সাধারণ অন্ুপাতকে r ছারা প্রকাশ কর। 


is 2 = 1 ০) 1 
[Е е: tars, tea mami 2. Ur o per ais) 


са) (Ura пая পরিবর্তে n+1 441341 ) 


1 
ও Tr 
; 2 Шы [Us Lr দ্বিতীয় গুণোত্তর প্রগতির সাধারণ অনুপাত 1) 


(а) কোন «ет প্রগতিতে 9-সংখ্যক পদ আছে। ইহার প্রথম ॥-সংখ্যক 
পদের সমষ্ট Ку; ০4+ 1-তম পদ হইতে শুরু করিয়া! p সংখ্যক পদের সমষ্টি Kg এবং 
প্রগৃতিটির শেষ ৮-মংখ্যক পদের সমষ্টি Ks ; প্রয়াণ কর যে (КЗК) (C a/K3)2. 

10. (0 а প্রথম পদ, r সাধারণ অনুপাত, এইরূপ একটি গুণোত্তর প্রগতির 
সংখ্যক পদের সমষ্টি S, এবং U,mS$3d 524 e +S,; U, এর মানকে 
a, r এবং n এর সাহায্যে প্রকাশ কর। ইহাও প্রমাণ কর যে 

rSa +(L-—r)U n= na. 
[ইঙ্গিত : দেখাও যে rS Su —a; এখন t এর পরিবর্তে পরপর 1, 2, 8,--(л—1) IATE এবং 
প্রাপ্ত ফলগুলিকে যোগ কর-৯প্র্নটির দ্বিতীয় অংশ প্রমাণিত হইবে । ] 

(ü) প্রমাণ কর যে 

l1+(L+x)+(1+x+x2)+(1+zx+z24-_s3)+ ০5 এইরূপ %-সংখ্যক 


ROAR Uy = 


esista] ШО) 
(প্ৰয়োগমুলক প্রশ্ন ) 


1. কোন শহরের লোকসংখা! প্রত্যেক বৎসরের শেষে, এ বৎসরের প্রথমে 
যাহা ছিল তাহার 10% বৃদ্ধি পায়। চার বৎসর পরে লোকসংখ্যা শতকরা কত 
বুদ্ধি পায়? [উঃ 46195] 

[ধরা হইল, প্রারম্ভিক লোকসংখ্যা P ; এক quis পরে стя) РАР (1'1)P; 33853 
পরে লোকসংখ্যা (I) PEro (I) P= (1)৮% অনুরপে 3 বৎসর পরে লোকসংখ্যা (11) 
এবং 4 বংদর পরে লোকসংখা-0:)+৮-5:4621-৮446412-84494 Р; 2. লোকসংখ্যা 
বৃদ্ধি পায় 46-41% 1] 

2. কোন রাজ্যের লোকসংখ্যা বাৎসরিক বুদ্ধি প্রতি হাজারে 25; বর্তমান 
অধিবাসীর সংখ্যা 26,24,000 হইলে তিন বৎসর পরে লোকসংখ্যা কত হইবে? 

[উঃ 28,26,0001 
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3. একটি বাধুনিষ্কাশন যন্ত্র কোন পাত্র হইতে প্রতি ষ্টোকে বায়ুর এক-দশমাংশ 
নিষ্কাশিত করে। পঞ্চম ট্রোকের শেষে পাত্রটিতে বায়ুর প্রাথমিক আয়তনের কত 
অংশ থাকিবে? [উঃ 0:59049%, ] 

4. 256 গ্যালন কোন তরল হইতে কয়েক গ্যালন তরল তুলিয়। লইয়া এ 
স্থানে সমপরিমাণ জল ঢালা হইল) দ্বিতীয়, তৃতীয় ও চতুর্থ বার অনুরূপ কার্য সাধিত 
হইল এবং দেখা গেল, এখন মিশ্রণটিতে Q তরলের 81 গ্যালন পড়িয়া. আছে। 
প্রতিবার কত গ্যালন করিয়া তুলিয়া লওয়া হইয়াছিল ? [উঃ 64) 

[ চতুর্ঘবার কাধটি হইবার পর অবশিষ্ট তরলের পরিমাণ =256(1— $5) 

যেখানে প্রতিবার তুলিয়া লওয়া তরলের পরিমাণ x গ্যালন ধর! হইয়াছে। ] 

5. এক ব্যক্তি বিনা чт 984] টাকা ধার করেন এবং 9টি মাসিক 
কিস্তিতে উহা পরিশোধ করেন; দ্বিতীয় কিস্তি ও উহার পরবর্তাঁ প্রত্যেক কিস্তি 
তাহার ঠিক পূর্ববর্তী কিস্তির তিন গুণ হইলে শেষ কিস্তি কত টাকার ছিল ? 

[উঃ 656181411] 

6. কোন একটি দোলকের Pref (bob) পর পর দোলনের সময় যে таче 
অতিক্রম করে তাহার! যথাক্রমে 116, 12, 9,..-} সে.মি. এই গুণোত্তর প্রগতিতে 
আছে; দশম দোলনের পর অতিক্রান্ত দুরত্ব নির্ণয় কর। 18: el- (e (їз. 

7. এক ঠিকাদার এক লাখ টাকায় (Rs. 100,000) কোন মাসের 30 দিন 
ধরিয়া দেশলাই কাঠি সরবরাহের এক চুক্তি করিল; প্রথম দিন একটি কাঠি, দ্বিতীয় 
দিন 2টি, তৃতীয় দিন 4টি, চতুর্থ দিন 8টি, এইভাবে দেঁশলাই কাঠি সরবরাহ করিতে 
সে স্বীকৃত হইল। যদি 60 কাঠির একটি দেশলাই বাক্সের মুল্য ছয় পয়সা! হয়, 


তবে ওঁ সরবরাহকারীর কত লাভ বা! ক্ষতি হইবে তাহা আসন্ন টাকায় নির্ণয় FT 
[উঃ ক্ষতি 978741 টাকা। ] 


8. একটি বালক প্রথম দিন এক পয়সা, দ্বিতীয় দিন দুই পয়দা, তৃতীয় দিন 
চার পয়সা, চতুর্থ দিন আট পয়সা, এইভাবে মজুরি লইয়া কাজ করিতে স্বীকৃত হইল | 
বার দিন পরে সে কত মজুরি পাইবে? [উঃ 40:95 9,4111 

9. 250 গ্যালন আযালকোহল (alcohol) দ্বারা পূর্ণ একটি চৌবাচ্চা হইতে 
60 গ্যালন আযালকোহল তুলিয়া লইয়া জল 481 উহাকে আবার পূর্ণ কর! হইল | 
এখন এই মিশ্রণ হইতে 60 গ্যালন আবার অপসারিত কর! হইল এবং পূর্বের ন্যায় 
জল দ্বারা চৌবাচ্চাটি আবার পূর্ণ করা হুইল। এইরূপ কার্য পর পর মোট পাঁচবার 
করিবার পর চৌবাচ্চায় কত গযালন_আযালকোঁহল থাকিবে? [উঃ 57 গ্যালন।] 

10. একটি ট্যাঙ্কে রক্ষিত লবণ জলের দ্রবণে 972 গ্রাম লবণ দ্রবীভূত আছে। 
«я এক-তৃতীয়াংশ অপসারিত করিয়া 244 আবার জল দ্বারা পূর্ণ করা হইল। 
সমসত্ব করিবার জন্য মিশ্রণটিকে আলোড়ন করিয়। 921 হইতে উহার এক-তৃতীয়াংশ 
পুনরায় অপদারণ এবং 5954 জল দ্বার! পূর্ণ করা হইল। পর পর চারবার 


"এইরূপ প্রক্রিয়ার পর ট্যাঙ্কে কি পরিমাণ লবণ তখনও অবশিষ্ট থাঁকিবে? 
[উঃ 192 গ্রাম ৷] 
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37. সসীম শ্রেণীসমূহ ও তাহাদের সমষ্টি ( Finite Series and their 


Sums ) 

যদি fxi Хә, Хал» Ха} সংখ্যাসমূহের একটি সীমাবন্ধ অনুক্রম (sequence) 
হয়, তবে ইহাদের সমষ্টি বলিয়া কথিত অপর একটি অনন্ত সংখ্যা S, কে ইহাদের 
সহিত সংশ্লিষ্ট কর! যায়, যেখানে 

S =s sP 7 ана তত + Xn. 

жула хаха কে সাধারণত n পদের সসীম শ্রেণী (Finite 
series), 5,0% 04404 সমষ্টি এবং ха কে п-ва পদ (বা সাধারণ পদ) বল! 
হয়। SrA 

14e “তল হইল একটি সদীম শ্রেণী, যাহার পদের সংখ্যা n এবং 
"তম পদটি 1, 

সিগমা (5) অঙ্কপাতন (The Sigma N otation ) 

(Sigma) অঙ্কপাতন হইল শ্রেণীর সমষ্টিকে প্রকাশ করিবার একটি সাংকেতিক 
লিখন পদ্ধতি মাত্র । যেমন, xig dx. ese bx, এই সমষ্ট বা শ্রেণীফল 
বুঝাইতে লেখা হয় 2 х.. 

x, কে বল! হয় সমষ্টিকরণের অধীন সাধারণ পদ (Summand ) এবং 
? হইল সমষ্টিকরণের 15% (Index of summation )। x চিহ্নের নিয়ে 
লিখিত প্রতীক ॥=1 এবং উপরে লিখিত প্রতীক r=n হইল? কর্তৃক গৃহীত 
যথাক্রমে প্রাথমিক এবং শেষতম মান। “МӘЛ r এর মানগুলি হইল 
1, 2, 3, -«, n এবং 2 চিহ্ন নির্দেশ করে যে x, কর্তৃক গৃহীত ха, Ха, в y Ха 
মানগুলি যোগ কারতে হইবে 1 


উদ, 1. ৮৮০০1424354 10. 
Sq. 2. Z (r-1)=1+3+5+ (2n - 1). 


r এর পরিবর্তে অন্য সাঁফিক্সও (548i) ব্যবহার করা যায় , যেমন 
n; এতানুসারে 


10 
Sm. 3. Z 2n=2+4+6+84+- 20. 
Srl. 4. 5 x,—2 n= л ইত্যাদি। 


r=1 i=1 


z গুলির প্রত্যেকটি যদি একই কোন নির্দিষ্ট রাশি с এর সমান হয়, 


Syl. 5. Zx =c+c+ce+ +c [n সংখ্যক te] = nc; এক্ষেত্রে লেখা হয় 


n 5 
Z с-псҙ যেমন 51-5. 
T т=1 


প্রথম ॥-সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার সমষ্টি_সংশ্লি্ট 9517 73 
যদি x, = ky, হয়, যেখানে k FIT, তাহা হইলে 
উদ. 6. 8৮৮205৮1955 КО hy, =k Ey. 


С : . 
যদি х, =yr +z, হয়, তবে 5 z = 2 + > zy. 
z = veri 


কারণ Жа- оон) бза) Өсе ны) 
= (уара con) 787 728) 
= > y + m Zr. 
тті т=1 


Sy. 7. (ах, +by,)=a 5 1487 yr. 
r=1 r=1 "51 


অনুশীলনের জন্য কয়েকটি প্রশ্ন š 
1 Gres আছে x = -2,xs=1,xəs=-1, X479, xg 77, Хал —8. 
B 
মান নির্ণয় কর £ mc 5 23; 82473) 2 («+204 2)" 


2. far ere শ্রেণী ছুইটিকে x অস্কপাঁতনের সাহায্যে প্রকাশ কর 
(i) Ot-- 4:2 +8184 1644+ 3215 +64t9. 
Gü) 12--23--34---< >“Фт(п-1). 


ক]. E 
3. দেওয়া আছে 4॥= p 25.0 সম্পূর্ণ শ্রেণীর আকারে লিখ à 


эв. প্রথম ॥-সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার (Natural Numbers ) সমষ্টি 


. _উহাদের ঘাতযুক্ত অবস্থায় яа সংশিষ্ট প্রশ্নীদি। 


পূর্বের অধ্যায়ে সংখ্যা সম্পর্কে আলোচনার কালে বলা হইয়াছে যে 1, 2, 3, n 


হইল প্রথম ॥-সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যা 1 


L প্রথম স-সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার সমষ্টি š 
অর্থাৎ যদি ধরা যায় S,=1+2+3+- +з তবে S, এর মান নির্ণয় 


করিতে হইবে । শ্রেণীটির পদগুলি একটি সমান্তর প্রগতিতে আছে, যাহার প্রথম 


পদ 1 এবং সাধারণ 59481; পদের সংখ্যা n এবং শেষ পদ n. 


2 5-5). 
43415 5, 2 
ইহাও লেখা যায় যে y =a ki. 
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অনুসিদ্ধান্ত 1. প্রথম £-সংখ্যক ধনাত্মক অধুগ্ম সংখ্যার সমাষ্ট 
257184572১8 sr ERR Duas 


অর্থাৎ 5 @r ৪7 


অনুসিদ্ধান্ত 2. প্রথম %-সংখ্যক ধনাত্মক যুগ্ম সংখ্যার 25/9 
-2--4--6---- kan Ct) cag) 
অৰ্থাৎ 5 2 =n(n+1). 


п. স্বাভাবিক секти প্রথম হইতে nba বর্গগুলির সমষ্টি ° 
S,=12+22+324+-..... +n = z за হইলে; S, এর মান নির্ণয় করিতে 
হইবে । নিয়ে প্রদত্ত অভেদটির সাহায্য লওয়া Tm š 
—(r—1)3 —3r3 —3r + 1. . 
এই অভেদে r এর পরিবর্তে পর পর 1, 2, 3, --:, n লিখিয়! পাওয়া গেল 
13-032312-314-1 
23 —13—3.22-32-4-1 
-28=3.32 -3.3+1 
—(n—1)3 23.52 -3.n+1 
যোগ, করিলে, n? — 08 —3.(12 1-22 32 4-73) -3.(1+2+3+ +n) 
28 


= 35, OTD 


851 73473700571) , .9n9-F9n*--9n — 2n 
2 2 
etn ео) 


D e কা 


_ c 6 
IU. স্বাভাবিক সংখ্যাগুলির প্রথম হইতে "টির ঘনগুলির সমষ্টি ঃ 
5৮-154+254354:7% ও 78 ধরা হইল ; S, এর মান নির্ণয় 
т=1 
করিতে 5214 I 
নিয়ে প্রদত্ত অভেদ 


r*—- (r- 1)5—4r? —6r2-- 4r —1 তে 
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т এর পরিবর্তে পর পর 1, 2, 3, e n এই মান বসাইয়া, এবং পূর্বের ahi যোগ 


করিয়া পাওয়া গেল 
n*—0* —4(13 --23 39 - -En9) - 6(1? 2? +32 +... 4 n2) 
+4(1+2+3+ +n)-n 


অর্থাৎ nt=4S, -6 $ 7244 Жуй 
{= E 
4S, =nt+9 n(n+1)(2n+1) "i п(п+1) yy 
এ 6 WAT 
—n*--2n? --3n? En — 2n? —2n-- n 
— п 42n? +n2 =n? (n2+2n+1)=Ín(n+1)2 
K я os nnt 
тя $= ই dee 
স্মরণ রাখিতে হইবে ? স্বাভাবিক সংখ্যাগযালর প্রথম হইতে 9004 ঘনের সমাণ্ট 
= ( প্ৰথম £-সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার সমাণ্ট)৪ 1 
এখন 7б ফলগুলির প্রয়োগস্বরূপ কতিপয়-উদবাহরণ দেওয়া 5% 
উদ. 1. কোন শ্রেণীর %-তম পদ n(n-+ 1); Я প্রথম /-সংখ্যক 


পদের সমষ্টি নির্ণয় কর। 
লমাধান। এখানে ৯৮৫+1)-1-2+23+34+7 c nnl) এর 
মান নির্ণয় করিতে হইবে |”: 
y EE = z ES z Em 5 „пп +00211). nint 1) 
r=1 r=1 тті r=1 6 2 


+2) n(n+1)(n+2) 
3 3 


70110127771. _n(nt+1).2(n 
= nj- 2 


ui. 2. নিয়্লিখিত শ্রেণীটির %-সংখ্যক পদের সমষ্টি নির্ণয় 44: 
(83—23)4-(53- 48)4078-69)4 = + 


সমাধান  শ্রেণীটির %-তম পদ প্রথমে নির্ণয় করিতে হইবে। ধরা যাক্‌ 


উহা x»; 


এখন ха = 13, 5, 7, 9, *** অনুক্রমের ॥-তম পদ)ঃ 
—10, 4, 6, 8, = অনুক্ৰমের %-তম পদ)* 


={3+ (n— 12} - (2o- (n — 1)28 
— (2n -- 1)? — (2n)? = 12n? +6n+1 


1-5 1270-61-12 2৮৮16 Ec ii 
a 2 EAGLE 


12nn+ 6) е Di. 


= ni2(n- 1)2n-E-1)-- 3(n-- 1) - 1 — n(4n* +9n+6) 
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Зӣ. 3. নিয়ে etra сёй প্রথম п পদের সমষ্টি ffe কর: 
1-243-445-64 c с 
সমাধান | প্রথম ক্ষেত্র ঃ ধরা হইল n ধনাত্মক যুগ সংখ্যা এবং n=2k 


[ ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ] 
%-তম পদ পর্যন্ত প্রদত্ত শ্রেণী 


—(1—2)-- (8 —4)-- (5 — 6) - k-34 এইরূপ দল ( group ) 45% 
2(-124(-1)-(-1- ০৮তম এইরূপ পদ 85% 
--іс-і (07 0-0 

দ্বিতীয় ста: ধরা হইল п ধনাত্মক অযুগ্ম সংখ্যা এবং n— (2871) 

[ ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ] 


пее পদ 44% প্রদত্ত শ্রেণী 

-1-(2-3)-(4-5)-:« << বন্ধনীভুক্ত এইরূপ 1-94 পদ পর্যন্ত 
-1-(-1-(-J- : তত 25051)” সদৃশ едят 854 
сүрелі ыны 

боб সমষ্টি - 5 অথবা d , যখন п যথাক্রমে যুগ্ন অথবা sn | 


reli এ সমষ্টকে আরও সংক্ষিপ্ত আকারে প্রকাশ করা সম্ভব ছাত্রছাত্রীরা ইহা যাচাই করিয়া 
দেখিতে পারে, যথা 


নির্ণেয় xxP—4[l-(2n--1)(-1)"] যেখানে п gW অথবা! эй ধনাত্মক 
সংখ্যার যে-কোনটি হউক না কেন। 

ЗҮ. 4. Lus poetis vel 

2+5+10+17+. 

জমাধান। এখানে শ্রেণীটির ॥-তম পদ x, m ছাত্রদের নিকট কিছুটা 
কষ্টসাধ্য মনে হইতে পারে £ লক্ষ্য করা যায়, {2, 5, 10, 17, -“Һ ইহ! এমন 
একটি wem যে ইহার পর পর ছুই দুইটি পদের অন্তরফলগুলি লইয়া যদি অপর 
একটি অনুক্ৰম গঠন করা হয়, তবে এই শেষোক্ত wee 13, 5, 7, sb অমাস্তর 


প্রগতিতে আছে এবং ইহার সাধারণ অন্তর 2. 
এই ধারণ! হইতে নিয়লিখিত পদ্ধতিটি অবলম্বনের যৌক্তিকতা! খুজিয়! পাওয়া যায় : 
ধরা যাক্‌ 5*-2+5+104+174 >< c xs 
আবার 5.- 2-5 54104 >< >< аа Бал 


“ বিয়োগ দ্বারা, 0=2+3+ 5+ 7+ £-তম পদ পর্যন্ত — ха 


=2+{3+5+ 7+ = e (॥1-1)তম পদ পৰ্যন্ত }— ха 
52405 Eus 2)2} _ 


[ সমাস্তর ue (n—1) পদের সমষ্টি ] 


প্রধুমালা Ш(Е) 7T 
বা x,72-(n-1)n41) 25-1 
2. fo সমষ্টি = $ 2-3 0-2 8+ 51 
т= т= r= r=1 
=" Dnt) приона зн), 


З. 5. কোন শ্রেণীর £-তম পদ х কে যদি অন্তরফল /,-/.- এর, 
আকারে প্রকাশ কর! যায়, তবে নিম্নের পদ্ধতি (অন্তরফলের পদ্ধতি বা! Method. 
o£ Difference বলিয়। পরিচিত ) অবলম্বন করিতে হইবে | 


1 
কোন শ্রেণীর ॥-তম পদ Uc শ্রেণীটির m পদের সমষ্ট নির্ণয় কর, 


অর্থাৎ laudas po lo এই завет নিৰ্ণয় করিতে 


12 23 34 8071) 
হইবে I 
е IN Е Й 
এখানে, 7-94 ЯТ х, нта 2751 
7 এর পরিবর্তে পর পর 1, 2, 3, 7 n বসাইয়া এবং পরে উহাদের যোগ করিয়া 
mE 
delit 
5775 
pre 
° 534 
Жж жене 
а п+1 
n T 2 Dhu 
Ecl নন নির্ণেয় সমষ্টি 
erasia ШКЕ) 


1. Баре শ্রেণীগুলির প্রথম n পদের সমষ্টি নির্ণয় কর £ 
() 1234234-4945-p তা ঠা 
(8) 1401-3)+(1+3+5)+ 
(i) 15451597751 FAR 
(iv) 12-28--22-42--54-6%-- 5 


রি е! 
б) 131835752! 
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(vi) 2.3-Е3.6--411-- -~ 


[উঃ (i) $(7701(872)158)5 (ü) лп+1)(@п+1); 
(ші) 3n(4n* —1) ; (iv) k(—1)'n(n—1), n 543159151518 হউক ; 


17177757755: 
(9 шут} লে) үр" (зле 20-01 sJ 


2. প্রমাণ কর যে 
() 3 (r1) 42) n(n3-F6n 4-11) 
repere tunt RES 
Gr উন) 
3. নিয়ে প্রদত্ত eaa ॥-তম পদ নির্ণয়পূর্বক প্রথম n পদের সমষ্টি 
নির্ণয় কর £ 
G) 1+(1+2)+(1+2+3)+ - [= HED, л+лш+®)] 
.(ü) 12242,32 43.42 4,524... 
[উঃ п(п+1)2; vsn(n--1)(n4-2)(8n--5) 
(іі) 13-3.5--57--79--.- [98 (@n-1)(2n+1); jn(4ns+6n—1) 
(iv) 1.2.3--2.3.5-Һ3.5.7-. [উঠ n(n+1)@n+1); 87077205049) 


(v) 1+3+6+10+--. [উঃ тт, }л(л +1)(л+9) 
(vi) 1+4+10+22+-.-. [উঃ 8:2৮--92 7 g.9"—9n—8 

4. G) প্রথম (2п+1) পদের সমষ্টি নির্ণয় 94: 1-3+5-7+ 
[উঃ 92541 


* (0) প্রথম (3n--2) পদের সমষ্টি নির্ণয় কর : 
1+2-3+4+5-6+7+8—9+-. . [8t (1042) 
(5. (0 যে অখণ্ড সংখ্যাগুলি ART এবং যাহাদের মান 39 এবং 17823 এর 
মধ্যে অবস্থিত তাহাদের সমষ্ট নির্ণয় কর। 


[3fres 71484994, .. 4188" এর সমষ্টি নির্ণয় করিতে হইবে |] 
Gi) যে 549 পূর্ণবর্গ সংখ্যাপগুলি 90. এবং 890 এর মধ্যে অবস্থিত 


তাহাদের সমষ্ট নির্ণয় কর। [উঃ (G) 792988; (i) 8210] 
6. (0 প্রথম % পদের শ্রেণীফল (зит ) নির্ণয় কর : 
7-877--777-Е... ৬১৬ uS Or শা, 
І (сің সমষ্টি =7(1+-1141114:-- 2. eee ॥-তম 6564) 
=3(9+99+9994... .. ..п-а পদ পর্যন্ত) 


=51(10-1) + (102-1) +(105_1)+..- + এইরূপ n-zx দল পর্বস্ত } 
e din _9)-501010%-1)_ 
₹51104-10541054...4-10%) т = [Sea п] 


— এরা” 
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(ü) m পদের সমষ্টি নির্ণয় কর £ 
5+55+555+5555+ --- 
94-99 4-999 + 9999 + 
[উঃ 81501071077) ; n-3(-107)] 
7. [সমান্তর-গুণোত্তর মিশ্র শ্রেণী ( Arithmetico-Geometric 
Series ) ] 
(i) প্রথম ॥ পদের শ্রেণীফল নির্ণয় কর £ 


1-c2x-3x3*-d 4x9 Ree e 
[লক্ষ্য করা যার 1, 2, 3.2... সমান্তর প্রগতিতে ARX х?,х*,...... গুণোত্তর প্রগতিতে 
অবস্থিত। নেই কারণেই 545 শ্রেণীকে সমাস্তর-গুণোত্বর মিশ্র শ্রেণী বল! হয়। 


441414 Sy—1-2x-8x'-F4x*-R 2. +пх"тї; 
(নাঃ অনুপাত x দ্বারা গুণ করিয়া) х.5,- XHIEX + o +I[n-—l)xn"14-nx" 
বিয়োগ দ্বারা, (1-x)S,=1+ x+ x" 12200 Haten" 
l-g" 
= -nx" 
ж 
l-x" nx" 
Sfr БАКЕ" ] 
(i) m পদের শ্রেণীফল নির্ণয় কর £ 
1--3.4-5.42-Һ7.48--.- oe [উঃ 81067-5)4715]] 
8. (i) শ্রেণীফল নির্ণয় কর 
124-2951322427254%24৫5-8 


[fafa শ্রেণীফল s ধরিলে s(1 -9)-1+8-+6১4--1 (27105787712 
ধরা হইল 51478১7১৯77 (9n- 10 ; 

তাহা হইলে ৪1 —x) —1--2x-- 2x? 4---- 2x"? > (2n— 1)x* 
2210-9 т (2n—1)x" 

02 

2(1-х") 14 (9n— e mE 

(1-x)* (=x) 1-x 


PELLI 


(ü) শ্রেণীফল নির্ণয় কর £' 
a+(a+d)r+(a+2d)r2+- -еп-%Я পদ 448 


. HG 1а p dr- 54 
[উঃ m $ т y m ЕТТЕ 
9. নিয়ে প্রদত্ত শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় কর £ 
(1) 2.5.8.HL5.8.11-F8.1L14-F = = %-তম পদ 449 
(i) 15+26+37+ >.“ өз cte %-তম পদ পৰন্ত 
(ш) 12.2--22.3--3?.44- ee пе পদ পৰ্যন্ত 


(iv) 12.3+4.5.6+7.8.9+ EE пед পদ পৰন্ত 
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CORE зан уа প্র পর 


G) Lala. 00 o কাম ғ 


(vii) тала да дады" toot তম পদ পযন্ত 


| এখানে z, = ebbe) remet 1 | 


r+ G+ r (+12 
[উঃ (i) 1.(9л-1)(8п--2)8л--5)(8п--8 +2@; 


(8) Фл(п--1)(9л--19); (іі) ranln+1)(n+2)(3n+1) 5 
(v) gn(n+1)(8n+1)(8n-2); (v) রা 

E п(4п+5) š s т(п--9) 

0D Son) On) ° Ne) e] 


39. ‘অসীম গুণোত্তর শ্রেণী বা Infinite Geometric Series. 


БАЛ 2 মনে করা যাক: 18) 22, Ха... » 2", ** } একাট প্রদত্ত অন;র্লম 
বা Sequence. এই অন;ক্রমের পদগনুলি দ্বারা নিয়বাঁণত উপায়ে অপর একটি 
অনুক্ৰম গঠন করা যায়! যথা__ 


151, 5а. Sa u 25 5, b 
যেখানে 51-х1,54-Х1--х2, Sg 7541742743১ 77 


бді Еа Еа 172৮৯ 3 д, 25345 


এই শেষোক্ত অনুক্রমটিকে আমরা সাধারণত একটি প্রতীক 41 symbol ছার! 
প্রকাশ করি। প্রতীকটি হইল এইরূপ 


хы аха Еа е Нн 
বা Зх, বা কেবলমাত্র Zn. 


এইরূপ প্রতীক 41 symbole আমরা বলি অসীম শ্রেণী বা Infinite 
Series; x, কে বলা! হয় অসীম শ্রেণীর ॥-তম পদ এবং 5, কে বল! হয় অসীম 
শ্রেণীর %-তম আংশিক যোগফল বা nth partial sum. 


Әй 1. অনুক্ৰম 11, 12422, 12422432, +" ; 
12+22+. n2, } কে 


È el EDGE. лае এই অসীম শ্ৰেণী দ্বার প্রকাশ 
কর! যার। 
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Әт. 2. অসীম cq শ্রেণীর একটি উদাহরণ হইল £ 
eX mor MEME Үгү 
2, FE Itt tunt 


ইহার %তম আংশিক যোগফল হইল 14545 фаз йи, 
1947: এইস্থলে ইহা জোরের সহিত বলা প্রয়োজন যে 3 x. একটি প্রতীক 


22 2"-1 
ব্যতিরেকে আর কিছু নহে। এইরূপ প্রতীকের আদৌ কোন তাৎপর্য আছে কিনা 
তাহাই আমাদের (4841 কেন না আমরা জানি যে যোগক্রিয়া বা Summation 
একটি garte ( well-defined ) efawi—2 বা যে কোন নিৰ্দিষ্ট সংখ্যক 
পদের মধ্যে সর্বদাই এই প্রক্রিয়া প্রযোজ্য এবং প্রক্রিয়ার ফলস্বরূপ কেবলমাত্র একটি 
নির্দিষ্ট মানই বর্তমান। এই কারণেই 51, 52, 58, s Sm "** ইহাদের প্রত্যেকের 
একটি করিয়া নির্দিষ্ট মান আছে। কারণ ইহারা প্রত্যেকে সীমাবদ্ধ সংখ্যক 
পদের সমষ্টি 

কিন্ত Es, এই প্রতীক ছারা কোন নির্দিষ্ট যোগফল পাওয়া সম্ভব নয়, কারণ 


অসীম সংখ্যক পদের যোগ প্রক্রিয়া একটি অসংজ্ঞাত (undefined) ব্যাপার 
_ প্রকুতপক্ষেইইহা একটি অর্থহীন ব্যাপার যদি না অসীম শ্রেণীর ক্ষেত্রে যোগফল 
কথাটি সাধারণ যে যোগ প্রক্রিয়া বুঝায় তাহা! ভিন্ন অন্ত কোন বিশেষ অর্থে প্রয়োগ 
করা হয়। бая আলোচনার মাধ্যমে ইহাই প্রতিপন্ন হইবে যে বাস্তবিকপক্ষেই 
অসীম শ্রেণীর ক্ষেত্রে “যোগফল” শব্দটির একটি বিশেষ অর্থ আছে। 

অগীম শ্রেণীর “যোগফল” সম্পর্কে একটি সুস্পষ্ট ধারণা হইবে, যদি নিয়ে প্রদত্ত 
উদ্ণাহরণটি সাবধানে অনুধাবন করা যায় £ 


ТЕАТ AE TM е 
০০7৯ Toss 
এই অসীম গুণোত্তর শ্রেণীটির কি কিছু যোগফল আছে? যদি থাকে, সেই যে/গফলটি 
কত? 
এই অসীম শ্রেণীটির আংশিক যোগফলসমূহ হইল £ 
1 1 
51-1,54-1%:.54-142 42» 
TREAT o wast. 
$,-14i taie 


গুণোত্তর প্রগতির £সংখ্যক পদের যোগফলের সুত্র হইতে সহজেই লেখা যায় 
$, 21-8 -20- Ql. 
FAA. 
এক্ষণে লক্ষ্য করা যায় যে ॥ এর মান যত বৃহত্তর হইবে, (1)" এর মান তত 
жаза হইবে এবং প্রকৃতপক্ষে n এর সকল পর্যাপ্ত বৃহৎ মানের জন্য (for 
6 [AL] 
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all sufficiently large values of n); (2)" এবং 0 ( 4 ) এর সাংখ্যমাঁনের 
পার্থক্য হইবে পূর্ব-নির্ধারিত ও ইচ্ছামত নির্বাচিত যে কোন CEN ধনাত্মক সংখ্যা 
হুইতেও тая | 

[The numerical difference in value of (3)" and the number zero 
can be made less than any pre-assigned and arbitrarily chosen 
positive number, for all sufficiently large values of п.) 

এই ভাবটিকেই সংক্ষেপে নিয় প্রকারে লেখা হয় 2 

lim (%)" -0 

[ ইহাকে এইভাবে পড়িতে হইবে £ п এর মান অসীমের দিকে ঝুঁকিলে (3)" 
এর মানের সীমা হইবে ^J ব! limit of (2)", as n tends to infinity, 
is zero. ] 

ফলত এখন S, এর সীমাস্থ মান 2, অর্থাৎ lim 5,22. 


ইহার অর্থ, n এর সকল পর্যাপ্ত বৃহৎ মানের ক্ষেত্রে S, এবং 2 এর সাংখ্যমান- 
পার্থক্য ূর্ব-নির্ধারিত এবং ইচ্ছামত নির্বাচিত যে কোন wa ধনসংখ্য| হইতেও RRIA | 
দেখ। গেল, আংশিক যোগফল S, এর সীমাস্থ মান 2; যখন CASS 
{5,, Sa 5 S, "l এর সীমাস্থ মানস্বরূপ এইরূপ একটি নির্দিষ্ট সংখ্যা পাওয়া 


ww, তখন বলা হয় যে S Slo, এই অসীম শ্রেণীর একটি যোগফল বর্তমান এবং 
Ф যোগফল হইল 2) তখন লেখা হয়ঃ 
জর বার্ন 
2-1+2+78+7 eut 


যখন কোন অসীম শ্রেণীর উপরে বর্ণিত অর্থে একটি নির্দিষ্ট যোগফল থাকে, তখন 
Ф শ্রেণীটিকে বল! হয় অভিসারী (Convergent ) এবং 0490 এ যোগফলের 
অভিমুখী হয় (the series converges to that SUM); তাহা না হইলে 
শ্রেণীটি অপসারী ( Divergent ) এবং উহার কোন যোগফল 419 | 

দৃষ্টান্ত হিসাবে নিয়লিখিত শ্রেণীটির বিবেচনা করা যাক £ 


Š п=1+2+3+4+ tnt: 
ইহার nex আংশিক যোগফল ৩৮112+3+77+8-67) ; n এর 


মান যত বৃদ্ধি পাইতে থাকে, 5,6 তত বৃদ্ধি পাইতে থাকে এবং প্রকৃতপক্ষে, n এর 
সকল পর্যাপ্ত বৃহৎ মানগুলির ক্ষেত্রে 5, এর মান, যে কোন বৃহৎ ধনাত্মক সংখ্যা উল্লেখ 
করা হোক না কেন, তাহা! অপেক্ষা বৃহত্তর হয় এবং বৃহত্তর থাঁকে। অন্য কথায় 
বল! যায় যে n অসীমের দিকে ঝুঁকিলে S, কোন নির্দিষ্ট মানের দিকে অগ্রসর হয় না, 
অর্থাৎ, অসীম শ্রেণীটি অভিসারী নহে এবং ফলস্বরূপ 04404 কোন যোগফল নাই। 


অসীম গুণোতর প্রগতি 83 


অসাম 924183 প্রগতি (Infinite Gsometric Progression ) 
নিয়পিখিত অসীম গুণোত্বর শ্রেণীটি сава! কর! হইবে £ 


E been eer TIF o (=D) 
দেখা যায়, ইহার %তম আংশিক যোগফল 7 
৩৮177175170 eere IU i 


এখন যদি —l«r«l হয়, তবে প্রমাণ কর! যায় যে % এর মান যত বৃহৎ হইতে 
বৃহত্তর হয়, r" এর মান ততই ক্ষুদ্র হইতে PII হয় এবং, প্রকৃতপক্ষে % এর 
সকল পর্যাপ্ত বৃহৎ মানের জন্য ৮" এর সাংখ্যমান এবং 0'র পার্থক্য পূর্ব-নির্ধারিত 
যে কোন ক্ষুদ্র ধনসংখা। হইতেও ছোট । অন্য কথায়, 

Jim 7"=0, যদি —1«r«1 


ফলস্বরূপ lim ৩০3৫ যদি —1<г<1) এবং 221 একটি নির্দিষ্ট সংখ্য! 1 


এইভাবে দেখা গেল অনীম শ্রেণী Ur অভিনারী এবং উহার একটি যোগফল 
আছে, উহা Sus অর্থাৎ Sr"-1= 1. Я4Ң-1<у<1 
l-r n=1 l-r 


pem শ্রেণী LU এর “д পর্যন্ত যোগফল’ qi sum to 


infinityও বল! হয়। 

কিন্ত যদি 7১৯] q| r< —1 হয়, তবে n এর সকল পর্যাপ্ত বৃহৎ মানের জন্য r" এর 
সাংখ্যমান যে কোন ধনসংখ্যা অপেক্ষা বৃহত্তর হয় এবং Q ধনসংখ্যা অপেক্ষা বৃহত্তর 
থাকে, অর্থাৎ n অপীমের অভিমুখে ঝুঁকিলে r" কোন নির্দিষ্ট সংখ্যার অভিমুখে অগ্রসর 
হয় না। ফলত ॥ অদীমের অভিমুখে চলিলে 5, কোন নির্দিষ্ট সংখ্যার অভিমুখে 


অগ্রসর হয় না, এবং এইজন্য অনীম শ্রেণী me অভিদারী নহে এবং ইহার কৌন 
যোগফল নাই, (যদি 130 যদি r< —1 হয়) 
স্মরণ রাখা বিধেয়? $=], যদি -1<г<1, 


এবং Xar'-i-.^ s w-1«r«l 
"=1 1-7 


এই чна প্রয়োগ করিয়৷ ইহ! প্রতিষ্ঠত কর! যায় যে পৌনঃপুনিক দশমিক 
ভগ্নাংখকে এক অপেক্ষা ক্ষু্রতর সাধারণ অন্থপাঁতবিশিষ্ট অসীম 04/94 শ্রেণীরূপে 
লেখা যায় এবং তখন তাহার! 477 ভগ্নাংশের আকারে ( বা rational number এ) 
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উদ্বাঃ (Gi) :à—:44444 “ 
—'44-04-4-004 4- 0004 4- 


হারের 
71010: ios * 194 * 
F denar d TUT n EET ET. 
= iso алма. ] 
= pa অসীম গুণোত্তর প্রগতির অসীম 


aca 
পর্যন্ত যোগফল — xl 


- যাহা একটি মুল সংখ্যা। 
Gi) 6:30%-6:305 305 305 305 
-6+:3054:0003054+ 
6.305 305, 305 

=6+ 18+ ios tios 

গা Det ТШ “| 


ই na s 


ER 108 "106 


1 
6 X ( অসীম গুণোতর প্রগতির যোগফল লইয়া) 


= 64 305 „1000 
61000099 


305 


76999 


ইহা! একটি enr HSAN 1 


estere ІП(Е) 
1. নিম্নলিখিত অসীম গুণোত্বর শ্রেণীগুলির যোগফল নির্ণয় 44: 
G) 1+4+4+3+ .. en .. 
Gi) -itirir с 
(ш) 48-36--27-204-- 
РЕТТЕ 
Ж 
(0 1+ аты 
[উঃ () 2; (Н) 1; (ін) 97%; (i) 4; (у) 26 


2. баата পৌনঃপুনিক দশমিকগুলিকে মূলদ সংখ্যারপে প্রকাশ 94: 


() 03. Gi) 042. (іш) 0218. (iv) 010. 
(v) 142. (уі) 609. (vii) 07896. 
[উঃ () p Gi) Xo; Gü) Әй) 0: (9) 148: (vi) 6rr; (vii) 48.1 


প্রশ্নমাল! ТЩ(Е) 85 
3. G) যদি | <| <1(5454М4-1<х<1)%%, তবে প্রমাণ কর যে 


৮৪769785244 ০1 mr 1+2 
l1+2x+4x2-+6x%+8x*-- s. à 
(ü) প্রমাণ কর যে 
(2+ /3)+1+(2— /3)+ 2০৮৮৯465743 43) 
(ii) অসীম 44% যোগফল নিণয় 94: 
l+3x-+7x2+15x%-- зе যেখানে | z | <š. 
(в কর] 
;(1— 2x) 
а. titit ce сз ++ এই অসীম গুণোত্তর শ্রেণীর কমপক্ষে 
কতগুলি পদ লইলে তাহাদের যোগফল শ্রেণীটির অসীম পর্যন্ত যোগফল ।অপেক্ষা 
1078 কম হইবে? [উঃ 10] 
5. একটি দোলকের {ЯЗ (pendulum bob) পর পর দোলনের সময় যে 
দূরত্বগুলি অতিক্রম করে তাহার! যথাক্রমে (16,12,9, + pon মি. এই 


গুণোত্বর প্রগতিতে আছে। পিওটি থামিবার পূর্বে মোট কত দুরত্ব অতিক্রম করে 
তাহ। নির্ণয় কর.। [উঃ біся fa T 

6. (i) কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম দুইটি পদের যোগফল $ এবং শ্রেণীটির 
অসীম পযন্ত যোগফল Q; যদি এইরূপ ঘটে যে শ্রেণীটি যতই বিস্তৃত হয় উহার 


পাগুলির মান ততই হ্রাস পায়, তাহ! হইলে শ্রেণীটির প্রথম তিনটি পদ নির্ণয় 441 
[উঃ 914,878 বা 38৮ 71519) 


(i) কোন অগীম_গুণোত্তর শ্রেণীর সাধারণ অনুপাত + এর সাংখামান 1 অপেক্ষ! 
FADA ; প্রমাণ কর যে শ্রেণীটির যে কোন পদ এবং এই পদের পরবর্তী সমুদয় পদের 
যোগফলের অনুপাত হইল (1.7) : у, 

(7) কোন wp গুণোত্তর শ্রেণীর প্রত্যেক পদ, এই পদের পরবর্তী সমুদয় 


পদের যোগফলের (84941 শ্রেণীটির প্রথম পদ 2 হইলে শ্রেণীটি নির্ণয় কর । 
[উঃ 9, 2/8, 919, = 


т. G) একটি কণ! প্রথম মিনিটে 20 মিটার, দ্বিতীয় মিনিটে 19 মিটার, 
তৃতীয় মিনিটে 1845 মিটার, এইভাবে চলিতেছে এবং দুরত্বগুলি গুণোত্তর শ্রেণীতে 
আছে। যাহা অতিক্রম করিতে পারিবে না, অধিকপক্ষে এমন কি দুরত্ব কণাটি 
চলিতে পারে ? [উঃ 400 মিটার ] 

(i) কতিপয় অদীম গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পাগুলি যথাক্রমে 1) 2, 3১:১7 
এবং উহাদের সাধারণ অঙ্ুপাতগুলি যথাক্রমে 1, 1, 4, +, Au ; যদি শ্রেণীগুলির 
অসীম পর্যন্ত যোগফলগমৃহ যথাক্রমে, 51, 58, '"* *** Sp হয় তবে প্রমাণ কর যে 

5, Sr=b(p+3): | 
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8. (i) কোন অসীম গুণোত্বর শ্রেণীর অসীম পর্যন্ত যোগফল 2 এবং শ্রেণীটির 
পদগুলিয় বর্গের যোগফল $ ; প্রথম পদটি নির্ণয় কর। [উঃ 8/8] 
(4) দুইটি অসীম গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পদ দুইটি একই সংখ্যা। যদি উহাদের 
সাধারণ অনুপাত দুইটি যথাক্রমে 0:85 এবং 0:55 হয় তবে দেখাও যে প্রথম শ্রেণীটির 


শ্রেণীফল দ্বিতীয়টির শ্রেণীফলের তিনগুণ | 
9. নিম্নের প্রতি ক্ষেত্রে যদি অসীম পর্যন্ত যোগফল থাকে তবে উহাদের নির্ণয় কর £ 


(i) A Ata at 
(ü) 1+1+1+1+ 
(ш) %--1--3-- 
(iv) 09--0:81--0:729-- 
০18 
[উঃ G) 42; (0) যোগফল নাই; (Hi) যোগফল নাই; (у) 10; (v) 38. ] 
3:10. বিপরীত প্র গতি (Harmonic Progressions ) 
সংজ্ঞা ঃ সংখ্যার কোন অনুক্রম যথা {ro xa, 4৪১ U, Lm **'} এর 
Жү, Хау ву “9, Хау“ প্রভাত পদসমূহের অন্যোন্যকগীল ( reciprocals ) যাদ 
জমান্তর প্রগতিতে থাকে, তবে বলা হইবে Ф senex বিপরীত প্রগতিতে 
আছে। বিপরাতক্লমে, কোন অননুক্মের ебә А. P.তে থাকলে উহাদের 
অন্যোন্যক দ্বারা গঠিত অন;ক্রমাট বিপরীত প্রগাঁত (Н. P.)তে থাকিবে 1 


Sel. 1. Ü, Lob %% о cd বিপরীত প্রগতিতে আছে, কারণ 
উহাদের অন্যোন্যকের অনুক্ৰম 12, 4, 6, 8, 10... .-) সমাস্তর প্রগতিতে 1 
ЗИ. 2. যদি {a b, c) Н. চ,তে হয় তবে, (БЕЛ А. P. তে 
abc 


এবং বিপরীতক্রমে, бад А. Р.с হইলে (a, b, c] H. P.ta থাকিবে 1 


উদ, 3. তিনটি রাশি 41а, ৮, с Н. Р.с® অবস্থিত হইবে, যদি এবং 
কেবল যদি a :০-(৫-%): (b—c) হয়। 
সমাধান £ প্রথম ধাপ: মনে কর! হইল a,b,c Н. Pca আছে। তাহ! 


হইলে э অনুসারে 1, E A. P. তে আছে। 
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দ্বিতীয় ধাপঃ মনে করা যাক a,b,c এই তিনটি রাশির মধ্যে SP o এই 


তাহা হইলে, 200—6, ৰা, 1--8-1 


a, b, c H. P.তে অবস্থিত। 
মন্তব্য ( Observations ) | H. P. সংক্রান্ত গ্রশ্নগুলি সমাধানের সাধারণ রীতি 
হইল, উহার পদগুলি উণ্টাইয়| সংশ্লিষ্ট A. P.টি গঠন করা এবং A. ৮.টির ধর্মগুলি 


প্রয়োগ করা 
যেমন মনে করি, [Ls s os) H. P:তে আছে। তাহা হইলে 


а at2b 
সংজ্ঞা অনুসারে, 
(0, a+b, a--2b,  - } A. P.তে থাকিবে এবং এই A. P.q mex পদ 


=a+(n-1)b; 
267; : 25-37% 
awat সংশ্লিষ্ট H. P.a nex পদ হইল এ 
H. P.তে অবস্থিত যেকোন সংখ্যক পদের সমষ্টি নির্ণয়ের কোন সাধারণ TA নাই। 


বিপরীত মধ্যক ( Harmonic Mean ) 
1. দুইটি প্রদত্ত রাশি а এবং b এর মধ্যে বিপরীত মধ্যকটি নির্ণয় 


করিতে হইবে £ 
ধরা যাক্‌ а এবং b এর বিপরীত үм (Н. M.) Н; তাহা হইলে a, H, b 


বিপরীত গ্রগতিতে আছে; স্থৃতরাং Li % 1 সমান্তর প্রগতিতে আছে। 


1.1.1 1 

Hob 

পুরি 81:58:44 
аа ныне Ет 


আরও সাধারণভাবে H. M. নির্ণয় £ 
Spi. 4. 7 এবং 1 এর মধ্যে 40টি বিপরীত মধ্যক বসাও। 
এখানে সংশ্লিষ্ট A.P.টির প্রথম পদ 1 এবং 42তম পদ হইল 6. ধর! যাক্‌ 
সাধারণ অন্তর d; তাহা হইলে 
6=++414, বা d= 
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C. poem 6 এর মধ্যে 40টি সমান্তর মধ্যক হইল 


2, Я, ът ০81 ғ 
স্থতরাঁং নির্ণেয় নিত মধ্যকগ্তলি হইল 
Shi 


Әт. 5. দুইটি ধনাত্মক ও পরস্পর ভিন্ন (distinct) রাশি x এবং у 
দেওয়। আছে। উহাদের জমান্তর মধ্যক, গুণোত্তর মধ্যক এবং বিপরীত মধ্যক 
যথাক্রমে А, G, Н হইলে প্রমাণ কর যে 

() АН-6% এবং (i) A2G-H 
এখানে :2-579, G= Jxy =>» 


жб». 8৮5 2 
"Re AH= ATE Mg G 
আবার, A-GOETA- у= x- dye 


(514 ও y ধনাত্মকও ভিন্ন) 
১১:১৮ 


= д ШЕ) 
এবং G-H= Jxy— oc gp eir- 2 xy) 


= 2 /%- чні (4:5৩) নাক aot) 


А Lue 
wes A>G>H 


х=у হইলে A, G, H এর মানগুলি হইতে সহজেই দেখা যায় যে А-С-Н 
SS যে কোন দুইটি ধনাত্মক রাশির ক্ষেত্রে А>С>Н. 


প্রঙ্গস্মালা IIG) 
1. নিয়ে প্রদত্ত অনুক্রমগ্ুলি (sequences) কি বিপরীত গ্রগতিতে আছে? 
উত্তরের স্বপক্ষে যুক্তি দাও £ 
OEE ALS oe 9 8) $46. 
(üi) Yo f» $e Есу жері (іу) (2515-54; 2) 
[উঃ G) 4; G) xu) £5 হা] 
2. Пан বিপরীত প্রগতিটির 15তম পদ নির্ণয় 24: 


-% 


fht р Ұрлаған ГР [উঃ 1/46] 
3. (i) $ এবং 4 এর এবং (i) a+b ও аЬ এর ТЕ মধ্যক কিকি? 
| উঃ 0) 83307) 2 = = 1 


4. (9 «m Ək এর মধ্যে চারিটি বিপরীত মধ্যক বসাও। 


. extat ІШ(С) 89 


(ü) 10 এবং 20 এর মধ্যে তিনটি বিপরীত মধ্যক 47/8 | 
[উঃ () 1/16, 1/28, 1/40, 1/52; (ii) 80/7, 40/8, 16] 


5. কোন বস্তু ॥ সমবেগে X বিন্দু হইতে Y বিন্দুতে যাইয়! v সমবেগে আবার 
X বিন্দুতে ফিরিয়া আসিল। দেখাও যে যাতায়াতের গড় বেগটি & এবং v 'এর 
বিপরীত মধ্যক। 

6. (i) ৭ এবং c এর বিপরীত মধ্যক b হইলে প্রমাণ কর যে 


Bea perge 
(ü) যদি কোন বিপরীত প্রগতির pex, qux এবং 794 "UT যথাক্রমে 
a, b এবং c হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
(6-7)৮০4+0-5 p)ca-- (p — q)ab =0 
(8) কোন বিপরীত প্রগতির mex পদ n এবং %তম পদ т হইলে 
প্রমাণ কর যে এ প্রগতির (тп) т = (mn)l(m- n). š н 
7. () % এবং » এর গুণোত্তর এবং বিপরীত 504 যথাক্রমে 12 এবং 96 
হইলে x এবং y AR কর। [উঃ x=24, у-61 
Gi) а এবং Рея HM. :a এবং 7 এর С.М.-12:193; প্রমাণ 
কর যে ৫ এবং b যথাক্রমে 4 এবং 9 এর অন্থুপাতে আছে। 
8. দুইটি রাশির মধ্যবর্তী দুইটি catu: মধ্যক А, Az; দুইটি গুণোত্তর 
মধ্যক 05 Ga; এবং দুইটি বিপরীত মধ্যক Hy, Наз তাহা হইলে প্ৰমাণ কর যে 
0109 _ Ait As, 


H,Hg Н,-ҒН; 
পরীক্ষামুলক প্রশ্নাবলী ( TEST PAPERS ) 
(5542 ‘এক ঘণ্টা ) 

1. দুইটি সমান্তর প্রগতির (A.P.) প্রথম ॥-সংখ্যক পদের যোগকলদ্বয়ের অন্থপাত 
যদি 7n-bl:4n--27 হয়, তাহা হইলে প্রমাণ কর যে ওঁ দুইটি প্রগতির একাদশ 
পদদ্বয়ের অনুপাত হইবে 4: 3. 

2. দুইটি সংখ্যার মধ্যে যুগ সংখ্যক সমাস্তর মধ্যক সংস্থাপন করা হইল। 
সংখ্যা দুইটির যোগফল 21 মধ/কসমূহের যোগফল তাহাদের সংখা অপেক্ষা মাত্র 
এক অধিক। মোট কতটি মধ্যক সংস্থাপন কর! হইয়াছিল ? 

3. একটি সমাস্তর প্রগতির (A.P.) %-দংখ্যক পদের যোগফলের সহিত এ 
প্রগতির %-সংখ্যক পদের যোগফলের অনুপাত m? : n? হইলে, প্রমাণ কর যে 

ও অমান্তর প্রগতির ms পদ 2m—1 
উহার %তম পদ 2п—1 

4. গুণোত্তর প্রগতিতে রহিয়াছে এমন তিনটি সংখ্যার যোগফল 38 এবং 
গুণফল 1728 হইলে সংখ্যাত্রয় নির্ণয় কর। 
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5. অসীম শ্রেণী. (nr এর “অসীম পর্যন্ত যোগফল” (sum to infinity 


কে যদি S, 431 নির্দেশ করা হয় এবং যদি 5৮1 72472-7894... 
হয়, তাহ! হইলে প্রমাণ কর যে 
$ь-Ез5›=2$а,. 

6. কোন গুণোত্তর প্রগতির প্রথম পদ а এবং সাধারণ অনুপাত 7; যদি এ 
প্রগতির 2%-সংখযক পদের সমষ্টি অপর আর একটি গুণোত্র প্রগতির ( যাহার প্রথম 
পদ্দ b এবং সাধারণ অনুপাত r2) %-সংখ্যক পদের সমষ্টির সমান হয়, তাহ! হইলে 
দেখাও যে 

b — প্রথম প্রগতির প্রথম দুইটি পদের যোগফল 1 
7. a এবং b এর সমান্তর মধ্যক উহাদের গুণোতর মধ্যকের দ্বিগুণ হইলে 
প্রমাণ কর যে 
a:b=2+ /3:2— J3. · 
8. নিয়লিখিত অসীম শ্রেণীর যোগফল নির্ণয় কর £__ 
1--(L-4-b)r -(12- b--b2)72 -(1-- b 4-52 42 53):3 +... 
যেখানে r এবং b উভয়ই ধনাত্মক প্রকৃত বা proper ভগ্নাংশ | 

9. যদি কোন aaea প্রগতির ॥তম, qux 7তম ও sq পদসমূহ 
গুণোত্তর প্রগতিতে থাকে, তাহা হইলে প্রমাণ কর যে ০-৫, 9-7, r —s এই সংখ্যা 
তিনটিও গুণোত্তর প্রগতিতে রহিয়াছে। 

10. যেই শ্রেণীর ॥তম পদ 2]-1-R8n3 6n? সেই শ্রেণীর ॥-সংখ্যক পদের 
যোগফল কত হইবে তাহা নির্ণয় কর। 

[উঃ 2. 12, 4. 8, 12,18. 8. 1/(1-r)(1-br). 10. 2^— 1--n(n4-1)(8n? — 1). ] 
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জটিল সংখ্যা 
( COMPLEX NUMBERS )- 


41. Ба 

পূর্ববর্তী অধ্যায়ে অখণ্ড সংখ্যামগ্ুল ( system of integers ) গঠন এবং উহার 
বিস্তৃতি лт সংখ্যামগুলের মাধ্যমে বাস্তব সংখ্যামণ্ডল 45% সংখ্যার ক্রমবিকাশ, 
4441 কর! হইছাঁছে। সেখানে এই কথা উল্লেখ করা! হইয়াছে যে এমন কোন বাস্তব 
সংখ্যা নাই যাহার বর্গ খণাত্মক হইতে পারে; সুতরাং х এর এমন কোন বাস্তব মান: 
নাই যাহা х?+1=0 সমীকরণকে সিদ্ধ করিতে পারে। সম্ভবতঃ Euler 
(1707-1783)8 হইলেন প্রথম গণিতবিদ্‌ যিনি e= —1 এই অর্থে /_] এর 
পরিবর্তে i প্রতীকের প্রবর্তন করেন এবং а এবং b কে বাস্তব সংখ্যা «fast a +ib 
আকারের প্রতীককে জটিল সংখ্যা, (complex numbers) বলা হইল। জটিল 
সংখ্যার এইরূপ প্রবর্তনের সঙ্গে সঙ্গে নান! কৌতুহলজনক সিদ্ধান্তের উৎপত্তি হইল। 


= JI-1, কিন্তু ইতিপূর্বে ধরা হইয়াছে 1:= —1; তবে কি ইহা সত্য যে 
12-1? Gauss (1777—1855) এবং Hamilton (1805 -1865)g নিখুত 
যুক্তিদশ্মত ভিত্তির উপর জটিল সংখ্যার ধারণাকে প্রতিষ্ঠিত করেন। বর্তমান অধ্যায়ে 
প্রচলিত দৃষ্টিকোণ হইতে че করিয়া জটিল গংখ্যার বীজগণিত (algebra of 
complex numbers) বলিতে যাহ! বুঝায় সে সম্পর্কে সংক্ষিপ্ত বিবরণ দেওয়া 
হুইবে। যথাযথ যুক্তিপূৰ্ণ আলোচনার wes হইতে জটিল সংখ্যার সংজ্ঞা হিসাবে 
বলিতে হয়, জটিল সংখ্য! হইল ক্ৰম অনুলারে সজ্জিত বাস্তব সংখগাধুগল ( ordered 
pair of real numbers)! কিন্তু এইরূপ আলোচনা বর্তমান গ্রন্থের বিষয়বস্তুর 
বহিভূর্ত। আগ্রহী ছাত্রছাত্রীদের পরবর্তী উচ্চতর পাঠক্রমে এই প্রকার আলোচনার, 
সহিত পরিচয় ঘটিবে। 


42. জটিল সংখ্যা ( Complex numbers ) $ প্রচলিত দৃষ্টিকোণ (A 
traditional approach ) 
সংজ্ঞা । аі, যেখানে а এবং b বাস্তব সংখ্যা, এই আকারের প্রতীক 
(symbol ) জাটল সংখ্যা বলয়া পাঁরাচত з ইহাকে সাধারণতঃ একটি অক্ষর 
হ দ্বারা নির্দেশ করা হয় ॥ 2-4+% এর অন্তর্গত বাস্তব সংখ্যা а কে ইহার: 
বাস্তব অংশ (real part) এবং বাস্তব সংখ্যা b কে ইহার কাল্পনিক অংশ 
(imaginary part ) বলা zu! RRN লেখা যায় যে а= К z এবং b—Im 
9]. 
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23 আপাততঃ প্রতীক % কে অংশ দুইটির পৃথকীকরণের প্রতীক মাত্র হিসাবে গণ্য 
কাঁরতে হইবে 1 

দুইটি জটিল সংখ্যার sel; দুইটি ভটিল সংখ্যা atib এবং c+id 
(যেখানে a, b, c, সকলে বাস্তব ) কে সমান বল! হইবে, যদি এবং কেবলমাত্র 
যদি একটির বাস্তব এবং কাল্পনিক অংশহয় অপরটির বাঁন্তৰ ও কাল্পনিক অংশ দুইটির 

সহিত যথাক্রমে সমান হয়, অর্থাৎ যদি এবং কেবলমাত্র যদি a= c এবং b=d হয়। 
জটিল অংখ্যাসমূহের মৌলিক fai (Fundamental operation 
with complex numbers ) : 

(0 যোগ ক্রিয়া (Addition): দুইটি জটিল সংখ্যা, যথা atib এবং 

১০48৫ ( a, b, c, d afaa ) এর যোগক্ষল বলিতে নিয়লিখিত নিয়ম বুঝাইবে £ 
(a ib) - (c id) — (a-- c) ++). 

(а) গুণক্রিয়া (Multiplication); a প্রদত্ত নিয়ম ліс প্রাপ্ত 
ফলকে জটিল সংখ্যাছয়, যথা atib এবং c+id (a, b, c, d প্রত্যেকে বাস্তব) এর 
গুণফল বল! হইবে 2 

(a-Fib)tc-Fid)- (ac — bd)--i(bc -- ad). 

টাক 1. সংজ্ঞা দুইটির তাৎপর্য এই দাঁড়ায় যে যোগ ও গ[ণকিয়ার ক্ষেত্র পর্যন্ত 
জাঁটল সংখ্যাদ্বয় atib, ০474 বাঁজগাঁণতের পাঁরাচত নিয়মগযীলর অধান--এবমান্র 
যে বিষয়ট racer স্মরণ রাখতে হইবে তাহা হইল ° 

“যখনই! পাওয়া যাইবে, তখনই তাহার পরিবর্তে -1 লিখিতে হইবে |” 

যথা (1-)(2-31)-2-94421-34-2-443-5-і 

2. দুইটি জটিল সংখ্যার যোগফল অথবা গুণফলও একটি জটিল 
HRAJI I 

(іі) জটিল সংখ্যার ঘাত ( Powers of complex numbers ) š 

(a) জটিল সংখ্যার ঘাত ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে উহার অর্থ নিয়রূপ : 

z যদি atiy ( z, у বাস্তব ) আকারের কোন জটিল সংখ. হয় তবে 

z*—n2;z25—£22;2 = ад. তম উৎপাদক পর্যন্ত। 

যেমন (14-25) = (1+ 2) (1 +2) =1+4 +42 =1+4i-4=4; - 3. 

বিশেষত, 18 === - i; it =i.i.ii=12.2=(- 1) (-1)=1; 

i5-iti-li-i; i$-2i$i-ii-it— -1 ইত্যাদি | 

স্মরণ রাখিতে হুইবে ৫ i এর যে কোন ধনাত্মক অখণ্ড ঘাতের মান 
হয় 1, অথব! -і, অথব। 1, অথবা —1. 

যথা, £:০৯$০০-৯৫৪)5০4-(-1)5০.৫-%, 

(b) х-Ну (z, > বাস্তব ) আকারের কোন জটিল সংখ্যা এর ঘাত —n 

( n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ) হইলে উহার অর্থ হইল-_ 
A T 
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দুইটি জটিল সংখ্যার অস্তরফল 93. 


কী i 1 

যেমন, i m тс 153 Ass elg 
көт pU HUMEUR сатте ç 
i লক SE e E t. ais remm 


স্থতরাং এর ঘাত যে কোন খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে উহার মান, 
হয় £ অথবা —1, অথবা! 1, অথবা! -1. 
মন্তব্য ঃ puel সংজ্ঞাগুলৈ হইতে নিয়ালাখত বিষয়গুলি লক্ষ্য করা যায় 2 


(a--0i) + (০7408) (a+c)+ 0; 
(৫70). (с-01)-- ac-- 0i 


সুতরাং যোগ ও 4 ӨЗІ সম্পর্কে ০+0% ধরনের জাটল শাখখ্যা, 79849 বাস্তব 
সংখ্যা এর ঠিক অনুরূপ ফল দর্শায় (অর্থাৎ কেবল a দ্বারা À ক্রিয়া দুইটি সম্পন্ন 
কাঁরলে যে ফল পাওয়া যায়, ৫৭40; দ্বারাও ও একই ফল পাওয়া যায় )। প্রকৃতপক্ষে, 
a যে কোন বাস্তব সংখ্যা হইলে ইহা সর্বদাই ধারয়া লওয়া হইবে যে 


а+0ї=а. 
বিশেষতঃ, 0+0i=0 জটিল সংখ্যাপদ্ধতির শূন্য ; 
14-0i—1 জটিল সংখ্যাপদ্ধতির এক। 

দুইটি জটিল সংখ্যার সমতার সংজ্ঞা হইতে এখন বল! যায় যে 

কোন জটিল সংখ্যার মান শুন্য হইবে, যদি এবং কেবলমাত্র যদি 
উহার বাস্তব এবং কাল্পনিক উভয় অংশই শুন্য ew, অথাৎ а--/0-0--10 
হুইবে যদি а=0 এবং b=0 হুয়। 

হহাও পাওয়! যায় যে 

O0-rib—ib (b বাস্তব )। 

এই আকারের জটিল সংখ্যাকে বিশুদ্ধ কাল্পনিক সংখ্য! ( Pure imaginary 
number ) বলা ® | 

(v) জটিল সংখ্যার ‘নেগেটিভ’ বা AAF অবস্থা (Negative of a 
complex number ) 

যদি z=x+iy (x, y বাস্তব) একটি জটিল সংখ্যা হয়, তবে —х-Ы(—}) 
সংখ্যাকে জটিল সংখ্যা = এর “নেগেটিভ? বা ANAF অবস্থা বলা হইবে এবং 
উহাকে —z প্রতীক দ্বারা উল্লেখ করা EEG | 

যথা —1--3i হইল 1-3; এর খণাত্মক অবস্থ! বা নেগেটিভ। 

(у) দুইটি জটিল সংখ্যার অন্তরফল (Difference of two complex 
numbers ) 

21 এবং za দুইটি জটিল সংখ্যা হইলে উহাদের অস্তরফল বলিতে বুঝাইবে 

21_22=214(- 22) [অৰ্থাৎ гү এর সহিত 22 এর ‘নেগেটিভ’ এর যোগ 7 

যথা, (2410) — (c id) = (а) (с) (a—c)d-i(b — d) 

(a ib) — (a+ ib) — (a--ib)-( ОЕ a)-Fi(b — b) 


90-0 
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(vi) ছুইটি জটিল সংখ্যার মধ্যে sitr (Division of two 


complex number ) · 
যদি 2, এবং za (2240) দুইটি জটিল সংখ্যা হয়, তবে ভাগফল 21/22 হইল 
এমন একটি অনন্য (unique ) জটিল সংখ্যা এ ( অবশ্য যদি এই রকম এ বিদ্যমান 
"থাকে ), যেন z za = 21 
° pis 
Spis ধর! যাক্‌ রিট 
সংজ্ঞা "SCA 
`2-+Е3:= (x-Fiy)(3-- 4i) = (3x — 4y) Hi(3y - 4x) 
দুইটি জটিল রাশির সমতার সংজ্ঞা чула, অর্থাৎ বাস্তব অংশ দুইটিকে সমান 
এবং কাল্পনিক অংশ দুইটিকে সমান লিখিয়৷ পাওয়া যায় 
2-Әх-4у এবং 35443 
সমাধান পূর্বক পাওয়া যায় x—18/25; у= 1/25 
2-3i 18 E. 
3+4 25 25 
এখন কোন জটিল সংখ্যার বিপরীত জটিল সংখ্যা বলিতে কি বুঝায় 
তাহার ধারণা দেওয়া হইবে, এবং তাহার পরই উপরের অনুরূপ ভাগফল নির্ণয়ের 
কার্যকরী নিয়মের কথা বলা হইবে 1 
বিপরীত জটিল সংখ্যা ( Conjugate complex numbers ) 
সংজ্ঞ|। যদি сір হয়, যেখানে x ও y 47754, তবে জাঁটল সংখ্যা x — iy 
( অর্থাৎ প্রদত্ত জাটল সংখ্যার কাল্পনিক অংশের LDS কেবল পাঁরবর্তন করিয়া 
প্রাপ্ত) সংখ্যাকে জটল সংখ্যা এ এর বিপরীত জটিল সংখ্যা বলা হয় এবং উহাকে Z 
-এইরুপ প্রতীক দ্বারা নির্দেশ করা হয়। 
যথা যদি, z= —3-F2i হয় তবে 2--3-24 
উক্ত অংজ্ঞ। হইতে এখন fefto তথ্যগুলি পাওয়া যায় : 
1. ()=2, কারণ z=x+iy হইলে £—x-iy 
এবং x —iy এর বিপরীত জটিল রাশিটি আবার ++) হয়; সুতরাং বলা যায় š 
কোন জটিল সংখ্যার বিপরীত জটিল সংখ্যার বিপরীত হইল মূল 
সংখ্যাটি নিজে। 
2. যদি এ! এবং za দুইটি জটিল সংখ্যা হয় তবে 


(zi za) 2:75 (2122) = 21.23 5 (ауы, 
a! £g 


4770) যেখানে x এবং p 71941 তাহা হইলে 


কারণ, zí=xy+iy, এবং Zg7 X9 d-iyg হইলে (ху, Ха, У,у» সকলে 
4194 ) 
21 182 m (x x2) iyi ya) এবঃ agr বিপরীত জটিল সংখ্যা 
(xi xg) - (yi yg) 
(2, +25) e a — iyi) (ка — iva) =Z: +22. 
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আবার 2729 (29 —)iyə) +i(ziyə--zəy1) 
এবং (2128) (xaxa 7572) 40557545572) 
পুনরায় 2і-лі-іуі এবং ই2= 2-192 বলিয়া 
Eig m (vy —iyi)(zə — ivo) — (19 — 9172) — ilxıya хауа) 
WWW 2122-2122. 
তৃতীয় অংশটিও অগ্ুরূপভাবে প্রতিষ্ঠিত করা যায় ; নতুবা উহাকে নিয় প্রকারেও 
প্রমাণ করা যায়ঃ 
ধর! যাক্‌ রত ; তাহ! হইলে ze 
বা (gens. шеті সা 
বা (=z. 
*2 
3. যদি কোন জটিল সংখ্যা zo x-iy (x, у বাস্তব) হয়, তবে 
স্পষ্টত z+Z=2x এবং 2-2-діу. 
4. যেহেতু 2-2-2х, SI (24২)? বাস্তব | প্রকৃতপক্ষে, 
(z--z)22 0 
যেহেতু 2- EA EN (z —z)2 বাস্তব এবং 


<0, 
কারণ (kn as ә, এবং Ax? ধনাত্মক, যখন ৮৫০ 
2. (2--2)4>0 
এবং (2—2)? ат - 4у), এবং — 4y? ANAF, যখন уж0 
ç 2-2)% 
5. জটিল সংখ্যা x-Riy এবং ইহার বিপরীত জটিল সংখ্যা < — iy এর গুণফল 
হইল +2492 (x, y বাস্তব ) 


দুইটি জটিল সংখ্যার মধ্যে ভাগক্রিয়ার কার্যকরী নিয়ম š 


atib_ 2 [ লব ও হুর উভয়কে হরের বিপরীত জটিল 
с+і (c-id)'c— id) সংখ্যা দ্বার! গুণ করিয়া ] 
= (ac+bd)+i(bc— ad) _ ac-+bd i bc —ad, 
с24-43 monda сафа 
যথা 2-3: (2--3/(3- -4i). 64 1249і-8і 18-4 181,1 
° 3+4 ` (3+ 4:)(3 – 4) 33.42 25 2513 22289 


কা। কোন একটি রাশি x--i» কে বাস্তব রাশিতে পাঁরণত কারবার জন্য 
7. ইহাকে ইহার বিপরীত জল রাশির দ্বারা গুণ করিতে হইবে এবং ইহার জন্য অগ্কাটর 
| মধ্যে প্রয়োজনীয় যে কার্য করা দরকার তাহা করিতে হইবে 1 
| উপরে প্রদশিত পদ্ধতিতে হরাটকে বাস্তব রাশিতে 9445 করা ছিল উদ্দেশ্য এবং 
সেইজন্য হরটির বিপরীত জটিল রাশির দ্বারা লব ও হরকে গুণ করা হইয়াছে | 
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43. জটিল সংখ্যার “মডিউলাস” (Modulus) বা পরম মান 
( Absolute Value ). 

সংজ্ঞা । ধরা যাক্‌ z—ccRiv, যেখানে x ও р বাস্তব সংখ্যা। তাহা হইলে 
= এর 'মাঁডউলাস' বা পরম মান বলিতে বুঝায় + ১/+-08 এবং ইহাকে সংক্ষেপে 
মড্‌ 2 বা zi এইভাবে উল্লেখ করা হয় 1 

দ্বিতীয় একার সংজ্ঞা । জটিল সংখ্যা £ এর মডিউলাস হইল এমন একটি 
অ-ধণাত্বক সংখ্যা যাহার 44-22 অর্থাৎ | z|2=zz এবং | z|=+/zz 
=+ V(x+iy)(x б) + 42708, 

প্রসঙ্গত: লক্ষণীয়, জটিল সংখ্যা পদ্ধতির অন্তর্ভুক্ত হিসাবে শূন্য (zero) সংখ্যার 
মডিউলাস- | 0--10 |=0. 

নিয়লিখিত প্রাসঙ্গিক (1414545 সযত্বে প্রণিধানযোগ্য : 

‚1. ছুইটি জটিল সংখ্যার গুণফলের মডিউলাস সংখ্যা দুইটির 

মডিউলাসছয়ের গুণফলের সমান | 

841414 21= х1 рт এবং zg— 24192 ( Ху, 22, Уу, Уз বাস্তব )। 

তাহ! হইলে 2125 = (17)2)0587)5) 

(2842 — y1ya) +i(xiya + 52035) | 


1. разда | + V(zixa уув) (ўв хар)? 
=+ Мата Fy ya + x ya лазу? 
= + (2 +713) + ys?) 
à = + Nx +y Ма? уд? =| zi 1га |. 
অন্য প্রকারে £ |2129 Ё т(2122)(212а)-(2429)(21:22) 
(225) (22:22) =| zi |2.| za 12. 
উভয় পক্ষের ধনাত্মক বর্গমূল লইলে | 2222 |=] лу || 22 |. 
2. দুইটি জটিল সংখ্যার ভাগফলের মডিউলাস, যথা, 24/2. 
(z, 7:0), সংখ্য! দুইটির মডিউলাসছয়ের ভাগফলের সমান। 
ধরা যাক্‌ zi =x tiyr za =xə--iyə ( Ху, Ха, Уз, Ya বাস্তব )| 
মনে করা হইল £220 অর্থাৎ | 22 |0. 
হইলে Zi Xa iva (titiy) za- iyg) 
zu 2а Xg-iyg (xa-diys)xa— iva) 


= 152201794; Хә71- 2179 
2 Нақ s 
хай + ya ERES 


a — 
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(x32 tyrva)? -F(xay1 — x1y2)* 
(xa? ya?)? 


E: 33x93 E ya S yg? txa y tx ya? 
+ (xo? +y’)? 
d (x12. 71222 va?) 
+/ (527052)2 
১1324752121] М2 
শে 
erasia IV(A) 

1. 3425-3 J25(—1)=3 ,/25.1=151, এই দৃষ্টান্ত অনুসরণে নিয়ের 
প্রতিটি রাশিকে i সহযোগে প্রকাশ কর £ 

Ecce erre €— ҮРЕ ҮНЕР, 


=+ 


44/—81—83 4/—36-4-4 25; 2 /—72+3 4/—32. 
[উঃ бі; 147; —9- i; 6/8-6//8і; 1814-20: 244/21.) 
2. নির্দেশিত (ез! 5944946 সরল কর : 
(G) (3-F4)--(—1- 61; (i) (-2-5)-(3-2); 
(ш) (34 /®8)—(2- 4732); (৮) 4À-3.4-12; 
(v) Qi)j*-(-142)8 J2) ; (м) (-3-4(-3-4); 


(уй) 542—1); (уй) (3-42; 
(ix) (1++0(2+2)(3—1); (x) “(8-17 
(м) (1-54; (хи) (i4-2)5; 
E МЕНДІ. - ২]. 
Gii) түз (9, হুট? 
3 J2--2 431. , 3= 02: 
(xv) 9,2-2 Ji! (xvi) J2i 5 
A 1 8. NS. 5 80 
(xvii) 1-2 a Tdi di) (xviii) ааа, 
„у ititi tit, (4i11 —i)* 
(25%) Тен ета 
[উঃ () 9—9; (i) —5+11; (üü) 16а; (v) —6; (т 18: 
* (vi). 25; (vi) 52-105; (vii) —7—244; (ix) 44120; 
(x) 242i; (xi -4; (zii) —38--41i; (ziii) --(7--264): 
(xiv) —-1ü4D: (xv) 2(1--9%/61) ; (xvi) (0148৭) ; 
(xvii) 4,(82—936/): (xvii: (11-9); (хіх) 0; (хх) 84-4] 


7[41] 
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3. 244 বিপরীত করণী 2 ( conjugate suid ) নির্ণয় কর £ 


(9 2-н уз; (4) 2М-5-5,2; (ш) - 5—i45; 
(w) 3-iJ7—2425 (v) J24- 43445. 
[উঃ (i এ- Бард (i) —5J2-2J-5; Gü) 354-15: 
(iv) 3—242—1J7; (v) 424-48 —iu/5.] 
4. ias প্রতিটি রাশিকে 44:8 এর আকারে প্রকাশ কর (প্রতি ক্ষেত্র 
হুরকে лт রাশিতে পরিণত করিতে হইবে ) : 
© (84-31 (44-51) . a) atib_a-ib. 
(2+71)(9-– 5) ' a-ib ағ! 
i-- cid --di? 
Жозе уле 
0) A2-Fi 3 ) (vi) 9--19; 13(12:-1). 
„2+ J34-i J6? 543i AH ^ 
(vii) (3+1 V5) /5+ 2) - (visi 12 š 
„2+ BHI ° 3+2 7-2 J2" 
J7- 4-7 1 
(৬) 45805, O =s s 2 


[ সমাধান (її) প্রদত্ত রাশি 
= (a—c)+(b —d)_ Í(a - c)+i(b — djilla+c)+ (b+ d) 
(ас) +) (a+c)? E (ba)? 
=% =c? — b3 d? Fil a--c((b  d)--(a— —cYb4-d)t 

(а+с)2 + (b-+d)2 

(а — cà — b* +d2)+2i(ab — cá) 
(а+с)#+(5+4# —— 

(v) প্রদত্ত রাশি 
-(,2-4 /3X J24- J3— i J6) 
(324/3) — ( J6)? 


(2+3 /2-- J6)-Hi(3—2 J34- 3+ ,/6) 
11142,6 


( এখন হরের করণী মিস বারি 
=Ї@+3 /2-- 46)1+163-2/3+461111-2 1/6) 
(1+2 J/6)11 - 2 56) 


10-33 V2- 12 J3--7 A6 + 121-512/2- 224385381 
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[= (i) Er 


; (ii) O4 


PLE (iv) 1-4; (и) 1-і; 
(vii) 2 10490). (yiii) А2 (а), 


নিয় _BVILUNS 
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5. মডিউলাস ( Modulus ) বা পরম মান নির্ণয় কর £ 


() 2425; (и) 14 зі; (i) —3+3; 

(в) -1-43;  w) 48-5 (м) -19410 J6 ; 
ДЕ нерс ык се 
(ш) HET, de) (BHH); (2 (128), 
fal ж-е O enlasa as 


(L3H 40(14-50 . z i, ) 
скот тел ере ৮917 
. 4249301] 124871 19421411 1 1, 
ее: азан osa | ^ 


(xiii) 


[উঃ () 3⁄2 (i) 2; (н) 32; (у) 2; (909: (и) 81; 
(еш) 5; — (s) 052; (х) 948-9; (xi) e (xH). 2; 
(xii) 2; (xv) $] 


6.) এ যদি বাস্তব সংখ্য| হয় 542-2,(9%2 যদি বিশুদ্ধ কাল্পনিক সংখ্য| 
হয় তবে 2 = - z, এই উক্তিটির সত্যত! বিচার কর। 

(8) wf z এবং о দুইটি যে কোন জটিল সংখ্যা হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
RI(z6)= 3 204+ Zo). 

[ইঙ্গিত£ 31 2-8(27-2) এই Та প্রয়োগ কর। ] 

(i) যে কোন জটিল রাশি 2 এর ক্ষেত্রে প্রমাণ কর а |2] = | হ| এবং 


(iv) প্রমাণ কর যে 
Rlz& | RI z| € | zl; 
Imz< |Imz| < I zl. 
7. (১) x «tg সংখ্যা হইলে ইহার কোন্‌ কোন্‌ মানে Geb) хі) 
যথাক্রমে বাস্তব হইবে এবং কাল্পনিক হইবে T. 
(ii) ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা n এর কোন্‌ 7434 মান এর জন্য (১/3+-2)* বিশুদ্ধ 
কাল্পনিক রাশি হইবে? বাস্তব হইবে? 
(й) n ধনাত্মক se সংখ]! হইলে (- 4 —1)*"^9 cei সহযোগে প্রকাশ 
কর। 
8.() যদি ০3421 হয় তবে নিয়ে প্রদত্ত রাশির মান নির্ণয় কর £ 
4৯414948739 
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[সমাধান £ এখানে х-3-2, বা, (x-3?-(Q1)5 
বা, х2-6х+9= —4, বা, x?—6x-F13-0. 
এখন, х*®—4х%--4х9--8х-Е39 
=x? (x? — 6x +13)+ 2x(x? — 6x --13) -3(x? — 6413) 
=(х2 —6x-4-13)(x* 2x 4-3) 
-0.] 
(ü) x-—2--i হইলে, প্রমাণ কর যে, 
x* —3х%-Е2х®-++х-+5=0 এবং х3 - 3x2 x 4-52 0. 
(а) যদি £-147£ এবং ॥=1-1 হয় তবে প্রমাণ কর যে, 
x3 E xy4d- y?—2. 
9. a2+b2=1 হইলে প্রমাণ কর যে, x এর একটি বাস্তব মান নিয়লিখিত 
সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে £ 


Ша 


[ইঙ্গিতঃ মনে করা যাক x=<+í(B (<, 9 বাস্তব ) প্রদত্ত সমীকরণকে সিদ্ধ করে। 
l—ix_l-—i(<+i8) (15))-ік 1—«* — B? —9i« 
Э Ет lieb) ОВ Тен BERE C 
সুতরাং বাস্তবৰ অংশ দুইটি পরস্পর সমান এবং কাল্পনিক অংশ দুইটি সমান লিখিয়া 
де 1—-«*—-p* 23. >< < 
Q-B*re' (1-8): 
вра 7 «* — B7) * +442 
এখন а3--5 ар 2 
দেখা যায়, В=0 হইলে a*--b* —1; সুতরাং প্রদত্ত лента সিদ্ধ করে, এর এমন একটি বাস্তব 
মান পাওয়া যায়, যদি а--0%-1 হয়। ] 
10. (9 (a—ib)c—id)-x-iy হইলে প্রমাণ কর যে, 
(a+ib)(c+id)=x+iy 
Gü) যদি (a—ib)/(c—-id)=X —iY হয় তবে প্রমাণ কর যে, 
(a+ib)/(c+id)=X-+iY. 


GR) যদি ০ (৮ > 1) হয় তবে প্রমাণ কর যে, 


৯142-14-54 2Ь-(а3- Di 
WicxciWI-x аё+1 
যদি b < 1 হয় তবে কি হইবে? 
11. z, এবং za যদি দুইটি জটিল সংখ্য! হয় তাহা হইলে প্রমাণ কর যে, 
(৪.1 42721 < !2,1+ l za l 
প্রমাণ 8.1 2722 19 (2: +22 (zi +z) (সংজ্ঞ| অনুসারে ) 
=(z1+22)(ই1+22) (পৃঃ 94 দ্ৰষ্টব্য ) 
=2141+22224 (2122422921) 
| 21 2411 221 24252242222). 
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লক্ষ্য কর 212; এবং 2,21 এই দুইটি পরস্পর বিপরীত জটিল সংখ্য! 
অতএব (212242931120 এবং (2128—2281) <0 (9: 95 =) 
আবার (21524225102 = (215 —z921) +4 zi 1 2 12541? 
"2129412921 < 212141121 
1212512 lz; |2+ lza 122 1 21 11 221, 
অর্থাৎ € (1 21171 ৪1) 
25281 < (zí + প্রত ও 
(а) (à এর সত্যতা «fa লইয়! দেখাও যে 
|а ға | > |=, |= 12,11 
অর্থাৎ [izi _ 1551 | এ | 21125 1 এ 1 211 +12, 


44, ভগ্নাংশ ঘাতবিশিষ্ট জটিল সংখ্যা (Fractional powers of a 
complex number ) 


z কোন জটিল সংখ্যা এবং n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে পূর্বে z" এবং 27" এর 
নিম্নরূপ অর্থ কর! হইয়াছে, যথাঃ 
z'mzzz ceo cto п সংখ্যক উৎপাদক ; z= 


প্রতি ক্ষেত্রে প্রাপ্ত ফলও জটিল Teqili এখন p এবং q অখণ্ড সংখ্যা হইলে z^ (aq 
অর্থ ব্যাখ্যা কর! হইবে। zaba সাধারণ আকারের কোনরূপ হানি না করিয়া 
এইরূপ ধরিয়া লওয়া যাইতে পারে যে এ ধন অখণ্ড সংখ্যা এবং p হয় ধন অথবা! খণ 
অখণ্ড সংখ্যা 1 

সংজ্ঞা । মনে করা যাক « একটি জাঁটল সংখ্যা এবং 2 ও এ ধন অখণ্ড সংখ্যা d 
তাহা হইলে <”! (ইহাকে 1/4? এই আকারেও লেখা হয় ) বালিতে z এর সেইসব মান 
বুঝায় যাহারা zt =? এই সমীকরণকে সিদ্ধ কারবে। এ এর এইরুপ 2050 
মানকে <° এর 454 মূল বলা হয়। এস্থলে মনে রাখিতে হইবে যে X^ এর এই 
তম মূলগুির প্রত্যেকটি একটি জটিল সংখ্যা ! 

এখন A7! এর অর্থ হইল £ «79 সি, 

Owl 1. (2--3043 «1 \/2+3)# বলিতে z এর যে মানগুলি 
হ$-(2+-37)* সমীকরণকে সিদ্ধ করে, তাহাদের বুঝায় 1 এখানে এ এর এইরূপ 
তিনটি মান আছে) অর্থাৎ (2--3i)* এর তিনটি чада পাওয়া যাইবে 1 


Sel. 2. (34.4002 41 J3-F4i বলিতে এ এর এমন মান বুঝায় যাহারা 
z2=3+4 কে সিদ্ধ করে। প্রতিটি মানকে 344; এর বর্গমূল বলে £ 3748 এর 
দুইটি বর্গমূল আছে | 


102 জটিল সংখ্যা 
কোন জটিল সংখ্যা atib (যেখানে a ও P বাস্তব) এর বর্গমূল 


ধরা যাক্‌ Ala-Fib = x+iy ( x, y বাস্তব ) 
সুতরাং সংজ্ঞা হইতে লেখা যায়, 
(x4- iy)? 2 a-Fib 
qi rac y2+i2xy=a-+ib 
এখন বাস্তবৰ অংশ দুইটি পরস্পর সমান এবং কাল্পনিক অংশ দুইটিও পরস্পর 
সমান বলিয়া 
a=x2—y2, 2xy-b A 


যেহেতু (х®+›#)# = (x? — 2) 4x? =a? +52, 
x2+y2= + a? 4- b?, : 
(IU x এবং у বাস্তব বলিয়! x2 + y2 49199 নহে ) 
ইহ! হইতে সহজেই পাওয়া যায় যে, 
21৫4 Va2+b2], у= Ма2 +02 — a] 
স*তরাং ০ (a+ ту), == jo 
এখন বিবেচনা কাঁরতে হইবে, x এবং )এর উপযুক্ত চিহ্ন কি হইবে 1 লক্ষ্য করা যায়, 
x এবং y এর এইরূপ চিহ্ন নির্বাচন করিতে হইবে যেন 2ху=Ь হয়, অর্থাৎ যদি b 
ধনাত্মক হয়, তবে z এবং > এর একই চিহ্ন হইতে হইবে (অর্থাৎ উভয়েই হয় ধনাত্মক 
নতুবা খণাত্মক ) ; wb যদি খণা ত্বক হয়, তবে < এবং » এর চিহ্ন পরস্পর 
বিপরীত হইবে (অর্থাৎ একটির ধনাত্মক ও অপরটির ঝণাত্মক চিহ্ন হইবে)। উভয় 
ক্ষেত্রেই x এবং y এর পূর্বে দুই প্রকার চিহ্ন থাকায় এইরূপ সিদ্ধান্ত কাঁরতে হয় যে 
а+і এর দুইটি বর্গমূল আছে ; ইহাদের মধ্যে পার্থক্য কেবল চিহের 1 


সুতরাং b ধনাত্মক হইলে, Va+ib= + -% 
ESI NE zare 
[la+ Ja FOP а Mate] 
এবং  খণাত্মক হইলে, Јар + v 
কপ е өлі, 
(а Маъ) —(—а+ (ғын) 
ЗП. ৷ 443; এর дәт নির্ণয় করিতে 5% 1 
ধরা যাক ,4-5-2-х-Біу, যেখানে x এবং y বাস্তব 1 
'. 4+3i=x2 —y2+i2xy 
বাস্তব অংশ দুইটি সমান এবং কাল্পনিক অংশ দুইটি সমান লিখিয়া, 
x2—y2=4, 2ху=3. 
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"o (2+52)2 = (x2 — y?) -- 4x2 2 — 42-33 —25 
2. 0 xX*« 2-5 ('. x 8 y বাস্তব বলিয়া x2- E52 — —5 হইতে পারে না) 
এখন %24)2=5 এবং х3-уй-4 এই ছুই সমীকরণ সমাধান করিলে, 


Белок 18 
=+ Je” Æ JE 

যেহেতু 2ху-3 (ধনাত্মক), wesh x ও y এর fom অবশ্যই একই হইবে 
(অর্থাৎ হয় উভয়েই ধনাত্মক নতুবা উভয়েই 49119 ) | 


V4+3i= + pOH 


অনেক সময় পর্ববেক্ষণ (inspection ) দ্বারা এইরূপ ক্ষেত্রে বর্গমূল 
নির্ণয় সহজতর হয়, যথা : 
4--3i- 38--6i) - 1[8--23i] - 49? 59-23. 


-4(3--02; সুতরাং /44+3i= + 1g). 


х2=9/2, 2-12; সুতরাং х 


দুইটি বিশেষ গুরুত্বপূর্ণ ক্ষেত্র š 
Ji- +-+) ЕЕ +p 


টাকা | (বিশেষ করেকটি ক্ষেত্র ব্যতীত ) অনুরূপ পন্ধাততে ঘনমূল, চতুর্থমূল 
প্রভৃতি নির্ণয় সর্বদা এইরূপ সহজ হয় না। একট বিশেষ গুরুত্বপূর্ণ ক্ষেত্র, যথা 
একের ঘনমূল নির্ণয় সম্পর্কে নিয়ে আলোচনা করা হইল d 


একের ঘনমূল ( The Cube roots of unity ) : 

ধরা যাক্‌ z—3/1; তাহা হইলে সংজ্ঞা অনুসারে z? =1, বাঁ, 28-1=0. 
mes (z—1)z?--z--1)20; ৮, হয় z—1, অথবা z22+z+1=0. 
এখন z?+z+1=0 হইতে পাওয়া যায় (z +2)2= – 


৮8172 
_-13 J3i 
রা, z= 2 


„ у -1+/-—% -1- 4-3 
সুতরাং একের чаце তিনটি, чї: 17,2৯৮ — 
ইহার মধ্যে প্রথমটি বাস্তব এবং অপর দুইটি পরস্পরের বিপরীত ( conjugate ) জটিল 
সংখ্যা (ইহারা একের কাঁন্পনিক ঘনমূল বলিয়া পরিচিত )। 

এখানে একটি কৌতৃহলভনক বিষয় লক্ষ্য করিবার মত, যথা : 

একের কাল্পনিক ঘনমূল দুইটির যে কোন একটির বর্গ অপরটির 
সমান, অর্থাত, 
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Dd ы зе сш телш eM EL 8৬ সিভি 
; 2 | 2 5 ( B 2 

ইহার সত্যতা ছাত্রছাত্রীরা, সহজেই পরীক্ষা করিয়া দেখিতে পারে | 
এই পরিপ্রেক্ষিতে বলা যায় যে 


একের ঘনমূল তিনটি, чай: 1, ০, ০. যেখানে o= -17 531, বা, 


SER ; ইহাদের মধ্যে কেবলমাত্র একটি বাস্তব এবং অপর দুইটি 


কাল্মনিক। 
ө এবং ০৪ সম্পৰ্কীয় গুণাবলী (Properties connecting o and w?) 
1. একের ঘনমূল তিনটির সমষ্টি শুন্য, অর্থাৎ, 1+৮+৮৪-0 
কারণ, যদি ০টি үзі “ হয়, তবে pre e 


4945 о+02= —1, বা, 14о--а?-0. 
2. а-1, অর্থাৎ একের ঘনসূল তিনটির গুণফল হইল 1 aa ww? 2:1) 
সহজেই যাচাই করিয়া দেখ! যায় যে 1. тық 338 ты > Si. 


উপরন্ত, 23-1 এর একটি মান o বলিয়া! ইহ! Тақ সহজেই А যায়, ০৪ 

3. og qto (Powers 0£ o): o3 বাত অখণ্ড যে কোন সংখ্যা হইলে 
উহার মান হয় 1 অথবা o অথবা o? হইবে | 

Sel. 1. ০*-০৯.০৯1.০০৯ w; o9 —(o* }=(1)8=1 

(5)8 5. o? = 02. 

94.2. ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা n কে 3k, বা 384-1, বা 22-82 ( যেখানে 
k ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ) আকারে লেখ যায় 1 

৪৮ —(o8)k =]; @8Ё+1.—3# o=o ; оЗЕ+2 — BE 92.92 


Sma vl l.l.» 


а E 5 EL 1 o? 
w73 =e =l; в от ті সন্ত =e 2 
2 TR 
ay GHD = ET ш =0, 
কতিপয় দৃষ্টান্ত ও অনুশীলনী : 


1. (17০-5)2(-০5-92)8 (7%) 155ш--аЗ1 
—(-20?))—40*—4o (`, o$ =o o=) 
এখন প্রমাণ করিতে পার কি са: (1+%-%2)2+(1+02_0)2= — 4° 
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` 2 
2; Ç ১0825258557 
যুক্তির সাহায্যে দেখাও যেঃ рова 


ইহা সত্য, কারণ ০৫৮4-০4-০৪) ob o?c 9a 
-obkoheke, [S 0-11 


—14 4-39 ES EELS 
1 jJ 1-0. 


3. দেখাও যে 
4. (а--оБ(а--оЗ5)-аЗ--(о--ө%)4Ь--аЗ? 
=a2—ab-+b2 (С, +а®=-—1 এবং 09-1) 
7 a3 +8 =(a+b)(a2 -ab+b?)=(a+b)(a+ob)(a+o?b) 
এইভাবে 28-08 কে তিনটি একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ কর! TS 1 
ইহার জন্য এইভাবে অগ্রসর হইতে 5204: 
a? — ab -- b? =a2+ (0+ o? )ab 4০8৮5 
=a2--oab+ o? ab 4- o9 D? 
= a(a-F ob)--o9b(a-- ob) 
=(a+wb)la+ o?b). 
5. a3—b92(a-bY(a? --ab-Fb?)— (a — bY(a — ob)(a = o*b). 
5. (৫+9৮4-92০)(44 2৮4০০) 
=a? (o4 -3)ab + (a 4-0? Jac - (04 +0? )Ьс + oc? c o3 52 
=a? +b2 +c? — ab — ac — bc 
li б wg оё а? = oo? = -14%о%-1 1 
awat a? +b? +c? — 3abc 
— (a-k-b--c)' a? --b? -- c? — ab — ac — bc) 
—(a-4-b -- c)(a--ob dco? cK(a-r 9* br oc). 
7. যদি Жос ыы হয় তবে প্রমাণ কর যে 
; o ° 
25 (1-- 25) (1-- 2o 362) =27( —3+ J 3). 
এখানে বামপক্ষে সরাসরি এর মান বসাইলে হিসাব জটিল হইয়। যাইবে ইহার 


পরিবর্তে নিয়ের ধাপগুলি সতর্কতার সহিত লক্ষণীয় : 


যেহেতু o= d Ecl е. 


oto? = —1, o? =® =], a =00.02 ай, 
বামপক্ষ=20(1+20)8(1 +20 +302) 
=20(1+0+0)3(1 +0 +o? +0 4-202)* 
-2о(-өз +0)3(0+202)+=208(1 -ө)8(1--2ш)% 
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-2%2(0-০)১6-০-242০)252580-)30০-92)* 
720*(1—- 0)! =2{(1—)#}#(1—) 

=2{1+®5 - 2oj*(1 - 0) 2( — 3o)8(1— 0) 
--541-«)-54ө-1) 

` — 14 ^ -3. 

=s [= ita aus) 1) 

ШЕЛ 733 4-3 

en 


=27(—3+ 4-3). 
8. x—4 B, y— cro), zc«-^-o*B হইলে, প্রমাণ কর যে, 
x9 4-9 -- 23 = 3(«8 p. 09). 
x? +y? +z? _ Sxyz e Gc y z)x y + o z (xc - oy +02) 
[ উদা. 6 দ্ৰষ্টব্য ] 
এক্ষেত্রে х Troy + 0*2 — 44+ B-- ox 2B + 2+ 048 
=(1+ 0+ 02)4+(1 +02 40-0 
[77 1+0+92=0 এবং о4-о | 
2, x9 Hyt +z =3xpz 
=3(«-Е8в)(х --o8)(«-- o8) 
=3(48 +43). 
9. যদি x—4«?-F28y, ৪42৮4 28425 হয় তবে প্রমাণ কর যে 
(€৯7:7১47/9-348%)2-4$4-3১84-58 _34%)2, 
'অন্ুণীলনীরূপে দেওয়া হইল 1 
10. যদি а-55--с-0 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
(a+ bo + co?) + (a+ bo? +co)3 
=(22 -b —c)2b —c— a)(2c— a — b) - 27abc. 


অনুণীলনীরূপে দেওয়া! হইল | 
epasta] IV(B) 
1. প্রমাণ কর যে 
Jie = LH); VY-i= aA 0-0; 
DR. qu 877, 
i £ 026 i); (—) x Pat) 
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্রশ্নমালা IV(B) 
2. qia নির্ণয় কর £ 
4+31 4-31; 443 4205 4-3 42013. 1-4,1-і; 
-848М/-8; 23-12 3i; 2845 „47. 


(в Ze), £g 0-0: + (34-55), £(9- 48, হাতা, VERI 
VII], +2, Гау 7 35248117742) 5 (843-30); 
siiis. | 

3. মূল চিহ্নাধীন রাশিগুলিকে পূর্ণ বর্গে পরিণত করিয়া প্রতি ক্ষেত্রে মান 


নির্ণয় কর : 
২5971727448 Ма*+а?+15 Vb+i Уа — b (a3 2» b2); 


үлан +(-3)- er Maia T (x31). 


[ইজিত хех тәй (s x uel) 
=p (axi 4 x1 — x) = HIF) + UJ1— x) *-24/1— x*.i 0] 


_8(4174845- 255৮৮748527 t (41777575501 


[= tr); + দা -ағ); а gab iva ы 
xy 
sorte] 
4. (i) দেখাও যে +2, 


এবং ইহার সাহায্যে বামপক্ষের inh বর্গনূল নির্ণয় কর। 
i) 2 কে А-ІВ এর আকারে প্রকাশ কর এবং ইহার সাহায্যে 
রাশিটির বর্গমূল নির্ণয় কর। [উঃ 4181-1)] 
5. চতুর্থ মূল নির্ণয় কর £ 
(0 -7424; (и) 7-425; (ii 120:—119; (iv) + 
[Gv) এর 246%: ¿(=Y 291=3(0+20) =H +9)=3 14712, 
М= ++ 


Y sz +] = 2= (еу +{х+1)- 4 


[উঃ +!x--% +9i)] 


1 Er e! < 
i এর চতুর্থ মূল নির্ণয় করিবার জন্য এখন পৃথকভাবে ren এবং Tun এর «fm নির্ণয় 


কর! হইবে। 
tisi (9+9)=1( (IED Hi এব লি) 41541) 4951) 


০1442457745 


"Et 2 
+ Jie t rit! Jail 
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অনুরূপভাবে, J-i-i—-t E Ala-1-i A adi] 
аз p à г а-ы T=} 
1 
- Mie eit) 
এবং 7 [কহ И+1 il 
mp 
০৯711 taa) 
[উঠ () жағ) এবং xQi—1; (4) + 59%) EN zê- 1) 
(iii) £(84-2i) এবং +(8i—2). ] 
6. একের কাল্পনিক ঘনমূল দুইটির অন্ততম o হইলে প্রমাণ কর যে 
G) (L*o—942)9—219;, (i) (1+0—02)(1-о+02)=4; 
(їй) (a+b)? + (a9 +bw2)? 4- (202 + 5)? = Gab. 
—-1cT4-3,/-1- -3y" 
7. প্রমাণ কর cu (256 = +( а ) 


=2, যদি % ধন অখণ্ড সংখ্য! এবং 34 গুণিতক হয়, 
= -1, যদি n অন্য কোন ধন অখণ্ড সংখ্যা হয়। 
8. নিয়লিখিত রাশিগুলিকে দুইটি বর্গের সমষ্টররূপে প্রকাশ কর : 
(0 (1-41-53); (ü) (x2 --y2)(a? c b*)(c? +d?) ; 
(in) (L4-x2)1--»2)(14- 22). 
(ii) (acx— bdx — bcy — ady)* + (adx + bex -Facy — bd)? ; 
tiii) (L—xy—yz-zxi* Fx y--z—-xyz)?] 
9. একের ঘনমূল তিনটি 1, о, o হইলে প্রমাণ কর যে 
(ü (14752) 5 (8) (1—®)(1—%)(1—®®)(1 —5)=9; 
(їй) (2++5%-Е2®®)6 =(2--2%-Ь5„9)8==729; 
(৮) (1—в-+{%®)(1 — 92 -Eo*)(1— ®® 4-08)..-2mssx উৎপাদক পৰ্যন্ত 
= 
10. X2ax-cy-Fbz, Y =cx+by+az, 2» bx-Fay--cz হইলে প্ৰমাণ 
কর যে (a? -- b? c? — ab — ac — bc)(x? -- y? -Ez* — xy — yz — zx) 
-Х2-Ү2-2%2-Ү2-2Х-ХҮ. 
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pretation of complex numbers )* 

গত শতাব্দীর গোড়ার দিকে প্রায় একই সঙ্গে কতিপয় গণিতবিদের মনে জটিল 
সংখ্যাতত্বের ক্ষেত্রে একটি স্থুনিশ্চিত পদক্ষেপস্বরূপ কোন সমতলস্থ বিন্দুর সহায়তায় 
জটিল সংখ্যাকে প্রকাশ করিবার ধারণার উদ্ভব হয়। তাঁহার! হইলেন Wessel, 
Argand, Gauss এবং আরও অনেকে ৷ ইহাদের মধ্যে কিন্ত Gauss এর ধারণাই 
একটি রীতিবদ্ধ বিকাশের পথে পরিচালিত হয়। 

বিষয়টি বিবেচনার জন্য কোন একটি সমতল төңі হইল। ইহাকে বলা হইবে 
জটিল সংখ্যার সমতল (the complex plane অথবা the Gaussian « 
plane)! ইহার উপর মনোমত একটি বিন্দু ০ লওয়া হইল এবং সমতলটিতে আয়ত 
зај этең хох ও Y'Ov স্থাপিত করা হইল ( অর্থাৎ মনোনীত বিন্দু o এর 
মধ্য দিয়! পরস্পর ЭЧ রেখাদ্বয় ХОХ ও Ү'ОҮ asal হইল)। X Ox ও Yov cm 


YA 


0 
51০] 
Р(х,у) 


চিত্র 4.1. Argand চিত্র ( Argand diagram ) 


যথাক্রমে х-5 ও у-5 বলা হয়। এ-অক্ষের উপর কোন একটি বিন্দু E 
тей হইল) তাহা হইলে ОЕ দৈর্ঘ্য maz বিন্দগুলির 919169 মানক (а 
scale of representation ) হিসাবে «fs করিবে । কিভাবে ХОХ ও ҮОҮ 
অক্ষ দুইটি সম্পর্কে সমতলস্থ কোন বিন্দুর অবস্থানকে (z, p) এই atatea সাহায্যে 
নির্দেশ করা বায়, তাহা স্থানাঙ্ক জ্যামিভিতে ইতিপূর্বে জানা গিয়াছে। 

এখন ধরা যাক 2=41) একটি জটিল সংখ্যাঁ। তাহ হইলে যদি জটিল সংখ্যার 
সমতন্দে অবস্থিত কোন বিন্দু₹ এর ХОХ ও Y'OY অক্ষয় সম্পর্কে স্থানাঙ্ক (zx, y) 
হয়, তবে বল! হইবে যে P বিন্দু জটিল সংখ্যা 2 কে নির্দেশ করিতেছে। বাস্তবিক 


x স্থানাঙ্ক জ্যামিতি সম্পর্কে প্রাথমিক জ্ঞানলাভের পরই ছাত্রছাত্রীদের এই еле পাঠ করা৷ উচিত। 
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পক্ষে, জটিল সংখ্যার সমতলে অবস্থিত যে বিন্দু 2 কে নির্দেশ করিবে, তাহাকে “হ- 
বিন্দু” বলিয়া উল্লেখ কর! যাইতে পারে। এইভাবে জটিল সংখ্যার সমতলে প্রত্যেক 
জটিল সংখ্যার জন্ত উহার নির্দেশক একটি এবং একটিমাত্র RR পাওয়! যাইবে, 
এবং বিপরীতক্রমে,  সমতলম্থ প্রত্যেক বিন্দু একটি এবং কেবলমাত্র একটি জটিল 
সংখ্যাকেই নির্দেশ করিবে 1 
41 চিত্রে 2-3, -2-3 44-04, 0-15, —4-i, 3-2; এই জটিল 
সংখ্যাগুলির নির্দেশক যথাক্রমে 00, 3), R(-2, —3), 5(4, 0), Т(0, 1:5) 
[/(-4, 1) এবং VB, —2) арт অবস্থান প্রদর্শিত হইয়াছে। যে চিত্রে 
জটিল সংখ্যার নির্দেশক বিন্দুর অবস্থান প্রদশিত হয় তাহাকে Argand চিত্র 
( Argand diagram ) বলা হয়। জটিল সংখ্যার সমতলটিকে প্রায়ই এ-সমতল 
অথবা у-ке বলিয়া অভিহিত করা হয়। а(=а+10) সুচিত সকল বাস্তব 
সংখ্য। হ-অক্ষস্থিত বিন্দুগুলি দ্বারা এবং ib(—0-Fib) সুচিত সকল বিশুদ্ধ কাল্পনিক 
সংখ)! »-অক্ষস্থ Радар দ্বারা নির্দেশিত হয়। এইজন্য x-w এবং /-অক্ষকে 
যথাক্রমে বাস্তব সংখ্যার অক্ষ ( axis of reals ) ব বাস্তব অক্ষ ( real axis ) 
এবং কাল্পনিক সংখ্যার অক্ষ (axisofimaginaries) বা! কাল্পনিক অক্ষ 
(Imaginary axis ) বলা হয়। প্রসঙ্গত বিশেষভাবে স্মরণ রাখিতে হইবে 
যে মূলবিন্দু О, জটিল সংখ্যা ০440 কে অর্থাৎ জটিল সংখ্যামগ্ুলের 
শুন্য (zero ) কে নির্দেশ করে 1, | 
অপর এক প্রকার জ্যামিতিক ব্যাখ্যা Another geometric inter 
pretation)? জটিল সংখ্যার সমতলে অবাস্িত P বিন্দু যাঁদ জাটল সংখ্যা এ কে 
নির্দেশ করে, তবে দিক-নিয়ান্ত্রত রেখাংশ (the directed line-segment ) ОР 
।( অৰ্থাৎ যে রেখাধশের প্রারম্ভিক fa. O এবং আন্তম বিন্দু P ) দ্বারা একে নির্দেশ 
করা যাইতে পারে এবং ইহাই হইল £ এর দ্বিতীয় প্রকার জ্যাঁমাতক ব্যাখ্যা । এই 
দিক-নিয়ান্্ত রেখাংশ OP কে 07-ভেষ্টর ( Vector OP ) বাঁলয়া উল্লেখ করা হয় | 
সুতরাং জাটল সংখ্যা z= x iy এর জ্যামিতিক রূপায়ণ দুইটি, যথা ( 159 4.1), 
l. 4)-সমতলে অবাস্থত বিন্দু P (x, у), অথবা 
2. sqm, (0, 0 ) হইতে P (+, у) leer "RS বিস্তৃত ত-ভেষর 1 
মডিউলাঁস (MODULUS) এবং বিস্তার বা ত্যামৃপ্সিটিউড, 
16155851628 
ধরা 41%, জটিল সংখ্যার সমতলে অবস্থিত Р(х, y) বিন্দু জটিল সংখ্যা z=x+iy 
কে নির্দেশ করে (চিত্র 4.1 দ্রষ্টব্য )। ধর! হইল, রেখাংশ P= | ОВ | =r একক। 


| 
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মনে করা হইল, 0 (রেডিয়ান এককে প্রকাশিত )= XOP; এখানে “ঘড়ির 
কাটার গতির বিপরীত অভিমুখী কোণকে ধনাত্মক ও গতির অভিমুখী কৌণকে 
খবণাত্মক’_কোণ পরিমাপের এই স্বাভাবিক রীতি wsxi ох হইতে ০৮ পর্যন্ত 


Z XOP এর পরিমাপ লওয়া হইয়াছে | 
তাহা হইলে x — 194 z(R1 2) = cos 0, р= কাল্পনিক z(Im z)—r sin 0 
এবং 7= + Ма ру? © (І) 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতির পাঁরভাষায় (+, 0) হইল P বিন্দুর “পোলার' স্থানাঙ্ক 
(polar co-ordinates ) (মূলবিন্দু) O কে পোল (০০1০) এবং ox কে 
প্রারম্ভিক রেখা (initial line ) বলা হয়। পোলার কোণ ( polar angle ) 
0 কে বলা হয় z এর বিস্তার (amplitude) বা ete ceo (argument), আর 
ধনাত্মক রাশ r= + /%24-92 কে বলা হয় 2 এর মাঁডউলাস ( modulus) 1 
এইস্থলে এইরূপ লেখা হইয়া থাকে 2 

/-্মড্‌ এল | z | এবং ৪-ত্যাম্প ( Amp ) z==r%f ( Arg ). z, 

দুইটি গুরুত্বপূর্ণ বিষয় এখানে বিশেষ দৃঢ়তার সহিত উল্লেখযোগ্য, যথা £ 

1. :-0 বিন্দুর ( অর্থাৎ সুলবিন্দুর ) আগুমেপ্ট' (argument ) এর স্বরূপ 


অনির্ণীত ( not defined ) ! 


2. যে কোন জটিল সংখ্যা ৪1450) এর “আগুমেপ্ট' বলিতে এমন কোণ 0 কে 
বুঝায় যাহা একই সঙ্গে নিয়ে প্রদত্ত উভয় সর্তকে সিদ্ধ করে। যথাঃ 


১৪৬১৬৬২5০১৪ EAT 
Sp рв 22 s নাইট, (1) 


[ অথাৎ, কেবল tan 0=ylx ds সর্তকে নহে 1 

"ps, যদি 04 মান (II) দমীকরণদ্বয়কে fim করে, তবে নিক্ললিখিত 87 

প্রত্যেকটি এই সমীকরণ দুইটিকে সিদ্ধ করিবে । যথাঃ 
0-r27, 04-41, 0--67, ২. A 240 2n7, +; 
0—2n, 0— 4, 549 তু ©, 92777) е; 
( যেখানে n ধনাত্মক বা 451416 যে কে'ন অখণ্ড э {п ) 

Ага এ বা Amp z এই অক্কপাতন (notation ) উপরের কৌণগুলির যে 
কোনটিকে বুঝাইবার জন্য ব্যবহার করা যায়। কিন্তু “র মান যাঁদ ॥ হইতে — এর 
মধ্যে সীমাবদ্ধ রাখা হয়, অর্থাৎ іи по т হয় ( অর্থাৎ % এই মানের সীমার 
অন্তর্ভুক্ত (‘তু -॥ নহে), তবে ба একটিমাত্র মানই (П) সমীকরণন্বয়কে সিদ্ধ 
কাঁরবে । Arg z এর এই অনন) ( unique ) মানাটকে প্রধান মান ( principal 
value) বলা হয় এবং ইহাকে arg z বা amp এই অঙ্কপাতন দ্বারা উল্লেখ 
করা হয়। 

Sg. 1. Җїл=ї হয়, তবে 7৯1. এবং 88 i—7/2 

যদি 2= _£ হয়, তবে /- 1} এবং arg(-i)— —2/2. 
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Әй. 2. যদি 2=1-1 হয়, তবে arg 2-0 যেখানে 
Мера 9 sin 0= = 
+ NÈ +42 
arg z এর প্রধান মাঁন-৪1:£ এল -% (7 cos অনুপাত ধনাত্মক, sine 
অনুপাত খণাত্মক, সুতরাং কোণটি চতুর্থপাদতে ) 


Sm. 3. ধরা 49 z=-3+3i; যদি ৪৫০৪ z হয়, তবে 04 মান 
{иа শর্তগুলি সিদ্ধ করে, 8412 


9 ы 3 
gie 08১18 з —q«0ü«m. 
cos X JI sin t J18 এবং -т 
uds eges due жек deg তল mi 
cos dc sin 0 xe! সুতরাং arg 2-7 aS 


টাকা £ аз z= /(—3)#-(3)#= /18= +3 V2. 
জটিল সংখ্যার মভিউলাস-অ্যামপ্সিটিউড, আকার (Modulus- 


amplitude form of a complex number ) 


কোন জটিল সংখ্যা 2= 419 এর Arg 2-0 এবং mod 2৯? ধরিলে z কে 
faagata লেখ! যায়, যথা £ 
z—x-Fiy-r cos 0+ir sin 0=r ( cos 0+i sin 0 ) 
z এর এইরূপ আকারকে z এর মডিউলাস-ম্যামপ্লিটিউড্‌ আঁকার বলা হয়। 
(z=x+iy এই আকারে х= cos 0, yr sin 0 লিখিলেই উহা! পাওয়া ws 1) 


গুণফল ( Products ) 
ধরা 41% z-—r(cos +i sin 0), Ә--5(сов $+ i sin $) 
Zo —rs((cos 0 cos %- сіп 0 sin ¢)+i(sin 0 cos %--сов 0 sin 9$) 
=7s{cos(0+%) +; sin (04-4)]. 

স্থতরাং দুইটি জটিল সংখা, যেমন এ এবং о. মডিউলাস-আ্যামপ্লিটিউভ 514109 
দেওয়া থাকিলে উহাদের গুণফলকে fex প্রকারে সরাসরি মডিউলাস-আ্যামপ্লিটিউড 
আকারে প্রকাশ করা যায় š í 

A. 2 এবং o জটিল সংখ্যা দুইটির মডিউলাস দুইটি গুণ করিতে হইবে | 

B. = এবং o জটিল সংখ্য! দুইটির আগুমেণ্ট দুইটি যোগ করিতে হইবে | 

প্রাপ্ত তথ্য হইতে বলা যায় যে 

Гао | = | 2151 | এবং Arg (০) Arg z+ Arg o * (Ш) 

(Ш) এর প্রথম অংশটি হইতে জানা গেল যে দুইটি জটিল সংখ্যার গুণফলের 
“মড়িউলাস’, জটিল সংখ্যা দুইটির есетата গুণফলের সমান। 

[অনুচ্ছেদ 43 দ্রষ্টব্য ] 
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কিন্ত প্রতিক্ষত্রে প্রধান মান লইলে (Ш) এর দ্বিতীয় অংশটি সর্বদা সত্য হইবে 
гі) এই অংশটির প্রকৃত তাৎপর্য হইল এই যে : 
যদি Arg z এবং Arg o এর যে কোন মান (iii) এর দ্বিতীয় অংশের 
ডানপক্ষে বসান যায় তবে উহাদের সমষ্টি Arg (zo) এর মানগুলির 
অন্যতম হুইবে। [ নিয়ের wei. 1 এবং 2 দ্রষ্টব্য | 
Syll. ধরা যাক z=-1,e=-1 
ইহাদের আগুমেন্টের প্রধান মাঁনছুইটি নিয় প্রকার, যথা : 
argz—7g5, arg o=gT 
ইহাদের অমষ্টি-27 
কিন্তু এখানে 20-1 এবং zo এর আগুমেন্টের প্রধান মান শুন্য (এবং 
2m নহে )! 
স্থতরাং এখানে কেবল প্রধান মানের কথা বিবেচনা করিলে বলা যায় ন! যে 
arg (zo) —arg z--arg о 
উদ. 2. ধরা যাক্‌ z-1-iJ3, o= J3-i 
এখানে |z | =+ J1+(J3)2=2 


এবং Arg 2=0 হইলে cos 0 =š, sin ৪৮39 


`, Arg 2৯271741713, এবং arg z=7]3 
58499124 | о | 22, Arg ০ - 2bz п/6 এবং arg o= —T|6 
`. arg z-Farg 9o—7/3— 7/6 —7/6 
এখন zo-(1l-4iJ3)(J3-1)22 ,/3+21 
| zo | —4, Arg (zo) = 2mm-Fm/6, arg (zo) 116 
সুতরাং এই ক্ষেত্রে arg (zo) —- arg z+arg o. 
সহজেই ইহ! পরখ করিয়া দেখা যায় যে প্রধান মানের ক্ষেত্রে 
arg (20) —arg z-Farg ০476, 
যেখানে e= 0, 51441 27, অথবা — 27 


ভাঁগফল ( Quotients ) 
ধরা যাক z=v(cos 0+i sin 0), o—s(cos #- sin $) 


1 হইলে Z=% CoS 0+1 sin 8. r (cos 0 +i sin 0)(соѕ Ф-і sin Ф) 
а s соз Ф411 зіп Ф 5 (соз $i sin Ф(сов ф-ісіп $) 


8[ Al] 
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=" (соз 0 cos $+sin 0 sin 4)-Fi(sin 0 cos $ — cos 9 sin $) 
8 
7"[cos? — 4)--sin(6 — 9)] 
ইহাকে নিয্নপ্রকারে প্রকাশ করা যায়, quil 2 
[zze| = [z| lod; 
T esc (IN) 
এবং Arg S= Are z— Агв o 
(IV) এর প্রথম অংশ হইতে জানা গেল যে দুইটি জটিল সংখ্যার ভাগফলের 
‘মডিউলাস’, সংখ্যা দুইটির ‘মডিউলাস’দ্বয়ের ভাগফলের সমান 1 


(43 অনুচ্ছেদ WEN) | 
দ্বিতীয় অংশটি প্রধান মানের ক্ষেত্রে সর্বদা সত্য নাও হইতে পারে। 


erisia IV(C) 


1. নিয়লিখিত জটিল সংখ্যা গুলিকে Argand চিত্রের সাহায্যে প্রকাশ কর £ 
0; 1; =E; i; 71337482788 -1441;2-4; 21; 
-2i; 1-i; 1-8; 1-1; -1-i. 
2, প্রশ্ন 1 এর প্রতিটি সংখ্যার “মডিউলাস” এবং 584809094 প্রধান মান 
নির্ণয় কর। 
3. бая প্রতিটি জটিল সংখ্যাকে “মডিউলাস+-আ্যামপ্রিটিউডে'র আকারে 
প্রকাশ কর ('আ্যামপ্রিটিউডে'র প্রধান মান লইতে হুইবে ) : 
-344i; 42117172172 15/%; -345і; 
-1- 3i; 13-і; 5; 2i;  —4; -4i; (loi) J2. 
যদি —7«amp(x-Fiy)&m হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
(ü) x0 হইলে ampix--iy)-tan"t y/x 
(ii) <0, »>0 হইলে amp(x-Fiy) 2z--tan^! y/x 
(iii) <0, y«0 হইলে amp(x-Fiy)9 —z-Ftan^* y[x 


“বিপরীত ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকে'র সহিত পরিচয়ের পরই কেবল এই 
প্রশ্নের সমাধান করা উচিত। | 


Argand চিত্র 115 
5. fax প্রদত্ত সংখ্যাগুলির ‘মডিউলাস’ এবং “আগুমেন্টের প্রধান মান 
“Без কর £ 
(200/34); (сі 4505 43-20); 42%. 
А81 
পূর্বে প্রদত্ত 45 অনুচ্ছেদে (Ш) এবং (IV) এ প্রদর্শিত শর্তগুলি কি ইহার! 
সিদ্ধ করে? 


26. Argand চিত্র মাধ্যমে জটিল সংখ্যার বাঁজগণিতীয় ক্রিয়াসমূহ 
( Representation of Algebraic operations on the Argand 
diagram ) 

বর্তমান অনুচ্ছেদে জটিল সংখ্যার সমতলে জ্যামিতিক 544 কার্ষের মধ্য দিয়া 


E, —z, 21429) inim 21:22 এবং 21723 (এখানে 2, 21, 2а জটিল 


সংখ্যা) এর তাৎপর্য ব্যাখ্যা করা হইবে 1 


L 2 এবং -z এর জ্যামিতিক রূপায়ণ (বা তাৎপর্য ) 
যদি? বিন্দু জটিল সংখ্যা z কে নির্দেশ করে, তবে বাস্তব অক্ষ ছারা গ্রতিফলনে 


উৎপন্ন P এর প্রতিবিস্ব a বিন্দু বিপরীত A 

জটিল se! ( conjugate complex 9) 

number )z কে নির্দেশ করিবে, আর 

-2ст নির্দেশ করিবে এমন বিন্দু বি, 

যেখানে PR 54/44 o তে সমদ্বিথণ্ডিত X 

হইয়াছে (ба 42 аў)! 

z=x+iy হইলে সহজেই গেখা যায় ра 
Rz) 042) 

@ P, а, R এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (১) (8৮১) 


(х,у), (ы =>) (3859) চিত্র 43. 


2. 2429 এর জ্যামিতিক রূপায়ণ (বা 91594) 
ধর! যাক জটিল সংখ্যার সমতলে অবস্থিত P (a b) এবং @ (cç d) বিন্দু 
বথাক্রমে দুইটি জটিগ iqi qus z= atib এবং za —c-kid কে নির্দেশ করিতেছে 
( চিত্র 4.3 দ্ৰষ্টব্য )। তাহা হইলে ОР এবং 09,0% সন্নিহিত বাহু করিয়। 156% 
সামীন্তরিক aoPR এর চতুর্থ শীর্ষ R নির্দেশ করিবে zitza যোগফল 1 


сеза অন্কসাতন ( vector notation ) অনুসারে ,OR- 09-03. 
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[সহজেই দেখ! যায় যে R এর স্থানাঙ্ক (a+c, btd) কারণ ox এর উপর OP 
এবং PR (অর্থাৎ OP এবং 05) এর অভিক্ষেপছয়ের সমষ্টি ох এর উপর 
OR এর অভিক্ষেপের সমান ( যেহেতৃ 
OL-LN-ON)| оү এর উপর 
অভিক্ষেপের ক্ষেত্রেও অনুরূপ ফল পাওয়া 
যাইবে | ] 

একটি গুরুত্বপূর্ণ সিদ্ধান্ত ( De- 
duction): যেহেতু OR এর দৈর্ঘ্য 
(অর্থাৎ | zi+za |), OP এর tm 
(অর্থাৎ | 21 |) এবং ба এর om ' 
(অর্থাৎ | 22 |) দ্বয়ের সমষ্টি অপেক্ষা চিত্র 4.8; 


বৃহত্তর নয়, তাই নিয়ের অসমতাটি ( ইহাকে ত্রিভুজ অসমতা বল৷ হয়) পাওয়া 
যায়, যথা: 


Y XS 


|z:+za| 1211 +z] 
অনুশীলনী । উপরের অসমতায় সমতা Баа জ্যামিতিক তাৎপথ কি? 


3. z,—23 এর জ্যামিতিক তাৎপর্য 

ধরা যাক্‌, а এবং a বিন্দু যথাক্রমে £2 এবং - 2 কে নির্দেশ করে; স্থতরাং 
০.০. মূলবিন্দু o তে সমদ্ধিখণ্ডিত হইয়াছে। 
যেছেতু P বিন্দু 2, কে নির্দেশ করে, 
অতএব ОР এবং OQ কে সন্নিহিত বাহ 
করিয়া অঙ্কিত সামাস্তরিক рос এর 
চতুর্থ в বিন্দু 2, — za 2, +(- 25) 
কে নির্দেশ করিবে। এখন OG এবং 
RP সমান ও সমান্তরাল বলিয়া 
০7:2০, А, সুতরাং OR —- GP ; 
দেখা গেল, ভেক্টর GP ও জটিল সংখ্যা 
21_ 22 কে নির্দেশ করিতেছে এখানে 
ар сейит প্রারস্তিক বিন্দু 24 এবং 
অস্তিম বিন্দু 211 

ভেক্টর অঙ্কপাতন অনুসারে, БВ=ОР-ба. 
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4945 21—23 এর “মভিউলাস'-| 21-22 1-5 এবং এ faga হইতে 
ইহাও পাওয়া যায় যে 
[21-22 | > | zi l> lza] 


(ত্রিভুজের দুইটি বাছুর অন্তর তৃতীয় বাহু অপেক্ষা কখনও বৃহত্তর হইতে পারে.না। ) 


4. zza এর জ্যামিতিক তাৎপর্য 

ধরা যাক্‌ 'মডিউলাস'-'আ্যামপ্রিটিউড' আকারে z,—ri (cos 0,--i sin 01), 
৪৮78 (сов 9947 sin 092). 

সুতরাং 21.22 =7172 [cos(0, + 
99)4-7 sin(04--09)] ; তাহা! হইলে 
Ziza এর ABMA rira এবং 
‘আগুমেণ্ট' ৪,4+02। এই ধারণ! 
হইতে ziza এর নির্দেশক বিন্দু R অঙ্কন 
করা যাইবে £ 

OP রেখাকে arg zs এর সমান 
কোণে ঘুরাইয়া ও উহাকে modz; 
দ্বারা গুণ করিয়া on রেখা পাওয়া 
যায়। 


অঙ্কন। বাস্তব অক্ষের 'উপর all, 0) একটি বিন্দু লওয়া হইল, সুতরাং 
OA-1; তাহা হইলে ОАР ত্রিভুজের সদৃশ করিয়া wfs ত্রিভুজ oan এর তৃতীয় 
শীর্ষ R বিন্দু ziza কে নির্দেশ করিবে 1 

( Z@oR=20, এবং 4০০৮২ = Z ОАР অঙ্কন করিলেই R fem পাওয়া যায়। ) 


যেহেতু A'OAP, OAR সদৃশ, স্থতরাং টন 845 OR =GP. 


=rirg এবং ZXOR = /хо@+ Z QOR —0g5--0,. 

5. 2,5-2, এর জ্যামিতিক তাৎপর্য 

ধরা যাক্‌ 21--ғ(сов 0) +i sin 01), 2а 9 rg(cos 02 +i sin 0g). 

তাহা হইলে 24/22/5172 [cos(0; —0a)+i sin(0, — 0a); remi 
24/24 এর 'মিডিউলাস” 71179 এবং 'আগুমেপ্ট হইল 0, — 05. 


ইহা হইতে 21/24 এর নির্দেশক বিন্দু R এর নিয়প্রকার অঙ্কন পদ্ধতি পাওয়া 
যায়: 


R22) 


| 


e 
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মনে কর! হইল oz, এবং га এর নির্দেশক বিন্দু যথাক্রমে P এবং ৯. ( 9999 
স্থবিধার জন্য ধরা হইল 012709) ! АҮ 

үзі: /роо-0і-0а; এখন | 
বাস্তব .অক্ষের উপর А(1, 0) একটি বিন্দু 
exi হইল, ফলে ОА=1 

оар ত্রিভুজের সহিত সরাসরি 
সদৃশ ФТІ ОАК ত্রিভুজ অঙ্কন করা 
зблі R বিন্দুই 21/2: কে নির্দেশ 
করে, কারণ OP :O@=0R : OA 
অর্থাৎ OR-OP/oR—rira এবং 
4ков-б-бҙ. 


অনুশীলনী 1. একটি Argand চিত্রে নিম্নলিখিত বিন্দুগুলি সংস্থাপিত কর: 
3-44; 5424; 3-4; 5-21; -3-4і; -5-ді; 
3+4)1+5+2)) (9-4) (5+2) ішегі, үзү) 
(3+41)(5 +35). 
অনুশীলনী 2. একটি Argand চিত্রে নিয়ের বিন্দু তিনটি সংস্থাপিত করিয়া 
দেখাও যে উহার! একটি সমকোণী ত্রিভুজের 84654: 
21=10+51, 22=6-1 এবং 2342 -34+51. 
অনুশীলনী 3. Argand চিত্রে নিয়ে প্রদত্ত বিন্দুগুলি সংস্থাপিত করিয়া দেখাও 
যে উহার! 3448 ( concyclic ) : 
(i 3+4, 3-4, – 44-31 এবং —4—3i 
Gi) l45i, 24641, 3-Ri এবং —2+6i 
প্রতি ক্ষেত্রে 4904 сөж নির্ণয় <q | ' 
অনুশীলনী 4. প্রমাণ কর যে নিয়ের প্রতি ক্ষেত্রে বিন্দত্রয় সমরেখ (collinear) : 
() 1145 3-2; —3+16i; (ü), —14-3i, 2-F9i, -3— i. 
অনুশীলনী 5. জটিল সংখ্যার সমতলে প্রদত্ত বিন্দু P যদি জটিল সংখ্যা z 
নির্দেশ করে, তবে নিয়ের ষংখ্যাগুলিকে যে বিন্দুগুলি নির্দেশ করিবে তাহাদের > 
সমতলে সংস্থাপিত #4: 
() 22; Gü) —3z; (їй) z+5; (i) 42-59; (v 8-32. 
অনুশীলনী 6. যদি P বিন্দু জটিল অংখ্যা z কে নির্দেশ করে, তবে নিম্নলিখিত 
ক্ষেত্রগুলিতে P এর অবস্থান সম্পর্কে কি কি বিষয় প্রকাশিত হয়? 
() іг!-5з (4) |2-1 |=2; Gü) 15521 <3. 


È 


5 


fato সমীকরণের তত্ব 
( THEORY OF QUADRATIC EQUATION ) 
5:1. সুচনা ( Introduction ) 
অজ্ঞাত ШЇЇ x এর দ্বিঘাত সমীকরণের সাধারণ আকারটি হইল 
ax2+bx-+ ০৯০, (এখানে ৫৮০); 
а, b, € কে ইহার সহগ (coefficients ) বলা হয় এবং ইহারা x বাঁজত বালয়া | 
нече (ধ্রুবক সংখ্যাগযীল বাস্তব অথবা জটিল হইতে পারে )। সন্তরাং 
x 6xz+5=0, 2ix?+x-6+4i=0 এবং 3x? —5=0 
হইল একাট অজ্ঞাত রাশ < এর দ্বিঘাত সমীকরণের তনটি উদাহরণ ৷ 4 এর সহগ 
арар হইলে সমীকরণাটকে বিশুদ্ধ দ্বিঘাত সমীকরণ বলে (pure quadratic), যথা 
452520, কোন দ্বিঘাত সমীকরণ এ০৫৪+4৮+০-0 কে সমাধান করার অর্থ 
x এর সকল সম্ভাব্য মান іні করা যাহারা সমীকরণাঁটকে সিদ্ধ 941 x এর 
এই মানগ্যানকে সমাধানের সেট ( a set of solutions ) বলা হয়; সেট্‌টির 
প্রত্যেক সভ্যকে সমীকরণাঁটর বীজ (root) বলে । উদাহরণস্বরূপ দেখা যায়, 
х®—5х+6=0 সমশকরণাঁট х-2 এবং х=3 এই উভয় মান দ্বারা সিদ্ধ 
হয়। সুতরাং এখানে সমাধানের 0%; হইল |2,3) এবং 2 অথবা З হইল 
সমীকরণাটর বীজ । ছাত্রছাত্রীরা ইতিপূর্বে দ্বঘাত সমীকরণ সমাধানের প্রণালী- 
ийет সাহত, বিশেষত উৎপাদকে বিশ্লেষণ প্রণালীর সাত, পারাচত হইয়াছে 1 
পরবর্তা অনুচ্ছেদে পুনরাঁলোচনা'র ছলে ও প্রণালীগ্ীলর সংক্ষপ্ত বিবরণ দেওয়া 
হইল। পরে এই অধ্যায়ের অবাশণ্ট অংশে দ্বিঘাত সমীকরণের তত্তেরর উপরই 
আলোচনাকে নিবদ্ধ রাখা হইবে 1 
52. fake সমীকরণের সমাধান প্রণালী ( Methods of solving 
quadratic Equations ) 
সরল দৃষ্টান্ত সহকারে faata সমীকরণের বিভিন্ন সমাধান প্রণালী এখানে দেওয়া 
হইল। ছাত্রছাত্রীদের উচিত হইবে, 9% পড়িবার পূর্বে V(A) এবং ৬৫৪) 


প্রশ্নমালীর সমীকরণগুলি সমাধান FA 1 
A. বিশুদ্ধ দ্বিঘাত সমীকরণ 
দৃষ্টান্ত t : эри 
2%2_21=0; .. x? =2 এবং বীজগুলি+ 42115 এবং - „210. 
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х%+9=0; A». =—9=(%)# এবং বীজগুলি +3⁄ এবং — 31 
এখানে লক্ষ্য কর, ana সমান কিন্তু পরম্পর বিপরীত feme | 


B. উৎপাঁদকে বিশ্লেষণ পূর্বক সমাধান 
দৃষ্টান্ত ঃ 3%24+2%-5=0 কে (3%+5)(-1)=0 এই আকারে 
লেখ! যায়। 
তাহা হইলে হয় 3%4+5=0, অথবা, x—1-0 অর্থাৎ বীজগুলি – 5/3, 1. 
C. পূর্ণ বর্গে পরিণত করিয়া! সমাধান 
দৃষ্টান্ত £ x*—6x-2-0 কে লেখ! যায় x? 243-3)? - (3)* —2=0 
এই আকারে 
বা (%-3)2=11 এই আকারে; অর্থাৎ х—3= + J11. 
eg বীজগুলি 3+ /11 এবং 3— VII. 


D. সাধারণ সুত্র সাহায্যে সমাধান 
ах? +bx+c=0(a#0) এই fats সমীকরণের সমাধানের Эш নিয়রূপ, যথা : 
-b+ 49842 


পূর্ণ বর্গে পরিণত করিয়া সমাধান প্রণালীর ( C aa ) সাহায্যে সূত্রটি পাওয়া 
যাইতে পারে : 
সমীকরণটির উভয়পক্ষকে Да দ্বারা প্রথমে গুণ করিয়া (*, ৫৮0) পাওয়া যায় 
4a? x? + Aabx -FAac — 0 
বা (2ax)?--2.2ax.b-4- (D)? — b2 --4ac — 0 
41 (2ax--b)? — b? — 4ac 
2. 2ах+Ь= + Jb? — дас 
বা, х= Бана 440 ( sa হিসাবে ব্যবহার কর! চলিবে ) 
E. দ্বিঘাত প্রকৃতির সমীকরণ ( Equations of Quadratic Type ) 
ধরা যাক্‌ সমীকরণাট az?" -bz"-c—0 (৫৯0), যেখানে z, x এর উপর 
নির্ভরশীল একাঁট রাশি । এখন 2”-& ধাঁরলে, সমীকরণাট রপান্তারত হইয়া 
2884-৮%+০৯০ আকার প্রাপ্ত হয়। ইহাকে সমাধান কাঁরয়া и পাওয়া 
যাইতে পারে । . আবার и এর প্রাপ্ত মান হইতে z এবং z এর প্রাপ্ত মান হইতে x 
নির্ণয় করা সম্ভব হইতে পারে | 
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দৃষ্টান্ত 1.2%*4%2-1=0; ধরা যাক x3—u, তাহ! হইলে 2424-1 


1 


= সর. u=1, -1 পাওয়া যায়। যদি u=} হয়, তবে 


চন কিন্ত যদি и--І হয়, তবে এঃ = l=, সুতরাং x= +i. 
অতএব সমাধান সেট.এ চারিটি উপাদান (element ) বর্তমান, যথাঃ 


[+ 1-2» +i =; }; এখানে প্রতিটি উপাদান প্রদত্ত সমীকরণটির একটি 


2 
দৃষ্টান্ত 2. 2[х+) (e 5-0; ধরা যাক ৭1:৮৯) 
x. х. х 
তাহা! হইলে 2u? — 7u--5—0 এবং и=5/2, 1. 
uc হইলে এ+ 3, বা 242 5+2=0 এবং ৮2) 
4০] হইলে 0০1, বা х2-х+1=0 এবং ৪৮৯9 


facis সমাধান সেট [2 e 3, 3-22) 


F. даат а রাশিযুক্ত সমীকরণ ( Radical Equations) 
দৃষ্টান্ত 1. /%43- Үх-1; পক্ষান্তরপূর্বক, 4575. xls 
এখন বর্গ করিয়া x39 x42 x18 44৯15 
পুনরায় বর্গপূর্বক х-1 পাওয়া যায় 
যাচাই করিয়া দেখঃ ,153- J1-2-1-1 
ipli প্রাপ্ত মান প্রদত্ত সমীকরণে বসাইয়া যাচাই করা প্রয়োজন, উভয় পক্ষ 
সমান হয় কি না, কারণ এই প্রণালীতে প্রায়ই অতিরিক্ত বীজ (extraneous 
roots ) আসে, এবং ABNA সমাধান সেট: হইতে বাতিল কাঁরতে হইবে 1 
দৃষ্টান্ত 2. x3—6x— /%2-6%-3=5,; ধর! যাক u-x* -6x ; 
তাহা হইলে, u- Ju-3=5, 41 Ми-3=и-5 = (i) 
বর্গ করিয়া, u-3—u? — 10u--25, 41 и2-11и--28-0 এবং ш-7,4 
যেহেতু কেবল и-7, ()с% fm করে (и-4 সিদ্ধ করে 411, সুতরাং 
_6%-% সমীকরণে и-7 41901 х2-6х-7-0 পাওয়! যায়, অর্থাৎ 
=7, -1. 
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4-7 এবং x= -1 উভয়েই মূল সমীকরণকে সিদ্ধ করে, সুতরাং উহারাই | 
নির্ণেয় বীজ। 

ШІ সমীকরণাঁটকে যাঁদ /%2-6%-3=%2-6%-5 এই আকারে 
লেখা যায় এবং পরে উভয় পক্ষের 497 লওয়া যায়, তবে প্রাপ্ত সমীকরণাট চতুর্থ ঘাতের 
হইবে এবং উহার সমাধান কষ্টসাধ্য হইবে 1 


erasia] ৬৫১) 
সমাধান কর š 
4:13 71552 2, lc?2x2 »-2 
ч 2x-1 2х+ -х 9х-1 
2x—1 %Ғ2 10 Te ET 
Зана Laugh % еа тере ве 
a 2 
5. 12x-943-5 2০ 
x 3 
2х+3_3х-2 рст \ 
Ж 4х-1 3x-2 5; Ма а-к 
9. 42784 /2х+5= /8х+25 
10. /2+х-4+ /10-3х=0 
11. x*-342-10-0 12. М+2-4х+2=6 


2 
13. (1) E =2 14. 4-43 —54-339.4.4-0 
ЕЯ х 


15. Z “+ > =6 16. 4х74-17л73--4-0 


17. উল্লম্বভাবে উপরদিকে উৎক্ষিপ্ত একটি বল с সেকেণ্ড পরে উৎক্ষেপ বিন্দু হইতে 
^ মিটার উচ্চতায় পৌছাইল ; = 64: — 16:2 হইলে 

(a) কত সময় পরে বলটি মাটি হইতে 40 মি. 205 উঠিবে ? 

(b) বলটি কি কোন সময়ে মাটি হইতে 80 মি. উচ্চে উঠিবে ? 

(c) এ বল কর্তৃক অতিক্রান্ত সৰ্বোচ্চ উচ্চত! কত ? 
18. নিয়লিখিত সমীকরণটির কোন সমাধান কি সম্ভব ? 

২/2-104- 4492 
(এখানে AJ এই চিহ্ন ধনাত্মক বর্গমূল নির্দেশ করিতেছে) 


[উঃ 1. 8/2. 2 +1. 3. 1, =T. 4. 2,-8. 5. X24). 
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6. 8৮, lp. 7. въз, 8, 912. 9. -2 10. 359. 
п. жы ki. 12. 79. 18. лс 10111 


15. 14-1, 23:52, 16. +2, 38119. 17. (a) 078 এবং 312 সে. (উৎক্ষেগের 
পর), 9) না, (c) 64 মিটার 1] 


5:3. faas সহু-সমকরণ ( Simultaneous Equations involving: 
Quadratics ) 
A. একটি একঘাত এবং একটি দ্বিঘাত সমীকরণ 
81.1. সমাধান কর £ 47০7, х®+у®=25 
সমাথান। একপাত জমীকরণটি হইতে একটি অজ্ঞাত রাশির মান অপরটির 
সাহায্যে নির্ণয় কর। হইল £ ধরা যাক্‌ »=7- x. 
এখন দ্বিধাত সমীকরণটিতে y এর এই মান বসাইয়া পাওয়া যায় 
x3 (7 —x)3 225. 
অর্থাৎ x?—7x--1220 অর্থাৎ х=3 রা х=4 
যখন х-3,у-7-х-4; 844 x74, у=7-—х=3. 
সুতরাং নির্ণেয় সমাধান £ &=3, 9.4 এবং -4১ у-3. 


B. দুইটি সমীকরণই аху = с আকারের 
т 2. 242—-52—7, 34? 25? - 14 
y অপনয়নের জন্য প্রথম সমীকরণটিকে 2 দ্বারা গুণ করিয়া উহাকে দ্বিতীয় 
সমীকরণটির সহিত যোগ করা হইল । তাহ! হইলে 74528, বা x2=4, 
x= +2. 
যখন х= 352, তখন প্রথম সমীকরণ হইতে y? — 1,41 у= £1 
সুতরাং নিম্নে প্রদত্ত চারিটি সমাধান পাওয়া গেল £ 


ইহারা সকলেই প্রদত্ত সমীকরণদ্বয়কে সিদ্ধ করে। 

C. "দুইটি সমীকরণ ax?-c-bxy-cy*—d আকারের 

бт. 3. (1) xz2+zxy=6; (2) х#+5ху—4у®%=10 

উভয় সমীকরণে ১1 বসান হইল। (1) হইতে х®=6/(1+т) এবং 
(2) হইতে x2=10/1+5m-— 4m?, 
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б. 10 SI 
তাহা হইলে І+т 145т-4т% SONS 3” 


সুতরাং у= Y=; (D-4 y=% বসাইয়া у®=1, 2. y-il 
যখন р=1, х-2у-2; যখন у--1, x= —2 


আবার ›=з লইয়া দেখান যায় যে, 


সমাধান চারিটি: 5-2, х--2), 
842 3 J2 
Mem | ২ | 
৮2] ШЫ = - ха 
হত = 2 


D. x এবং y এর পরস্পর স্থান বিনিময়ের ফলে যদি কোন সমীকরণের 
পরিবর্তন না হয় তবে সমীকরণটিকে প্রতিসম (symmetric) বলা হয়। যথা 
x* +y? — Sxy-F Ax Ay 8 সমীকরণ x এবং y সম্পর্কে প্রতিসম | 

এইরূপ абед সহ-সমীকরণ সহজে সমাধান করা যায়, যদি xus, 
у=и- এইরূপ ধরিয়া! লওয়া হয়। 


উদ. 4. (1) х#+у#+2х+2у=32; (2) «+у+2ху=—22 

(1) এবং (24 x — uv, ҙ-и-» বলাইয়া পাওয়। যায় : 

(3) u?--»*-F2u —16 ; (4) w?—5?-u-—11 

(3) এবং (4) যোগ করিয়া, 2и3--3и-27-0 বা и-3, -9/2 

যখন ॥=3, 22=1 9 у---1; যখন u= = 9/2, ›®= 19/4 

বা v=+ J19/2 

সুতরাং (3) এবং (4)এর সমাধান হইল £ 

и=3, v-1; u=3, у/--1; и--9/2, v= 41912) u= —9/2, 
v= — ,/19/2 3 

এখন যেহেতু х=и+», у-и-»; (1) এবং (2)এর চারিটি সমাধান হইল : 

х-4,у-2; х=2, у= 4; x= —9J2+ ,/19/2, у--9/2- 4/19/2, 

х= —9[2— 4/19/2, у= —9/2+ 19/2. 


বহুপদবিশিষ্ট রাশি £ ভাগশেষ উপপাদ্য এবং গ্রণনীয়ক উপপাদ্য 125. 


! assia] V(B) 
সমাধান কর ( অজ্ঞাত রাশির কেবল বাস্তব মান fetu ) : 
1. 4825, х--2у--10. 2. ху+х2=24, у-3х+4=0 
3. 4х+5у=6, ху---2. 4. 4у%--3х3--57, 2x* — y? — 5. 
5. 9[x?--16/5? 25, 18/x3 — 12/52 — — 1. 
6. x2+3xy=18, х2 —5у2=4. 
7. 4424-22-16, 3x? — Axy-- 25? — 6. 
8. х%-у%-09, х-у--3. 
9. l[x9-F1/[y? —35, 1/x? — 1]xy 1/5? 27. 
10. zx?-ry?-180, 1/x-F1/y —1/4. 
[উঃ 1 (0,5); (4,8). 2 (85:(-8,-10. ^3. (-1,2): (6/2, —4/5). 
4. (JT, 8), (YT, -3), (77, 8), (мт, —3). 
5. (8,2), (8, —9), (3,9), (-8, —9). 6. (8,1),(-3.-1). 
7. (,8,(-2, = 3). . 8 (1, –9), (2, 71)... 9. (, 9, (8৮৯, 
10. (12,6), (6, 12), (— 5-- J65, — 5— v65), (—5— J65, — 52-465). ] 
5.4. বুপদবিশিষ্ট রাশি (Polynomials); ভাগশেষ উপপাদ্য ( Re- 
mainder Theorem ) এবং গুণনীয়ক 919% ( Factor Theorem.) 
সংজ্ঞা n ধনাত্মক অথণ্ড সংখ্যা এবং ao, 41, as, “>, а» 8418 ( বাস্তব 
অথবা জাঁটল সংখ্যা) হইলে aox"+ayw""l+ayxw""9...... аһ-1х+аһ 
(4০৮০) আকারের রাশিমালাকে x «Ян ঘাঁতের বহুপদবিশিষ্ট রাশি 


(а polynomial in x of degree n ) বলা হয় | 

Wl. 1. ax-kb (৫৯0) রাশিটি হইল এক বাতের বহুপদ রাশি। 
[ কেবল এক ঘাঁত রাশি ও ( linear expression ) বলা হয়। ] 

Sl. 2. এর দ্বিঘাত রাশিমালার ( quadratic expression ) আকার 
হইল ах? +bx+c (৫40)-ইহাকে ছুই ঘাতের বহুপদ রাঁশি বলা হয়। 

ЗҮ. 3. «এর ত্রিঘাত রাশিমাঁলার ( cubic expression ) আকার হইল 
ax? +bx?+cx+d (а»0); ইহাকে তিন ঘাতের বহুপদ রাশি বল! হয়। 

Sl. 4. খর চতু ঘাত রাশিমাল! ( biquadratic expression ) 
আকার হুইল ৫%+৮:৮৪4-0%8 7৫276 (аж0); (ইহাকে চার দাতের বহুপদ 
রাশি বলা হয়। 
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84,5. যে কোন 94% রাশি, ধর! যাক 6, কে শুন্য ঘাতের বহুপদ রাশি 
বলিয়া মনে করা যায়। [ ইহা একটি বিশেষ ক্ষেত্র হিলারে গণ্য করিতে হুইবে, 
কারণ c= c.x 

স্মরণ রাখিতে হুইবে যে х এর বহুপদ রাশিতে x এর ঘাতস্চক хайт 
কেবল ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হওয়া উচিত ( ঝণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা অথবা ভগ্নাংশ 
প্রভাত নহে )। 

অপেক্ষক সম্পকিত অন্ধপাতন € Functional Notation ) 

নিখুঁত আলোচনার মধ্যে না URU কেবল এই FA বলিলেই বর্তমান 904094 
পক্ষে যথেষ্ট হইবে যে চল (а variable) হইল x, y ব! л প্রভৃতির মত এমন 
একটি প্রতীক (symbol) যাহা বিভিন্ন মান ধারণে AFI অপরপক্ষে, ঞ্রুবক 
(а constant ) বলিতে সাধারণতঃ k, с প্রভৃতি অক্ষর দ্বারা নির্দেশিত এমন একটি 
রাশিকে বুঝায় যাহ! কোন বিশেষ প্রশ্নে সর্বদা একটি স্থির মানের পরিবর্তে ব্যবহৃত 
әлі এখন দুইটি চল, যথা % এবং), পরস্পর এমন সম্পর্বযুক্ত হইতে পারে যে x 
কর্তৃক গৃহীত প্রতিটি মানের জন্য এর একটি নিদিষ্ট মান পাওয়া যায়। এইরূপ 

ক্ষেত্রে বল! হইয়! থাকে যে 
y হইল %এর একটি অপেক্ষক ( y is a function of х); 
অথব। y, xe উপর নির্ভরশীল ( у depends on x ). 
উদাহরণন্থরূপ ধরা যাক্‌, x এবং р ча মধ্যে এইরূপ সম্পর্ক বিদ্যমান যে 
у=? -5х+2. 
তাহ! হইলে x=0 হইলে y=2; x=1 হইলে y= -2; x—2 হইলে 
у= _4 ইত্যাদি | এক্ষেত্রে y, এর উপর (59887 অথব1%,এর একটি অপেক্ষক’ | 
এর প্রদত্ত কোন মানের জন্য y যে মান গ্রহণ করে তাঁহাকে f(x) প্রতীক দ্বারা 
নির্দেশ কর! হয়) ইহাকে “এর “f” (“f of “л” ) এইভাবে পড়িতে হয়। 
weh পূর্ববর্তী উদাহরণে প্রদত্ত সম্পর্কটিকে এইভাবে লেখা যায়, যথা 
y-f(x)2x*—5x-2. 

তাহা হইলে Қ0)-2, ()--2, f(2)9 —4 ইত্যাদি। প্রকৃতপক্ষে f 
বলিতে хая নির্দিষ্ট মানের সহিত সংশ্লিষ্ট yaq মান নির্ণয়ের নিয়মটিকে বুঝায়। 
স্বভাবতই বিভিন্ন নিয়মের জন্য বিভিন্ন প্রতীক যেমন %, F, G প্রভৃতি ব্যবহার করা 
যাইতে পারে। 

অপেক্ষকের ধারণা সংক্রান্ত ব্যাপকতর আলোচন! বর্তমান লেখকদের কলন 
( calculus.) 504 করা হইয়াছে বর্তমান অধ্যায়ে 248 যে বহুপদ রাশির মান £এর 
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মানের উপর নির্ভরশীল তাহাকে f(x) বা %(4) প্রভৃতি প্রতীক দ্বার! উল্লেখ করা 
হইল। ptem, fats Paim ахас (2৮0) কে f(x) প্রতীক 
দ্বারা উল্লেখ করা যাইতে পারে ! তাহা হইলে f(4)—a«?-b43 c, Қ0)-с, 
f(8)—a8?--bB-Lc ইত্যার্দি। প্রসঙ্গত উল্লেখ থাকে যে বহুপদ রাশি Р(х) 
অনুরূপ সমীকরণটি হইল Қа)-0: যেমন দ্বিবাত রাশিমালা ax2+bzx+c এর 
অনুরূপ দ্বিধাত সমীকরণটি হইল ax2+bx+c=0. 

SEDE ধরা যাক্‌ f(x) একটি বহুপদ রাশি এবং = « হইলে f(z)=0 ; 
তাহা হইলে < কে f(x)- 0 সমীকরণের একটি বীজ বলা হইবে । ইহাও বলা যায় 
যে < হইল বহুপদ রাশি f(x) এর একটি শুন্য (< is a zero of the 
polynomial f(x) ) ! 

141: х=1 হইল £(*)= %2-4%+3=0 এর একট বাঁজ (7. /(1)=0) 

বা х=1 হইল f(x)—x?—4x-F3 এর একটি শুন্য (a zero of 
x? —4x-F3))1 


দুইটি বহুপদ রাশির মধ্যে ভাগক্রিয়। ( Division of two Polynomials ) 

দেওয়। আছে, f (x) এবং Ф (z) দুইটি বহুপদ রাশি এবং Ф (х) এর ঘ্বাত, 
f (a) এর ঘাত অপেক্ষা কম অথবা অধিকপক্ষে উহার সমান; তাহা 
হইলে f (x) কে % (x) দ্বারা ভাগ করার অর্থ, ভাগফল ( quotient) এবং 
ভাঁগশেষ ( remainder ) বলিয়! কথিত এমন দুইটি বহুপদ রাশি যথাক্রমে Q (x) 
এবং R (x) নির্ণয় কর যেন অভিন্নভাবে (identically ) 

f (х)=$ (x) Q(x)--R (a) হয়, এবং R (a) এর ঘাত, Ф (x) এর ঘাত 
অপেক্ষা কম হয়। বিশেষ ক্ষেত্রে R (z)=0 অথবা কোন একটি 94% রাশিও 
হইতে পারে । 

Әні. ধরা যাক্‌ f (z)=ax2+bx+c(a=0), $ (x) 9x — ^. f (x) কে $ 
(৬) দ্বার! সাধারণ প্রক্রিয়ায় ভাগ করা! হইল, যথাঃ 

ax+ (b+ ax) 


$ Сеа] ПЕГЕН 
| ах? — atx 
৩5৮ 
(b-Fax)x-c 
(b+ ad) — (b+ a«)* 
- + 


a«3 b«c 
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এক্ষেত্রে Q (x)=ax--(b+a<x) এবং R (x) ax9--b« +c 

wes f (৮)-14+0৮4440(4-5)+(৫+5+৮+০) 

মন্তব্যঃ একঘাত রাশ দ্বারা ভাগের ক্ষেত্রে প্রাপ্ত ভাগশেষ ধ্রুবক রাশি হইয়া 
থাকে, যেমন এখানে এ ভাগশেষ-৫৭৪+৮*7+০-7 (х) । ইহা আরও সাধারণ 
ক্ষেত্রেও সত্য š 

ভাগশেষ উপপাদ্য ( Remainder Theorem): কোন বহুপদ রাশি 
f (x) কে এক ঘাতের বহুপদ রাশি (х-<)чіңі ভাগ করিলে প্রাপ্ত 
ভাগশেষ হইবে f (এ). 

প্রমাণ। f(x) কে (х=) দ্বারা ভাগ করার অর্থ দুইটি বহুপদ রাশি Q (x) 
এবং R (x) নির্ণয়, যেখানে 

f (৮) 0 (x)(x-x)-R(x) হইবে, এবং R (x) এর ঘাত, x—« ঘাত 
অপেক্ষা কম হইবে, অর্থাৎ R (x) হয় শুন্য অথবা কোন 494 রাশি। 

এ অভেদটিতে х-« বসাইলে f (<)-О(%) («—)+К (4)=R (a) 
অর্থাৎ ভাগশেষ-? (х) = 894% 1 

অনুিদ্ধান্ত। f(x) apeta দ্বারা ভাগ করিলে ভাগশেষ 7(-а/р) 
йя! 

সংজ্ঞা । উপরের ভাগকিয়ায় যাঁদ দেখা যায় যে R (х)=0, তবে বলা হইবে যে 
f (x), $ (x) দ্বারা সম্পূর্ণ বিভাজ্য ( divisible ) অর্থাৎ % (x) হইল f (x) এর 
একটি উৎপাদক । এ ক্ষেত্রে f(x) এর দুইটি উৎপাদক 2204-4410 % (x) এবং 
অপরটি Q (%)। 

উপরের উদাহরণে যদি f (4)=0 হয়, অৰ্থাৎ < যদি f (х)=0 এর একটি বীজ 
হয়, তবে f (4)-4%৪+৮%+০ র উৎপাদক দুইটি, যথা £ (i) x—< এবং 
(i) ах+( +ах) ; তাহা হইলে নিয়ে প্রদত্ত উপপাগ্ছটি পাওয়া গেল, যথা! : 

উৎপাদক বা গুণনীয়ক 9919 ( Factor Theorem 3: x-4, বহুপদ 
রাশি f (x) এর একটি উৎপাদক হুইবে, যদি এবং কেবলমাত্র যদি f (€)-0 হয়, 
অর্থাৎ যদি এবং কেবলমাত্র যদি <, f (x) 0 এর একটি বীজ su | 

পরবর্তা wat শুরু করার পূর্বে নিয়ে বিবৃত বীজগণিতের মৌলিক Sas 
প্রণিধানযোগ্য £ 

বীজগণিতের মৌলিক উপপাগ্ ( Fundamental Theorem of 
Algebra): ereje বহুপদ রাশি, f (х), এর 54%: একটি বাস্তব অথবা জটিল 
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"H (zero) আছে, অর্থাৎ «এর www একটি এমন মান < আছে যাহার জন্য 


=0 হইবে। 
Sataa প্রমাণ বর্তমান গ্রন্থের আলোচ্য বিষয়ের বহিভূতি, কিন্ত প্রয়োজনবোধে 


এই উপপাগটি ব্যবহার করা হইবে | 


5. দ্বিঘাত সমীকরণের 9% (The Theory of Quadratic Equations) 
1. f(x)max?-Fbx-kc (4৯40) একটি faute রাশিমালা ; 
ইহার অনুরূপ সমীকরণ, যথা f (x) 0, এর দুইটি বীজ বর্তমান; বীজ দুইটি হইল 


-b+ ы ш Байы 22212 44০ [ অঙ্থচ্ছেদ 52 D দ্রষ্টব্য ] 


এই বীজ ছুইটিকে < এবং 8 দ্বারা নির্দেশ করা হইলে 

—b--b?-4ac, —b— Jb3—4ac b 
+ =- 

2a 2a a 


«-В- 


= _ ax? -Ebx- ci x এর সহগ 
Mul AU Ep c ce ы-ы 


আবার 4.9 (= b+ т а) - EE Eras) 


(6) - ( Jp? CEN — (b? — 4ac) 
S т 4a? . 


4а? 


৮৫0 
4a? а 
_ ах? E hx-Fc এর ধ্রুবক পদ 
সাও еттен গুণত c ара 
8415441. যদি px2—qx-+r=0 এর বীজ দুইটি а এবং b হয়, তবে 


ab, a—b এবং a? + b? এর মান নির্ণয় কর। 


সমাধান। এখানে a+b= - (9.4 এবং a.b =” 
р p р 


4у 4%-4ур 


09 77৮84 
(a—b)2=(a+)b)2 – 4ab ges E 


a-b- + М2 =: —Arplp 


2 
ai pic 2 оор бше. 
এবং а? +02 (a-- b)? — 2а নি 


9 [ Al.] 
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2. fuste সমীকরণের দুইটি এবং কেবলমাত্র দুইটি বীজ আছে (А 


Quadratic equation has two and only two roots ) 
প্রমাণ। ধর! যাক্‌ 70) max? 4- bac c(az40) একটি faato atata 
gaat ইহার অনুরূপ দ্বিঘাত সমীকরণটি ৫৪47+০-0 (az 0). 
\ প্রমাণ কর! হইবে, সমীকরণটির (0) দুইটি বীজ এবং (ü) কেবলমাত্র দুইটি বীজ 
আছে। 
ভূমিকা ( Preliminaries): ধর! যাক্‌ x-a (< যে-কোন সংখ্যা) একটি 
একঘাত রাশি। x-a দ্বার! f(x) max? хс কে ভাগ করা হইল 1 


দেখ গেল ভাগফল ax +a<+b ах -(ax--b) 
এবং ভাগশেষ ах®-ЬЬ&-Ес; ৭1428470276 
^ ax? —axx 
সুতরাং লেখা যায়, eed 
f(x) (৮7৭04742579) (ax--bx-kc . 
"(a2 4-b« 4c) (ax bix Жы. 


এখন ধরা 51% ৫:৪4-৮+০৯0এর VA ভা 
< একটি বীজ; তাহ হইলে: эш) 
অমুমারে ৫42 +২+০=0 
2. f(x) m (x (ахак) 
অর্থাৎ (x — <), f(x) এর একটি উৎপাদক | 
বিপরীতক্রমে, মনে করা যাক্‌ ৫-4, f(x) এর একটি উৎপাদক; তাহা হইলে 
ভাগক্িয়া হইতে দেখা যায় যে ভাগশেষ, যথা ৭424446০, অবস্তই 49 হইবে। 
স্থৃতরাং <, অবশ্যই ax*--bx-Fc- 0 এর একটি বীজ। 
সিদ্ধান্ত ঃ < যদি ০৮০+-৮৮+০-০ এর একটি বীজ হয়, তবে (х) 
অবশ্যই 1()৭+৮৮+০ এর একটি উৎপাদক এবং বিপরীতক্রমে, 
x—« যদি f(x) এর একটি উৎপাদক হয়, তবে < অবশ্যই ах? рх с 
=0 এর একটি বাঁজ। 
প্রথম ধাপ। বীপ্গগণিতের মৌলিক 94919 অনুসারে ৫%৪+-44:0-0 এর 
অবশ্যই একটি বীজ আছে। ধর! হইল, উহা <; তবে উপরে প্রমাণিত সিদ্ধান্ত 
অনুসারে (x— 4) অবশ্যই :70)৫৪+৮+০ এর. একটি, উৎপাদক । এখন 
f(x) কে x— < দ্বার! ভাগক্রিয়ার ছার! দেখা গিয়াছে যে Ба) এর একই সঙ্গে আর 
একটি একঘাত উৎপাদক বিদ্যমান, qul (ax-FaX--b) সুতরাং ах?®-ЬЬх-Ес=0 
এর এ উৎপাদকের Wa" আর একটি фае আছে; উহ! ¿= — (ax --b)[a ; 


ах bc 
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হতরাং দেখা গেল যে ax2+bx+c=0 এর একটি বীজের অস্তিত্ব যদি «faut লওয়া 
যায় তাহা হইলে সমীকরণটির দুইটি বীঙ্গ আছে বলিয়া সিদ্ধান্ত করিতে হয়। যেহেতু 
মৌলিক উপপাগ্য ett মমীকরণটির একটি বীজ নিশ্চয়ই Rata, অতএব উহার 
দুইটি বীজ বিদ্যমান | | 


দ্বিতীয় ধাপ। এখন ইহা প্রমাণ করিতে হুইবে যে ৫৮৪+৮+০-০ 
সমীকরণের কেবল দুইটি 192 আছে। সম্ভব হইলে ধরা যাক, 74144494 তিনটি 
বীজ আছে এবং Saal «x, A, y (তিনটই পরম্পর ভিন্ন নাও হইতে পারে )। 
তাহা হইলে পূর্ববর্তী যুক্তি agma f(x) এর তিনটি উৎপাদক থাকা উচিত, যথা 
(«-«)(х-В),(х-у)! вй লিখিতে পারা যায় যে 
ax? t bxc —-h(x — 4)(x — B)(x —v), 
যেখানে k, f(x) এর অন্য কোন সম্ভাব্য উৎপাদক নির্দেশ করিতেছে | 


এখন, ডানপক্ষ এমন একটি রাশি যাহার ঘাত তিন অপেক্ষা কম নহে, কিন্ত 
বামপক্ষ একটি দ্বিঘাত রাশি; এইরূপ দুই রাশির মধ্যে সমতা! সম্ভব নহে d 


TSI ৫৮৭4৮৮4০৯০0 লমীকরণের তিনটি বীজ আছে, এইরূপ অন্থমানের 
ফলে একটি ләт পরিস্থিতির উদ্ভব হইতেছে, অর্থাৎ অস্থ্মানটি 941 weg 
কোন fare সমীকরণের দুইটির অধিক বীজ আছে এইরূপ 59414 করা যায় না । 
স্তরাং 944190 প্রমাণিত হইল। x 


MPL প্রথম ধাপে প্রমাণিত হয় যে ৫৮৪+-৮:৮+-০-0 এর বাঁজ দুইটির 
31/9 —b/a. (С. একাটি বাজ < এবং অপরাটি —(aX--b)/a; সুতরাং উহাদের 
яф — b/a). 

11212 ах‹#+Ьх+с=0 এর যে mA «ә আছে, তাহা সমীকরণাঁট 
সমাধান কাঁরয়া সরাসার প্রমাণ করা যায় ( অন:চ্ছেদ 52 এর D দুষ্টব্য )। কিন্তু 
উহা হইতে প্রমাণিত হয় না যে সমীকরণাঁটর কেবলমাত্র দুইটি বাঁ আছে। এইজন্য 
উপপাদ্যাটর উভয় অংশ প্রমাণ কাঁরতে NLIS İSA অনুসরণ করা হইয়াছে | 


3. x43 তিনটি বিভিন্ন মান দ্বিঘাত সমীকরণ ৫:৮*+/:৮+-০-০ 
€৮০)কে সিদ্ধ করিতে পারে না। কিন্তু যদি এর foa? বিভিন্ন মান 
দ্বারা ax*-bbx-c-0 8359 সিদ্ধ হয় তবে ৫৮০+৮:৮+৫-০ একটি 
অভেদ (অর্থাৎ ইহা এর সকল মান দ্বারাই সিদ্ধ হয় )। 
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প্রমাণ। প্রথম অংশঃ সম্ভব হইলে ধর! 44 দ্বিঘাত সমীকরণ 
ax2+bx+c=0 (4%0)টি хая তিনটি বিভিন্ন মান, যথা <, В, > দ্বার! 
бе হয়। 


তাহা হইলে ax3 bxc 0 e (1) 
ав? +bB+c=0 (ii) 
ау? +by+c=0 E (iii) 


(i) হইতে (ii) বিয়োগ করিলে, a(«2 — 02)+-b(< — 8) 0, 
বা («—B)yfaX-Faf--b] - 0 


7, а«+а8+Ь=0 E (iv) 
С. <, 8 ভিন্ন, .", <— p0) 
часи (1) হইতে (іі) বিয়োগ করিলে, а(2--») 5-0 0.2 (у) 
এখন (іу) হইতে (v) বিয়োগ করিলে, ai«-y)-0 -- (vi) 


কিন্তু ইহ! 5594, কারণ কল্পনা অঙ্গুসারে a0 এবং «му, স্থতরাং এইরূপ 
US করা gers যে এর তিনটি বিভিন্ন মান farte সমীকরণ 
аха +х+с=0 (৫৮0) কে fra করিতে পারে। 

দ্বিতীয় অংশ £ এখন ৫:৪+৮:+০-০. এই «Ұр বিবেচনা! করা যাক্‌। 
যদি এএর তিনটি বিভিন্ন মান, যথা <, ру ইহাকে সিদ্ধ করে, তবে পূর্বের ন্যায় 
পর পর উপরের (i) হইতে (vi) 444 ধাপগুলি পাওয়া যায়। 

এখন কমনা অন্সারে < 47 সমান নয় বলিয়া (уі) я শর্ত সিদ্ধ হইবে, যদি 
কেবল а=0) হয়। সেক্ষেত্রে (v) হইতে পাওয়া যায় 5-0 এবং (i)এ а-0, b=0 
ЛИ ৫=0 পাওয়া wma সুতরাং хал তিনটি বিভিন্ন মান ax? -bx-Fc-0 
শর্তটিকে fw করিতে পারে, এই 88/49 সত্য হইবে, যদি a=0, b=0 এবং 
c=0 হয়। 

তাহা হইলে প্রদত্ত শর্তটিকে নিয়ের আকারে লেখা যায়, যথাঃ 

0.3.0 x--0- 0, 

এবং দেখা যায়, ইহা এর সকল মানের ক্ষেত্রে সত্য, অর্থাৎ প্রকারাস্তরে 
বলা যায়, এইরূপ ক্ষেত্রে ৫%+-৮৮+০৯০ হইল একটি অভেদ। 

vs দুইটি বাঁজগাণি গায় রাশির মধ্যে সমতা іре apo কারলে যে m 
প্রকাশ পায় তাহা হয় একটি সমীকরণ অথবা একটি অভেদ । sk অজ্ঞাত 
রাশিটির সকল মানে উভয় পক্ষ সমান হয় তবে উহাকে অভেদ বলা হয় ; কিন্তু যদি 
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অজ্ঞাত nia ТИЙ সংখ্যক মানের জন্যই উভয় পক্ষ সমান হয় তবে উহাকে 
সমীকরণ বলা za 1 

দৃষ্টান্তস্বরূপ বলা যায়, (21) —39- 2:1 হইল একটি অভেদ, কারণ 
এর যে-কোন মানে ইহার উভয় পক্ষ সমান; কিন্তু £৪ -4%4+3=0 হইল একটি 
সমীকরণ, কারণ এএর নির্দিষ্ট সংখ্যক ( এখানে 1 এবং З এই দুইটি ) মানে ইহার দুই 
পক্ষ সমান হইতে দেখা যায়। বান্তবিকপক্ষে, f(x) যদি n ঘাতের একটি qes 
রাশি হয়, তবে /(х)-0 সমীকরণের n সংখ্যক এবং কেবলমাত্র n সংখ্যক বীজ 
থাকিবে (বীজগণিতের মৌলিক 984094 অন্সিদ্ধান্ত হিসাবে ইহা পাওয়া যায় )। 

84.2. a, b, c তিনটি বিভিন্ন সংখ্যা হইলে প্রমাণ কর যে নিম্নলিখিত 
সম্পর্কটি একটি অভেদ : 


а bz — c) a(x — cx — a) | а(х alx— b) „а 
(a-b(a—c) (5-с)%-а) (c — a)(c — b) 


সমাধান। 0% সম্পর্কটি Ах2--Вх--С-0 এই আকারের। 

যদি х=а বসান হয়, তবে বামপক্ষ- a? এবং ডানপক্ষ -৫% অর্থাৎ х=а 
প্রদত্ত শর্তটি সিদ্ধ করে। অনুরূপে দেখা যায়, х-Р এবং х-св প্রদত্ত শর্ত সিদ্ধ 
ЖІ কল্পনা অনুসারে а, b, с পরম্পর ভিন্ন সংখ্যা, অর্থাৎ দেখা গেল, তিনটি 
বিভিন্ন মান, যথা a,b,c, Ах2--Вх%С-0 আকারের শর্তটি সিদ্ধ করিতেছে। 
স্থতরাং প্রদত্ত সম্পর্কটি একটি অভেদ | 

4. দ্বিঘাত সমীকরণের ачса প্রকৃতি 41 ধর্ম ( Nature of the 
roots of a quadratic equation ) 

ধরা 414, দ্বিঘাত সমীকরণটি ৫৪+-৮:৫+০-0 (৫৮%0)। আরও ধর! যাক, 
ইহার সহগগুলি বাস্তব এবং যদি অন্যভাবে উল্লিখিত না হয়, তবে মূলদ ৷ 

জানা আছে, সমীকরণটির বীজ দুইটি : 

EU VE এবং B -b- EE j 

মূল চিহ্নের নিচের রাশি, 391 b? —4ac কে নিরূপক ( discriminant ) বল! 
হয় (কারণ পরবর্তী আলোচনা হইতে দেখ। যাইবে, ইহাই বীজ দুইটির enfe 
নিরূপণে সাহায্য করে)। ইহাকে D অক্ষর ছারা নির্দেশ কর! হইবে; স্থতরাং 

D-b* — 4ас. 

A. যদি D atas হয় (অর্থাৎ যদি D«0), তবে « এবং B, p+iq 

(p, এ বাস্তব ) আকারের জটিল সংখ্যা। সুতরাং 
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*D «0 হইলে (41% সমীকরণটির বীজ দুইটি কাল্পনিক (Imaginary )" і 

যথা £ 2х2-6х--7-0; এখানে D=(-6)2-4.(2).(7)= -20 এবং 
ইহা 441491 

2. সমীকরণটির বীজ দুইটি কাল্পনিক ৷ 


B. যদি D=0 হয় তবে বীজ দুইটি <= - 2 


2a’ 

অর্থাৎ বীজ দুইটি সমান। REAN 

“D=0 এবং সহগঞ্ুলি বাস্তব হইলে বীজ দুইটি বাস্তব ও সমান ( real and 
equal )" 

“D=0 এবং সহগগুলি মূলদ হইলে বীজ দুইটি বাস্তব, মূলদ ও সমান 
( real, rational and equal )৮ 

যথা £ £*-4%+4-0এর বীজ দুইটি বাস্তব, মূলদ ও সমান, কারণ D=0 
এবং সহগগুলি মূলদ সংখ্যা | 

C. এখন মনে করা যাক্‌ D ধনাত্মক (অর্থাৎ D>0)। এক্ষেত্রে D হয় 
পূর্ণ বর্গ সংখ্যা অথবা পূর্ণ বর্গ সংখ্য। নয়। 

“যদি 1১৯0, D পূর্ণ বর্গ সংখ্যা এবং সহগগুলি মূলদ হয়, তবে বীজ দুইটি 
বাস্তব, মূলদ ও অসমান ( real, rational and unequal )" i 

“যদি D>0 হয় এবং D পূর্ণ বর্গ সংখ্যা না হয়, তবে বীজ দুইটি বাস্তব, 
অমূলদ ও অসমান ( real, irrational and unequal )" 1 

যথাঃ (0 4х2 -8x--3-0 সমীকরণের বীজ দুইটি বাস্তব, дит ও অসমান, 
কারণ এখানে П-(-8)9-443-16 অর্থাৎ পূৰ্ণ বর্গ সংখ্যা কিন্ত xg নহে। 

(ü) 4х%+2х—1=0 এর বীজ দুইটি সমান, অমূলদ ও অসমান, কারণ 
এখানে 0 -23-4,4(-1)-20 অর্থাৎ ধনাত্মক, কিন্তু পর্ণ বর্গ সংখ্যা নহে। 

নিয়লিখিত তালিকাটি স্মরণ রাখা যাইতে পারে £ 


fest সমীকরণ ax? +bx-+ c= Сая বীজঘয় ( যেখ'নে সহগগুলি মূলদ ) 
| (D=b2 — 4ac) 


b 


তি 


| ӘЖ. 
zh (Dz0) suis (D«0) 
| AT | кд! 
মূলদ ও সমান মূলদ ও অসমান অমূলদ ও অসমান 
(р-0) (0৯০ এবং D পুর্ণ বর্গ) (D>0 এবং পূর্ণ বর্গ নহে ) 


(841% সমীকরণের তত্ব 195 


З.З. fats সমীকরণ x2 --2(m-F2)x 9m —0«3 বীজ দুইটি সমান 
হইলে maq মান নির্ণয় কর | 


সমাধান। বীজ দুইটি সমান হ&য়ার শর্ত £ নিরূপক=0 
এখানে D = D(m--2)? — 4.1.9m 
afr বীজ দুইটি সমান হয়, তৰে D=0. 
অর্থাৎ 4(т+2)2 – -Збт-0 
অর্থাৎ m2 +4m+4— 9т=0 
অর্থাৎ m? — 5m+4=0 
অর্থাৎ (m — 4) m —1)=0 
অর্থাৎ т-4 অথবা 1, 


©]. 4. প্রমাণ কর যে x? — 25-12 —12--2Im m2=0 (kil, m 
494) এর чч дети | 

জমাধান। বীজ দুইটি মূলদ হইবে, যদি নিরূপক 

D=( - 2k)? — 41.(b3 — 12 --2Im — m), পূর্ণ বর্গ হয় 1 
7 এখনে D -4(I? — 2m+ m2) 240 — m)? 70, 
বীজ দুইটি মূলদ। (1= হইলে বীজ দুইটি সমান এবং Dm হইলে 

উহার! অসমান ৷ ) 

5. জ্ঞাত বীজ দুইটির সাহায্যে দ্বিঘাত সমীকরণটি নির্ণয় (Forma- 
tion of a quadratic equation whose roots are known ) 

ax? +bx+c=0(a#0) এর দুইটি বীজ «এবং B. হইলে দেখা গিয়াছে যে 
“+= -è এবং орар সুতরাং সমীকরণটিকে fag প্রকারে লেখা যায়, 34172 


b 


х342х%5-0 [", ৫৮০, স্থতরাং а দ্বারা ভাগ করা হইল ] 


qi х®—(«-+Е8)х+в=0. г; «+в=-—Ё, =] 


অর্থাৎ х®—( ৰীজদ্বয়ের সমষ্টি )+বীজছয়ের গুণফল =0. 

এইভাবে যে সমীকরণের দুইটি বীজ জানা আছে তাহাকে লেখা যায়। প্রদত্ত বীজ 
দুইটির সমষ্টি এবং গুণফল নির্ণয় করিয়! উপরের সমীকরণটিতে বসাইলেই ঈপ্সিত 
সমীকরণটি পাওয়া যাইবে 1 
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বিকল্প পদ্ধতি £ /(х)=0 সমীকরণের দুইটি বীজ < এবং 8 হইলে f(x) এর 
অনুরূপ দুইটি উৎপাদক (z —«) এবং (x — B) থাকিবে_ইহ! জানা হইয়াছে। আবার 
দ্বিঘাত সমীকরণের দুইটি মাত্র বীজ ( দুইয়ের অধিক নয়) থাকে | 8945 faria 
faato সমীকরণটিকে 
(х— <)(x — B)=0, এইভাবে লেখা যায় | 
WWE x2 — (*€+/)4+৭7-0. 


উদা. 5. কোন সমীকরণের বীজ দুইটি 3 এবং 22 হইলে সমীকরণটি নির্ণয় 
করিতে হইবে। 
নির্ণয় সমীকরণ : x° [3+(—2)]x+3.(—2)=0 
বা x?-x-6=0, 


বিকল্প পদ্ধতি £ 3 এবং _ বীজ দুইটির অনুরূপ উৎপাদকন্বয় হইল x—3 
এবং х+2; স্থতরাং নির্ণেয় সমীকরণ : 


(x—-3)(x4-2)20 
বা x*-x—6-0. 
মন্তব্য £ ইহা একটি সম্পূর্ণ সাধারণ পদ্ধতি। মনে কর! যাক, 1,2, —9, 4 যে 
সমীকরণের বীজ তাহাকে নির্ণয় করিতে হইবে। নির্ণেয় সমীকরণটি 
(х—1)(х—2)(х+ 3)(х—4)=0; 
ইহা একটি চারিঘাতের সমীকরণ ( a biquadratic equation ) | 
এই প্রসঙ্গে দুইটি প্রয়োজনীয় 87919 প্রমাণ কর! হুইল ঃ 


Зу 1. বাস্তব সহগ সম্পন্ন দ্বিঘাত সমীকরণের কাল্পনিক বীজদ্বয় 
যুগল আকারে থাকে, অর্থাৎ ৫/+%৮+০-0 (যেখানে а--0 এবং 
а, b, c বাস্তব) সমীকরণের একটি বীজ ৮+/707, а বাস্তব) হইলে 
অপর বীজটি ইহার বিপরীত p-ig হইবে। 


[ In a quadratic equation with real coefficients, 


the imaginary 
roots occur in pairs, i.e. 


› if one root of the equation ax? --bx -- c 
70 ( where a7*0 and a, b, c are. all real) be p+iq (p, 


g real) 
then the other root will beʻits conjugate p— ig. ] 


ее: (i) একটি fate সমীকরণ ৫৮৯+৮৮+-০০ (a50); ইহার 
সহগগুলি বাস্তব । এবং (ii) সমীকরণটির একটি বীজ pig (p, а বাস্তব )। 
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প্রমাণ করিতে হইবে £ সমী করণটির অপর বীজ? — ig. 
প্রমাণ। যেহেতু ax? bi c—0 (৫৯০) এর একটি বীজ pig 
a(p- ig)? -- b(p-- iq) +с=0 
বা ар? – ад? +bp+ct+i(2apq+bq)=0 95% (1) 
জটিল সংখ্যা «4-10 —0 হইতে পারে, যদি এবং কেবলমাত্র যদি «=0, 6=0 হয়, 
2. এই ক্ষেত্রে (i) এর সম্পর্কটি সত্য হইবে, যদি এবং কেবলমাত্র যদি 
ар? = аа? +bp+c=0 ) 
এবং 2apg-Fbq =0 হয় 
এখন ax? -Ebx-Fc রাশিতে x —p-—ig বসাইয়া পাওয়া যায়: 
ax? +bx+c=a(p—ia)? +blp-iq)+c 
=(ap?— ag? +bp+c)- i(2apq +ba) 
—0-—i0 [ (ii) হইতে মান 41841 ] 
-0, 
স্থতরাং (ii) সত্য হইলে ০-19, ax? -bx-Fc —0 এর একটি বীজ, অর্থাৎ, যদি 
p-Fiq, ах? +Ъх+с=0 এর একটি বীজ হয় তবে অপর বীজটি p— iq (কারণ 
সমীকরণটির দুইটির অধিক বীজ হইতে পারে না ) 1 
ঠিক একই প্রকারে প্রমাণ করা যায় যে, যদি p—ig, ৫:৪+৮:৮+০-0এর 
একটি বীজ হয় তাহা হইলে р--і উহার অপর বীজ। 
941.6. কোন বাস্তব সহগ সম্পন্ন (еә সমীকরণের একটি বীজ 3451) 
সমীকরণটি নির্ণয় কর। 
সমাধান। যেহেতু সমীকরণটির সহগসমূহ বাস্তব এবং যেহেতু একটি বীজ 
3+5, স্থতরাং অপর Aab অবশ্যই 3—5i; বীজ দুইটির সমষ্টি=6 এবং 
' গুণফল-32-. (5i)? 232-52 —34 
s নির্ণেয় 54454: х2-6х--34-0. 
উপপাস্ 2. দ্বিঘাত সমীকরণের সহগগুলি মূলদ হইলে ইহার 
অমূলদ 41944 যুগ্ম ভাবে থাকে, অর্থাৎ, যদি ax? --5x--c—0(a740 এবং 
a, b, c মূলদ) এর একটি বীজ p+ Ja ( p ere কিন্তু 4৫ অমূলক 
তবে সমীকরণটির অপর বীজ p ২৫ হুইবে। 


[In a ৫0801076106 equation with rational coefficients, the 


(i) 


irrational roots occur in pairs, i. e., if one root of ax2+bxz+c=0 
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(270), where a,b,c are all rational, be p+ yq ( where pis 
rational but ,/0 is irrational), then the other root of the equation 


will be p- Jq. ] 


[ প্রমাণ 891919 2এর প্রমাণের অনুরূপ 1 
প্রদত্ত (i) ৫৮১+৮৮+০-০(৫৮০) একটি fate সমীকরণ; a, b, с মূল 
এবং (ii) ах? +bx+c=0 এর একটি বীজ p+ Ma, যেখানে р মূল 
কিন্ত а একটি করণী (অর্থাৎ অমূলদ ) 


প্রমাণ করিতে SEC: ৭%ঃ4+%4০=0 এর অপর বীজটি p- Va. 


প্রমাণ? যেহেতু p+ Va, ৫৮৪+৮:৫+-০-0 এর একটি বীজ 
alp+ Va): "E b(p-- Ja)+c=0 
বা (ap°+aq+bp+c)+ Jqa(2ap+b)=0, -- (i) 
"+ B আকারের অমূলদ রাশির মান শূন্য হইতে পারে না, যদি না «= 0 
এবং /৪=0 হয়। 


স্থতরাং (0) এর সম্পর্কটি সত্য যদি এবং কেবলমাত্র যদি 
ар? +ад+Ър+с=0 á 
এবং ,/а2ар%%) =0 হয় ) (ш) 


এখন ах? ++ রাশিতে х=р-— Ja বমাইলে পাওয়া যায় 
ар- /q)2+b(p— „/а)+с 
= =(ap?+aq+bp+c)-— Val2ap+b) 
70—0 [ (ii) এর মান বসাইয়! ] 
=0 
অথাৎ, (09 সত্য হইলে wis pt /9,-৭%24-%4+০=0 এর বীজ হইলে, 
рт Vq ও ax? -bx-Fc 0 এর বীজ। 


সুতরাং ала +bxz+c=0 এর একটি বীজ p+ Ja হইলে ইহার অপর বীজটি 
р/а (কারণ দুইটির অধিক qYa এখানে থাকিতে পারে ন.)। ঠিক একইভাবে 
প্রমাণ কর! যায় যে, যদি ax?-Fbx-F ce 0 এর একটি বীজ p— dq হয়, তবে উহার 
অপর.বীজটি অবশ্যই p-- Va হইবে | 
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84.7. কোন মূলদ সহগবিশিষ্ট feste সমীকরণের একটি বীজ 2+ /3, 
সমীকরণটি নির্ণয় কর। 
যেহেতু (өз সমীকরণটির সহগগুলি дие এবং যেহেতু একটি বীজ 2+ N3 
(ете), qus অপর বীজটি অবশ্যই 2— /3 (সমীকরণটি দ্বিবাত হওয়ায় অপর. 
বীজটি অবশ্যই বিদ্যমান )। বীজ দুইটির সমষ্ট এবং গুণফল যথাক্রমে 4 এবং 1. | 
Š সুতরাং নির্ণেয় সমীকরণ £ x2-—4x+1=0. 


ertsi ৬৫০) 
ГА ] 
1. দেখাও যে x এর সকল মানের জন্য নিয়লিখিত অম্পর্কগুলি সত্য £ 
(ü) (x—a? -(a—-b)(b х)= (6 x)? - (b— a)(a— x). 
(ü) (x—a)*(b-—c)-F(x —b)*(c — a) (x — c)*(a — b) 
—(a— bY(a— c)(b — c). 

2. মনে কর f(x)saxt-bx-cc-(x-r)Q--R, যেখানে f(x) হইল 
fato রাশিমালা ax3--bx-Ec(az(0), О এবং R হইল যথাক্রমে ভাগফল ও 
ভাঁগশেষ, যখন f(x) কে x —r দ্বারা ভাগ করা হয় এবং? যে-কোন অংখ্যা। 

(а) প্রমাণ কর যে О=а(х++т)+Ь এবং R =f(r) 

(b) যদি 7, f(x) =0 সমীকরণের একটি বাঁজ হয় তবে প্রমাণ কর যে 

G) Fa) (т) ছার! সম্পূর্ণ বিভাজ্য 
Gi) Қа)-0 এর যে দুইটি বীজ আছে তাহাদের সমষি 
— b/a এবং গুণফল cla. 

3. এ%24+৮%4+০=0 একটি Әзіз সমীকরণ, যাহার কোন সহগের মান "uU 
axi ধর ইহার বীজ. দুইটি < এবং ৪; সহগগুলির সাহায্যে AHP এবং % এর 
মানকে প্রকাশ কর। 

এখন নিম্নের বিবৃতিগুলি যে সত্য তাহ! যুক্তির সাহায্যে দেখাও : 

(8 যদি ৫ এবং ০ একই Пете হয়, few b এর চিহ্ন উহাদের বিপরীত 
হয়, তবে উভয় বীজ ধনাত্মক হইবে I 
(4) যদি a, b এবং ০ এর চিহ্ন একই হয় তবে উভয় বীজ খণাত্মক হইবে । 
(а) যদি এ এবং с পরস্পর বিপরীত аце হয়, তবে একটি বীজ ধনাত্মক 
এবং অপর বীজটি খণাত্মক হইবে! 
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4. ax2--bx--c=0 (a, b, c বাস্তব ) সমীকরণের বীজগুলি সম্পর্কে 
নিয়লিখিত ক্ষেত্রগুলিতে কি বলিতে পার? 
(i) Һ-0; ас<0 অথবা 2০৯০ ; 
(ü) с-0; ৪৮৮০; 
Gü) ӛ-с-0; ০৮০; 
t (iv) a=0; ৮০৯৮০. 
5. প্রমাণ কর যে ax24+bx+c=0 (а»0) এর সহগগুলি, যথা ৫, b, c যদি 
বাস্তব হয় তবে সমী করণটির উভয় বীজই হয় বাস্তব অথব! উভয় বীজই কাল্পনিক | 


[B] 
1.(а) wftz*—15—m(2x—8)—0 সমীকরণের বীজ দুইটি সমান হয় তবে 
m এর মান নির্ণয় কর। 


(b) এর মান কত হইলে x?—23(1--3b)J3-7(3--25) 30 সমীকরণের 
বীজ দুইটি সমান হইবে ? 


[উঃ (а) 3,5; (b) 2, —10/9] 
2. নিয়লিখিত qtwe% যে যে সমীকরণের তাহাদের নির্ণয় কর š 


() -45,37; (н) 724,749) 
p+q p-a 
Gü) 7+2 ,/5; (iv) 7322 „24; 
(v) 3+5; (vi) tia—b); 
(vi) —3,2/3,11; (vi) 2+ J8, 4. 
[উঃ Ді) 85x*-183x—12-0; (ü) (p*—q*)x*-FA pax - p*--q*e0 
(ШІ) x*—14x--29—0; (v) x*--2px--p*—8g-0; 
(v) x*+6x+34=0; (уй) х? +а?%— 464-620 ; 


(УШ) 6x*--11x* —19x--6—0 ; (viii) x* -8x* + 17x -4—0.] 

3.() প্রমাণ কর যে 4х%--25х+20=0 এর বীজগুপি কাল্পনিক হইতে 
পারে না। 

(i) প্রমাণ কর যে ৫, b, / বাস্তব সংখ্যা হইলে (-9)(৮--£)-17/5 এর 
বীজগুলি সর্বদা বাস্তব | 

Gü) а, b, c বাস্তব হইলে প্রমাণ কর যে х®—2ах-+а9—Ь9—с% =0 
এবং (a — bc x? - 4(a— b)x-F(a-b — c) 0 এই উভয় সমীকরণের বীজগুলি 
1194 I 
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4. প্রমাণ কর যে নিয়ে প্রদত্ত সমীকরণ দুইটির প্রত্যেকটির বীজগুলি মূলদ : 
(a+c—b)x° +2cx--(b+c—a)=0 
এবং abc2x2-r3a2cx--b2cx — ба? — ab -F 2b? =@ 

5.() px2—2qx+p=0 এবং ах®—2рх+ад=0 এই সমীকরণ 92004. 
একটির বীজ দুইটি যদি বাস্তব ও অসমান হয়, তবে প্রমাণ কর যে অপরটির বীজ দুইটি 
কাল্পনিক। 

(ü) x9?--2px-cqr-0 এবং хада +) E 2p3 4 a 453 0 এর 
একটির বীজ দুইটি বাস্তব ও অসমান হইলে অপরটির বীজ দুইটি কাল্পনিক হইবে ; 
ইহা প্রমাণ কর। 


[c] М 
1. алт সহগবিশিষ্ট দ্বিধাত সমীকরণটি নির্ণয় কর, যদি উহার একটি яа 


নিয়লিখিত АЛ হয় : 
A D 5. си LAS 3 TOWEL Ap — Aq 

% দয? жне 9 сауаты 4 q7) 

[উঃ (0 81714717050) 19х*-8х+1=0; (Iii) qx? - (p* -2q)x+q=0 | 


(ii) 


2.) m এর মান কত হইলে নিয়লিথিত সমীকরণটির 419 দুইটি সমান কিন্ত 
পরস্পর বিপরীত (596 হইবে ? 
bx т-1 
ax-c mtl 


( উঃ т-4-% 


[firs: axt+bx+c=0 সমীকরণের বীজ দুইটি সমান feu পরপ্পর বিপরীত (Беа হইবে। 
যদি বীজ দুইটির лай ча হয়, অর্থাৎ যদি —bla=0, অর্থাৎ যি b=0 হয়, অর্থাৎ যদি এর лая 
শূন্য হয়। ] 

(9) ай t+ 1 l} l aña দুইটি মানে সমান few পরস্পর 
x х-а b b-a 


বিপরীত চিহুযুক্ত হয় তবে প্রমাণ কর যে a? = 202. 
3.৫) প্রমাণ কর যে দ্বিঘাত সমীকরণ ах®+Ьх+с=0 এর বীজ দুইটি 


পরস্পরের অন্যোন্যক হইবে, যদি а=с হয়। 
[স্মরণ কর £ দুইটি সংখ্যার গুণফল এক হইলে উহার! পরস্পরের অন্তোন্তক 1 1 
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(ü) х2-2(5--2т/)х--3(7--10т)-0 সমীকরণের বীজ দুইটি পরস্পরের 
(2196 হইলে m এর মান কত হইবে? [9 m=-2/3] 

4. দেখাও যে (ab—c)x?--2(bc —a3)x-F(ac —52)—-0 এর বীজ দুইটি 
সমান হইবে যদি а=0 হয় অথবা a? +b3 +c? – Зарс=0 হয়। 

[টাক!। দ্বিতীয় শৰ্ত, যথা ৫১+-৮৪4০ —34bc-0, কে নিয়প্রকারেও 
RIO করা যায় š 

“হয় а+Ь+с=0 অথবা a=b=c” ] 

5.(i) দেখাও যে (a*--b*)x? + 4abcdx + (c* -d*) 20 সমীকরণের বীজ 
দুইটি বাস্তব হইলে উহার! ভিন্ন হইতে পারে 411 

(ü) প্রমাণ কর যে 49+2(৫+৮7০)+3(4৮+৮০+-০৫)-0 এর বীজ 
দুইটি সর্বদা বাস্তব, এবং উহার! সমান হইবে যধন a=b=c হইবে। 


erisia] ৬৫2) 
(বীজ ও সহগ সম্পকাঁয় বাধ প্রশ্ন ) 


1. (৫) যে শর্তে ৫+-৮৮+০-0 এর একটি বীজ অপরটির n গুণ হইবে তাহা 
নির্ণয় কর। 
[ইঙ্জিতঃ "গর্ত" বলিতে quim “নহগঞুলির মধ্যে নষ্পর্ক"__যে শর্ত অবগ্রই fagara, qq বীজ 
ছইটকে ая দ্বার! আরোপিত দীনাবন্ধনের অধীন থাকিতে SX | বর্তমান প্রশ্নে নিষপ্রকারে অগ্রসর 
61| যায় £ 
ধরা য|ক্‌, একটি বীজ «; প্রশ্নানুনারে অপর বীজটি n<, 
Is দুইটির n38 —«--n«— —b[a, এবং 
বীজ দুইটির গুণফল - «1«—c/a 
бсб শর্তট < অপনয়ন দ্বারা পাওয়া যায়। 
প্রথমটি হইতে «*(1--n*) = Раа" এবং দ্বিতীয়টি паз = са 
ভাগ দারা, SU а Р „а 
An 
হৃতরাং [йй শর্তট হইল £ ет >] 
п ас 
(৮) х2 -рх+а=0 সমীকরণের একটি বীজ যদি অপরটির দ্বিগুণ হয় তবে 
প্রমাণ কর যে 2р2 =9q. 
(Hi) px?+qx+r=0 এর একটি বীজ বদি অপরটির বর্গ হয়, তবে প্রমাণ 
কর যে а -p?r t pi? 2 3107, 
(৮) ах? +Ьх+с=0 99 একটি বীজ অপর বীজটির পাঁচ গুণ হইলে 
а, b, c এর মধ্যে বিমান সম্পর্কটি নির্ণয় কর। [উঃ 5586০ 
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(v) যদি ৫৪+-৮+৮ ০ এর বীজ দুইটি р: д অন্থপাঁতে হয়, তবে প্রমাণ 


কর যে 
P} fay Jb. 
x P ef 0. 
[ইঙ্গিত s এখানে একটি ita px এবং অপর বীজটি 441 


[হা হইলে «(p--q) = -bla এবং <*pq=bla, বা! <Npq= Үү? 


x(p--q) .—bla 


44ң ভাগ দ্বারা - = /Б]а 
চা: 
SN Му 8-0 
| TELA 
ра ~pa т 


«tete ten 

(vi) ах%+Ьх-++с=0 এর বীজ দুইটি 3: 4 অনুপাতে থাকিলে প্রমাণ কর যে 

12b? = 4990, 

(vii) যদি x3-Ebx-Fc-0 এর বীজ দুইটির অনুপাত х2 +рх+9=0 এর 
বীজদ্বয়ের অন্থপাঁতের সমান হয়, তবে প্রমাণ কর যে b2q =р2с. 

(уі) ax?+bx+c=0 এর বীজ দুইটির অনুপাত r হইলে প্রমাণ কর যে 
y এর মান নিম্নলিখিত দ্বিঘাত সমীকরণ হইতে নির্ণয় করা যায় : 

(ас — b*)r* -F2acr -F ac — 0. 

2. প্রমাণ কর যে x?—2ax- b? —0 এবং х2 —2bx--a 0 এই সমীকরণ 
দুইটির মধ্যে একটির বীজদয়ের ANTI মধ্যক অপরটির বীজদয়ের 904194 মধ্যকের 
সমান ( অর্থাৎ প্রথমটির বীজদয়ের А.М. এবং С.М, দ্বিতীয়টির ҹа G.M. 
এবং А.М. এর সহিত যথাক্রমে সমান ) 1 

সাধারণ বীজ ( Common Root ) 

3. ах®+фх+с=0 এবং a'xi-bx-kc-—0 এই সমীকরণ দুইটির 
একটি বীজ সাধারণ হইবার শর্ত নির্ণয় কর। সমীকরণ দুইটির একটি সাধারণ বীজ 
বিদ্যমান, ইহা ধরিয়া! লইয়া এই সাধারণ বীজটি নির্ণয় কর) এই ক্ষেত্রে সমীকরণদ্ধয়ের 
প্রত্যেকের অপর বীজটি নির্ণয় কর। সমীকরণ দুইটির উভয় বীজই সাধারণ হইবার 
শর্তটিও নির্ণয় কর । 

[উঃ (i) ধর! যাক, প্রদত্ত সমীকরণদবয়ের সাধারণ বীজটি < ; তাহা হইলে 

০০৪4-৮4-০0 
2'৪4৮*+০৯০ 
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44944 প্রণালীতে পাওয়া! যায় : 
XH Ea E SE) 
bc'—b'c ca —ca ab'—-ab 
4%  bc'—b'c _ bc Бс 
প্রথম wee দুইটি হইতে < саса D е 


< са-са Lara, 
এবং শেষ দুইটি অনুপাত হইতে JE uc pus ss 
`. একটি বীজ সাধারণ হইবার নির্ণেয় শর্ত হইল : 


%С-Бс са -са 
ca —ca ab —ab 


» বা (0с —b'c)(ab' —a'b) = (са —c'a)2. 


OM. ataia Na a g3 EEE gygy са—са (সাধারণ 
ca -са ab'—ab 
বীজের শর্ত অনুসারে ইহারা সমান বলিয়! )। 
Gü) যদি < সাধারণ বীজ হয়, তবে ০::৪+-৮:+-০-0 এর অপর বীজটি 2а 


Ce বীজছ্য়ের গুণফল с/а ), 


=“(ca —c'a) q c(ab' —a'b) 
অর্থাৎ অপর বীজটি 9657 বা prd 


[ *র তুল্যমান দুইটি লইয়া ] 

অনুরূপভাবে, ৫৪+৮+০-0 এর অপর বীজটি হইল : 
с(са —c'a) „ c'(ab —a'b) 
a bc —b'c) а(са —c'a) 


[ q তুল্য মান দুইটি লইয়া | 


(v) যদি উভয় বীজই সাধারণ হয়, তবে 


Фала সমষ্টি-_-৮--_), a.b 
ah gd a b 
এবং বীজঘয়ের গুণফল-০-০,) 0 алс 
а а а с 
ої শর্তটি হইল: Р — c 
а 5 с 


লক্ষ্য কর যে এই ক্ষেত্রে সমীকরণ দুইটির নিয়প্রকার আকার হইবে, যথা: 
ax? bx 4c এবং hax? 4 bx --c) - 0. 


4. (i) x*-px-q-0 এবং х®+ах+р=0 সমীকরণদ্বয়ের একটি বীজ 
সাধারণ হইলে প্রমাণ কর যে p--g-F1—0 অথবা р-а. 
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(п) যদি px bar 0 এবং %৪+-7+-0 এর একটি বীজ সাধারণ 
হয় তবে দেখাও যে হয় p+-q r0 অথবা p=q=r. 

Gü) ax?-bpx--q—0 এবং х3--рх--а -0 এর একটি বীজ সাধারণ: 
দেখাও যে এই বীজটি হয় 70 CDQ অথবা 4-4. 

4-4 р-р 

(iv) যদি а+Ь+с=0 হয় তবে প্রমাণ কর যে x?-cax-bc-0 এবং 
24-৮4-০৫৯0 সমীকরণদুয়ের একটি বাজ সাধারণ 1 

(v) % এর মান কত হইলে 3х24-4тх--2--0 এবং 2x29+3x—2=0 
এই সমীকরণদ্বয়ের একটি সাধারণ বীজ থাকিবে? [উঃ 2-34) 

(vi) দেখাও যে (g—b)x?--(b—c)x--(c—a)-0 এবং 

(b— c)x? -F (c— a)x - (a— b) -0 
এই সমীকরণদ্বয়ের একটি সাধারণ বীজ আছে। 

5. যদি x*-Fbx-Fca-0 এবং x* --cx- Fab —0 সমী করণছয়ের শুন্য নহে 
এমন একটি ত্র সাধারণ বীজ থাকে, তবে প্রমাণ কর যে উহাদের অপর বীজগুলি 
12 -Eat--bc —0 সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে। 

[উঃ ৮*4-৮৮+০৫-০ এবং x*-tcx-ab-0 এর সাধারণ বীজটি < হইলে «*+৮৭+০-0 
এবং «*4 ০44+ 6=0. 

বিয়োগ দ্বারা, «(b—c)—a(b—c)—0; যদি ৮৯০, হয় তবে সাধারণ বীজ 
«=a; কিন্তু ৮৮০, কারণ b=c হইলে প্রদত্ত সমীকরণ দুইটি অভিন্ন হইয়া যায় ও 
Serra উভয় বীজই সাধারণ হয় এবং ইহা প্রদত্ত শর্তবিরুদ্ধ। আবার <=a, 
z +bx--ca=0 এর একটি বীজ হইলে ৫৪+-৫+-০এ--0১বা! а(а+Ь+с)=0; 

a+b+c=0 (7. সাধারণ বীজ «— 540 ). 

যেহেতু x* +bz--ca=0 এর বীজ দুইটির গুণফল — ca, এবং সাধারণ বীজটি a, 

+. x*-bx-ca-0 এর অপর বীজ-০ 
অনুরূপভাবে х2--сх-Һаһ-0 এর অপর 318 — p. 


সুতরাং যে সমীকরণের বীজ দুইটি. ৮ এবং ০ তাহাকে নিম্ন আকারে লেখা 


যায়, যথা £ 
12 — (b--c)t--bc- 0 


বা, t?+at+bc=0; fases а= — (b4-c)) 

6. কি শর্তে ৫৮০+৮৮+০৯০ এর একটি বীজ рх "E qx--r— 0 সমীকরণের 
একটি বীজের অন্যোন্তক হইবে 7 [উঃ (8০-০9(৫৫--(৮-)* ) 

[ ইঙ্রিত 8 ধরা যাক্‌, ৫::+৮+০-০ এর একটি বীজ; তাহা হইলে PX*qx-tr-0 এর 
একটি বীজ 1/4 হইবে। RET ৫*০+*+০-0 এবং T4* Fq4--p—0; এখন 

i এখন বজগুণন প্রণালীতে 

né নির্ণয় কর। ] 
10 [ AIL] 
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7. যদি « এবং 9, x* —px-kq— 0 সমীকরণের বীজ হয়, তবে নিয়ে প্রদত্ত 
রাশিগুলির মানকে р এবং q তে প্রকাশ কর : 


G) «2482; (ü) 4৪47৪) (ui) EET (iv) «481647; 


pa 
34 3 p? 
9 (-Ң) «m; w T 
р 1 
(vin) «*--8*; (ix) (L-«X«3)1—8--52); (x). ৮528 
সমাধান £ এখানে 4+৪= এবং ৭৫. 


(i) <2+82=(<+B)) – 2x8 — p —2q. 
Gi) «®-+-8%=(« +8)(х5 — 43-52) — „(2 — 29-9) e pp — g) 
=р%—рд. 
৭৪495 2 2 
(8) = atà- Хау” "c ie 
(iv) жү Tf« ast 


q*(p3 — ра). [ (ii) এর E 
(») (- A)? (43 —63)3 (4° +89)3 -44383 _ (p3 — 2q)? 


(<) (<8)2 


q2 
ps Ap?q. 
„сш 
` (м) ти =(«+5)# — 4«5 =p? — 4q. 


(vii) ME - p- =: [( 


(її) এর সাহায্যে ] 
(viii) ыа VE c (p? — 24)8 — 20 


=p* — 4p?g-- 292, 
(ix) (1-31 врз) -1- (+)4+(54482)-48(7-)+-49 
+৭282 


=1-р+р%—20—ар+а+% 
=l+p"+q2—pq—p—q. 
26) এখানে সরাসরি মানটি নির্ণয় করা যায় অথবা নিয়ে প্রদত্ত পদ্ধতি অবলম্বন 
করা যায়ঃ 


* * একটি বীজ, = +4=04| че E 
অনুরূপভাবে plam l/(p—5); 2. 4. 


Becr I: 


572 0+0=2. 


৯+৮+০৯০ (as£0) এর বীজ হয়, তবে নিয়লিখিত 
b এবং c তে প্রকাশ কর : 


| 
Gü) 43488; Gü) (<-0)2; (iw) 4384462 ; 


a|s 


5-8. যদি X এবং B, ах 
রাশিগুলির মাঁনর্ভুলিকে а, 
(0 «2-ра; 


eate V(D) 147 
(৮ < EN No «*--B*; (vi) «78-6678; 
(viii) эй tege 1) (ix) ভি 
@ 8+8+20812)19%7 (а) 42578060545 
(xii) «68%4-х908, 


17:87:20. ж —(b*—3abo), b*-4ac , _be 
[উঃ (0 726; (ш) 28965077522) (ü) 


аз? 


о) 548) (у 254744৮5947 (vii) 


(wi) 4 LAO ac+be , 


b(8ac- b?). 
Cic 


) а=; (x) b* — 2ac— 2ab-4-8c*. 


ЖЫ) ас 


(хі) 


_ bb: — КАБА. (xii) 8৮927 b?) п 
а*с 


9, ax*--bx--c-0 সমীকরণের বীজ < এবং B হইলে যে সমীকরণের 
বীজদ্বয় (৫48) এবং («— 8)2, তাহা নির্ণয় কর। 


সমাধান £ প্রদত্ত দমীকরণ ax2-+bx--c=0 এবং ইহার pea < ও 9 


2. '<+B= E «Be S 
a a 


নির্ণেয় সমীকরণের বীজ দুইটি (৫49) এবং (z — 8)? 
', এই বীজ দুইটির সমষ্টি =(44+8)24(- 8)2 
(«EB + (+B)? — 446 
b 2 
= or kaz. 
—2b2 4c _ 2(b2 — 2ac) 
a? а а? 
এবং বীজ দুইটির গুণফল = («- 872. (« p)? 


ЕЕЕ 
_ b b? – dac _b?(b? — dac) 
27727 a* 


2.2 2119 — 
баба সমীকরণ : 22 202-240), ш) 
বা, atx? —2a?(52 — 2ac)x t b*(b? — 4ac) —0. 
10. G) যদি х2--х--1-0 এর বীজ < 4420 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


ন এবং Ë যে সমীকরণের বীজ, তাহাও 124+৫4+1=0 এই আকারের l 
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(а) যদি ра কিন্ত р? —5p—3 এবং q2=5q—3 হয়, তবে প্রমাণ কর ষে 
pla এবং 4/р যে সমীকরণের বীজ তাহ! 322 —19x--3—0 এই আকারের। 

(Gi) যদি ax2--bz+ c=0 এর বীজ দুইটি 1%24+%%-4+ "= 0 এর বীজছয়ের 
অন্তোন্যক হয় এবং সহগগুলির কোনটি যদি শূন্য না হয় তবে প্রমাণ কর ষে 
а:Ъ:с=1:т:т. 

(ә) এবং B যদি <2— px--q=0 এর বীজ হয়, তবে সেই সমীকরণগুলি 
নির্ণয় কর যাহাদের বীজগুলি হইল যথাক্রমে 

3 এবং 39 ২ সেবা 4 ৪ 

(а) «3 «40%; (b) p টি (০) ей এবং 2 

(d) «6-1 এবং pxl; (е) «ЕРІ এবং B; 

а ER. 1 এবং [ 14-1). 
(9 Mo এবং POP EE (4) cp +) 
[উঃ (а) x*—(p*—9q)x+q*=0; (b) qx*—(p*'-3pq)x+q*=0; 
(c) x*— px+q=0; М) qx*-—-(p'—9q)x+q=0; 
(e) qx*—p(q+l)x+(q+1)*=0; (f) qx°—p(p'—9q)x+p*q=0; 
(8) pqx*—(p*'+q)x+p=0.] 


11. (i) ax?+2bx+c=0 এর বীজছয় « ও B এবং px2--2qx+r=9 


2. 2 
এর 31944 «47 এবং /4-% হইলে প্রমাণ কর যে রক 
Gü) x?— px--q-0 এর বীজ দুইটির অন্তর এক ( unity ) হইলে প্রমাণ কর 


যে р? +442 = (1729). 
(in) х2 +2рх+д=0 এবং x*-F2gx-Fp-0 এর বীজগুলির অস্তর যদি 
কোন 84% রাশি হয় তবে প্রমাণ কর যে p+q= — 1. 
12. যদি х2-рх+д=0 এবং х®—рх+а=0 এর বীজগুলি যথাক্রঙে 
(<, B) এবং (y, 6) হয়, তবে নিয়লিখিত রাশিগুলির মান নির্ণয় কর : 
Gü) («-»)*(8—»)*-F (x —0)* --(8— 8) 
[উঃ 2р" +р? – pp —2q-94)] 
(ii) («—у)(8—8)+(8— y)(4— 8). [উঃ 9(0+4)-рр'} 
13.() < এবং p যদি х2-рх--а-0 এর বীজ হয়, তবে দেখাও а 
qx? — (p* — 2q)x--q =0 এর একটি বীজ «571. 
Габе: qx'-(p* —9g)x-k ae Bx* — (4*4 В) В (Bx — (x — В) ] 
(ii) х3-рх--4-0 এর বীজদ্বয় «45 р হইলে দেখাও যে 
৮2405149519) (*€+7)48-0 এর বীজ দুইটি ০ এবং а. 


j 
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পরীক্ষামূলক প্রাশ্মমাল! (TEST PAPERS ) 
(সময় ৪ এক ঘণ্টা) 

1. x3-ax--b-0 এর একটি বীজ যদি +-০%+৫-0 অমীকরণেরও 

একটি বীজ হয় তবে প্রমাণ কর যে ইহাদের অপর বীজ দুইটি 
(ad — bc)tà — (b? — d2)t-- bd(c — a) 5 0 এই সমীকরণের বীজ। 

2. lx?-b2mx-kn-0 এবং px? +2qx+r=0 এই সমীকরণ দুইটির ষদি 
একটি সাধারণ বীজ থাকে তবে প্রমাণ কর যে 

(m3 — In)x3 +(2mq — lr — pn)x-- (a3 —pr)=0 এর বীজ দুইটি সমান। 

3. যদি «= JB, х®—рх+а=0 এর বাজ হয় তবে প্রমাণ কর যে 
«+В এবং «— B যে সমীকরণের বীজ তাহ! (4x — p2)2 = (p? — 49)2. 

4. যদি xi—bx--c-0 এর বীজদ্বয় পর পর দুইটি ধনাত্মক যুগ্ম সংখ্যা অথবা 
পর পর দুইটি ধনাত্মক অমুগ্ম সংখ্য! হয়, তবে প্রমাণ কর যে b? —4c-4-0. 

5. দেখাও যে az2+by2=1 এবং ax+by=1 সমাধান করিয়া প্রাপ্ত x এর 
মান দুইটি সমান হইবে, যদি a+-b=1 হয়। 

6. একটি দ্বিধাত সমীকরণের বীজহয়ের সমষ্ট 7 এবং বীজ দুইটির ঘনের সমষ্ট 
91; সমীকরণটি নির্ণয় কর। 

7. Ax*-2x—-1-0 সমীকরণের একটি বীজ যদি < হয়, তবে প্রমাণ কর যে 

—3« কে উহার অপর বীজরূপে লওয়া যায়। 

8. х4-рх4а-0 সমীকরণের বীজ দুইটির অস্তর যদি х3-ахір-0 
সমীকরণের বীজ দুইটির অন্তরের সমান হয় তবে দেখাও যে р-а ন! হইলে 


p+q+4=0. 
9. x2—px+q= কা ds E Ue এর বীজদ্বয় у, д 
হইলে) যে সমীকরণের বীজ দুইটি li. এবং sth 1 তাহা নির্ণয় কর। 


«5 УВ 
10. х2-+рх+9=0 সমীকরণের একটি বীজ 4439; এবং р ও এ বাস্তব 
হইলে p এবং এর মান নির্ণয় কর। 
р এবং এ 3197-49 প্রদত্ত শর্তটকে সমাধানের যে ধাপে তুমি প্রয়োগ করিয়াছ 
তাহাকে বিশেষভাবে চিহ্নিত করিয়া দেখাও 1 
[উঃ 6. ৮774-12-50. 9. p'q*x*- p*g*x  p*-q* –4рд=0. 
10. р--8.4--25.| 
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56. দ্বিঘাত রাঁশিমালার তত্ব ( Theory of Quadratic Expressions ) 
І. দ্বিঘাত রাশিমালা ax?--bx--c (а»0) এর foem 
ARATI x এর সকল বাস্তব মানের জন্য কেবল একটি ব্যতিক্রমের ক্ষেত্র 
ভিন্ন আর সকল ক্ষেত্রে faato রাশিমাল| ৫%৪+৮+০ এর fom (x? এর 751) 
এর চিহ্নের অনুরূপ হয়-_ব্যতিক্রমের отар হইল, কেবল sqa অনুরূপ দ্বিঘাত 
সমীকরণ ах®-„Ьх-Ес=0 এর 9 দুইটি বাস্তব ও অসমান হয় এবং < এর মান 
এই বীজ দুইটির মধ্যবর্তাঁ হয়, তখন। শেষোক্ত এই ব্যতিক্রমের ক্ষেত্রে রাশিমালা 
%৪+৮+-০ এর চিহ্ন এর চিহ্নের বিপরীত হয় । 
প্রমাণ। মনে করা 51%, ৫৫৪4-৮4-০0 (2740) এর বীজ দুইটি X এবং D; 
vere] হইলে, 
rgo —bla এবং 48B= c/a. 
NS রাশিমালা ax?+bx+c 
4+2) 
таіх3-(«-Ер)х--<6) 
—a(x — «)(x — B) ө e а) 
এখন তিনটি ক্ষেত্রের উদ্ভব হইতে পারে, যথা : 
ক্ষেত্র 1. «এবং ৪ বাস্তব ও সমান (অর্থাৎ «=/) 
তাহা হইলে, (1) হইতে ax? --bx--c— a(x — «)2. 
যদি х-« হয়, তবে 9 রাশিমাল|=0; নতুবা x এর সকল বাস্তব মানের জন্য 
(x—«0* সর্বদা ধনাত্মক, ফলে ах3--рх-Ес এর চিহ্ন, aq যাহা চিহ্ন তাহাই 
RA I 
ক্ষেত্র 2. «একটি জটিল সংখ্যা-/7+10 (р, বাস্তব) এবং 
= বিপরীত ( conjugate ) জটিল অংখ্য1-/০-/৫ 
তাহা হইলে, (1) হইতে ৫৪+৮৮+০-৫৫--17)(-৮+-8) 
—a((« — p +a), 
4945 x এর যে কোন বাস্তব মানের জন্য (x—p)?-g? ধনাত্মক, ফলে 
রাশিমাল! ax?+bx+c এর চিহ্ন, aq যাহা চিহ্ন তাহাই হইবে। 
ক্ষেত্র 3. < এবং ৪ উভয়েই বাস্তব কিন্তু «=. 
যেহেতু < এবং В অসমান, সুতরাং একটি অপরটি অপেক্ষা বৃহত্তর; ধর! 414, 
Bo«. এখন যদি 4৯? হয়, তবে (x—34) এবং (х-)) উভয়ে ধনাত্মক, ফলে 
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উহাদের গুণফল ধনাত্মক এবং (1) হইতে দেখা যায় যে রাশিমালা 2%৪4+৮+০ এর 
চিহ্ন, aq চিহ্নের ЧИШ?! | Е 2 
যদি к< হয়, তবে (x —<) এবং (৫-8) উভয়েই খণাত্মক, wed উহাদের 
গুণফল ধনাত্মক, ফলে (1) হইতে দেখ! যায় যে রাশিমাল1 ах? хс এর fom, 
এর যাহা চিহ্ন তাহাই হইবে 1 
(প্রতিপাগ্ঠে উল্লিখিত ব্যতিক্রমের ক্ষেত্র) х এর মান < অপেক্ষা! 
বৃহত্তর কিন্তু 0 অপেক্ষা ক্ুদ্রতর ( 545<<х<2) 
এই ক্ষেত্রে £-৭ ধনাত্মক এবং rp খণাত্মক, 4945 উহাদের গুণফল 
খণাত্মক। ফলে, (1) হইতে দেখা যায় যে রাশিমালা az2+bx+c এর fom, aq 
যাহ! চিহ্ন তাহার বিপরীত হইবে | 
এইভাবে ক্ষেত্র তিনটির একত্র বিবেচনার ফলে সমগ্র প্রতিপাছাটি প্রমাণিত হয়। 
একটি গুরুত্বপূর্ণ মন্তব্য £ স্মরণ রাখিতে হুইবে £ x এর সকল মানের 99 
রাশিমাল! ৫৪+-৮%+-০ এর চিহ্ বিন! ব্যতিক্রমে সর্বদা, এর যাহা foe 
তাহাই হুইবে, যদি ৫:৪+৮:+০-0 সমীকরণের বীজ দুইটি (1) কাল্পনিক এবং 
(2) বাস্তব ও সমান [ অর্থাৎ, যদি b2—4ac<0] exi 
প্রয়োগসমূহ £ [নিমের প্রশ্নগুপির সমাধানে সংশ্লিষ্ট প্রয়োজনীয় যুক্তি- 
সমূহ কিভাবে উপস্থাপিত হইয়াছে তাহা ছাত্রছাত্রীদের লক্ষ্য করিতে পরামর্শ দেওয়া 
যাইতেছে। ] 
উদ্বা. 1. রাশিমাল! x? —7x--12 এর চিহ্ন নিয় কর, যখন х-2, 5, 3:5 
(সরাসরি x এর মান না! বসাইয়া )। 
সমাধান । প্রদত্ত রাশিমাল| х2-7х--12-(х-3Х(х-4) 
G) যদি х=2 হয়, তবে (x—3) 444% এবং (x— 4)e খণাত্মক, 
«este রাশিমালাটি ধনাত্মক হইবে 1 
(ü) যদি £- 5 হয়, তবে (x — 3) এবং (x — 4) উভয়ে ধনাত্মক, 
সুতরাং রাশিমালাটি এক্ষেত্রেও ধনাত্মক হইবে 1 
(8) যদি х=35 হয়, তবে (x—3) ধনাত্মক ও (x — 4) খণাত্মক, 
সুতরাং উহাদের গুণফল খণাত্মক ; ফলে রাশিমালাটির бее খণাত্মক 
(х2-7х--12 রাশিমালায় x এর সহগের চিহ্নের বিপরীত fou) 
ЗТ. 2. প্রমাণ কর যে x এর সকল বাস্তব মানের জন্য রাশিমালাহয় 
4x? —19x-F9 এবং 5x3—2x--7 উভয়েই ধনাত্মক | 
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সমাধান। (0) ' 455 12x97 2-8)-40-912)% 9415 ইহ! 
жең সকল বাস্তব মানের ক্ষেত্রে ধনাত্মক (কেবল z=3J2 এর ক্ষেত ব্যতীত, 
কারণ তখন উহার মান শূন্য )। 

(8) 5х%—2х+7=5[х#-й#х+Ы1=5(х-Ю#+10=5(х- peg 
হুতরাং x এর সকণ বাস্তব মানের ক্ষেত্রে রাশিমালাটি সর্বদা ধনাত্মক 1 

(লক্ষ্য কর যে 5:৪_2%+7-0 এর বীজদ্বয় কাল্পনিক) এখন প্রতিপাছটির 
প্রমাণের দ্বিতীয় ক্ষেত্রের সহিত ইহার তুলনা <q | ) 

94.3. প্রমাণ কর যে $ এবং 3 এর মধ্যবর্তী মানগুলি ব্যতীত х এর 
আর সকল বাস্তব মানের ক্ষেত্রে রাশিমাল1 6x? —5х-+-1 ধনাত্মক এবং উহার মান 
শূন্য, যখন x= এবং xd. 

সমাধান। 6х#—5х-+1=6х%—3х-2х-1= (34710002710) 

z6(x-3x- 3. 


যুক্তিসমূহ : 

(G) যদি x= অথব| х=} হয়, তবে রাশিমালাটির মান স্পষ্টত শূন্য হয়। 

(8) যদি x> হয়, তবে (x-4) এবং (x-i) উভয়েই ধনাত্মক, স্থতরাং 
রাশিমালাটিও ধনাত্মক 1 

(а) যদি z<1 হয়, তবে (x-4) এবং (z—1) উভয়ে aas, অর্থাৎ 
উহাদের গুণফল ধনাত্মক; স্থতরাং রাশিমালাটিও ধনাত্মক; 

(v) যদি 4<х<% হয়, তবে (х-4) ধনাত্মক, কিন্তু (х-4) «itus, 
arai: উহাদের গুণফল খণাত্মক, ফলে রাশিমালাটি petere 1 

শেষ সিদ্ধান্ত হইল এই যে কেবল Pew: 2 এর মধ্যবর্তা মানগুলি ব্যতীত 

x এর আর সকল বাস্তব মানের ক্ষেত্রে রাশিমালাটির সমুদয় মান ধনাত্মক 1 

aia x=} এবং х= এর ক্ষেত্রে রাশিমালাটির মান ЕРДІ 


উদ 4. [(ax? +bx-+c)/(lz2 +mzx+n) আকারের রাশিকে sem রাশি 
বলা হয়। ] 


х®—х+1 
দেখাও যে মূলদ রাশি এক 1143 এবং 3 এর মধ্যে অবস্থিত, যদি 


x বাস্তব হয়। 
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সমাধান ধরা হইল, ৮= 7 
তাহা হইলে у(х %4+1)=%2- +1 
বা, x9(y — 1)-- x(y-- 1) -(y — 1) 20. 
ইহা! x এর দ্বিঘাত সমীকরণ । এখন x বাস্তব হইলে ইহার নিরূপক- খণাত্মক 


হইতে পারে না; 
অর্থাৎ, (›+1)#—4(у—1)(›—1)40 
বা, -352410,-320 (7. 40445420) 
বা, 3у4—-10у+3<0 (72 х>0%%4-х<0) 
বা, (3»-1(0-3)€0 
বা, 3(»-1)(»-3) হইল হয় শূন্য 51341 441475 e (1) 


যুক্তিসমূহ : 

G) যদি әсі অথবা y=3 হয়, তবে 35-3(/-3)-0 হয় এবং 
শর্ত (1) সিদ্ধ হয়। 

Gü) যদি »>3 হয়, তবে (১3) এবং (у-4) উভয়ে ধনাত্মক, EGLI 
39-10-3144; অর্থাৎ এই ক্ষেত্রে শর্ত (1) সিদ্ধ হয় 91 | 

(8) যদি у<% হয়, তবে (0-3) এবং (5-9 উভয়ে খণাত্মক, সুতরাং, 
3(y —4(»—3) ধনাত্মক ; অর্থাৎ এই ক্ষেত্রেও শর্ত (1) সিদ্ধ হয় না। 

(ә) কিন্ত যদি 4 <y<3 হয়, তবে (y —8) ধনাত্মক এবং (-3) খণাত্মকঃ 
সুতরাং 3( -3)(y —3) খণাত্মক ; অর্থাৎ শর্ত (1) এই ক্ষেত্রে সিদ্ধ হয় | 

সিদ্ধান্ত х বাস্তব হইলে 7 ছার! নির্দেশিত প্রদত্ত রাশির মান d হইতে 


з এর মধ্যে অবস্থিত 1 
ТЕЗІ এই ক্ষেত্রে y অর্থৎ প্রদত্ত রাশির সর্বোচ্চ মান З এবং সর্বানয় মান 8. 


2 5% 
би. 5. প্রমাণ কর যে x বাস্তব হইলে * +34x— T1 এর কোন মান 5 এবং 
x2+2x—7 


9 এর মধ্যে হইতে পারে s | 
28৪4-34-71 _„ 
Wr SIS 32227-77 
vizi হইলে, x?--34x - 71 - x3 y 2xy -7y 
4, х%(1-у)+2х(17-у›)+(7› —71)-0. 
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ইহা! x এর দ্বিঘাত সমীকরণ । যদি х বাস্তব হয়, তবে ইহার নিরূপক__ 
(27 – y}? -4(L- 07» -72) 20 
বা, 4[(2894-y* —34y) -(- 75? -78y 71)]>0 
বা, 4[8y2 — 112y+360]>0 
বা, 3252 –14у+45]>0 


বা, 32(»-5(»-9)20 d eu NN а) 
স্থতরাং x বাস্তব হইলে শর্ত (1) পূরণ হওয়া TENTIS | 
যুক্তিসমূহ : 
(i) যদি )-5, বা y 59 হয়, তবে 32(y-5)(»-9)20 হয় এবং শর্ত (1) 
পূরণ হয়। 


(ü) যদি у>9 হয়, তবে (y-5) এবং (у-9) উভয় উৎপাদক ধনাত্মক, 
স্থতরাং উচাদের গুণফল ধনাত্মক; ফলে শর্ত (1) পূরণ হয় | 

(di) যদি y<5 হয়, তবে (/-5) এবং (৮-9) vex উৎপাদক খণাত্মক, 
жї, উহাদের গুণফল ধনাত্মক; ফলে শর্ত (1) এক্ষেত্রেও পুরণ হুয়। 

(1৮) (8% যদি 5<у<9 হয়, তবে উৎপাদক (у—5) ধনাত্মক এবং 
উৎপাদক (y— 9) ধণাত্মক, সুতরাং উহাদের গুণফল wata, ফলে শর্ত (1) পূরণ 
হয় না। 

সিদ্ধান্ত х чїч হইলে у ছার! নির্দেশিত প্রদত্ত дия রাশির কোন মান 
5 এবং 9 এর মধ্যে থাকিতে পারে all 

টাক।। এখানে у, 9 অপেক্ষা বৃহত্তর অথবা 5 অপেক্ষা ক্ষনদ্রতর যে কোন 
মান গ্রহণ করিতে পারে; sent ইহার S অথবা লাঁঘস্ট মান নির্ণয় করা 
যাইবে না। 


দ্বিঘাত রাশিমালার গরিষ্ঠ এবং লঘিঠ মান (Maximum and 


Minimum values of quadratic expressions ) 


উদা 6. যদি х বাস্তব হয় তবে দ্বিধাত রাশিমাল| ৫%৪+-2৮+-০৫৫৯0) এর 
গরিষ্ঠ ও লগিষ্ঠ মান নির্ণয় কর। 


: 


=Y АМ ` 
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সমাধান। প্রদত্ত রাশিমালা ৫৪+-2৮+6 


০৭1০০42১৮42] 


7 


a a? 
= b)? | ac— b? Must 
= [£ +E) en (1) 
ক্ষেত্র 1. যখন a ধনাত্মক £ 
2 
x এর কোন বাস্তব মানের ss [= +Ë) কখনও adtag হইতে পারে না 


(অর্থাৎ 4 0); হয় ইহা ধনাত্মক অথবা শষ্য (০ —bla হইলে ) হইবে I 
কলে ae) কখনও খণাত্মক হইতে পারে না (7. এও নিজেই ধনাত্মক )। 


50) হইতে দেখা যায় যে ах? +20 --с এর মান কখনও SIF অংশ 
(ас—Ь®)у/а অপেক্ষা "gare হইতে পারে 81; অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিমালার afak মান 
হইল (ас—Ъ®)|а এবং তখন х= — b/a. 

ক্ষেত্র 2. যখন а খণাত্মক £ 

এই ক্ষেত্রে x এর কোন বাস্তব মানের জন্য ৭(৮+2)৯০ ( অর্থাৎ <0); কিন্ত 
ইহা! শূন্য হইবে যখন х= — bla. 

2. (0) হইতে দেখ। যায় যে রাঁশিমালা ax? +2bz+c এর মান কখনও 
(ac—b3)a অপেক্ষা বৃহত্তর হইতে পারে না, অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিমালার গরিষ্ঠ মান 
হইল (ас- b2)/a এবং তখন x= — b/a. 

Жі! যাঁদ a ধনাত্মক হয়, তবে রাশিমালাটির NIS মান নির্ণয় করা 
যায় না। 

যাঁদ а খণাত্মক হয়, তবে রাশিমালাটির লাঁঘষ্ঠ মান নির্ণয় করা যায় ЯТ! 


ergst] V(E) 

1. প্রমাণ কর যে x এর সকল বাস্তব মানের জন্য দ্বিঘাত রাশিমালা 
3x2 -4x410 ধনাত্মক। এই রাশিমালার লঘিষ্ঠ মান কত? ইহার গরিষ্ঠ মান 
কি নির্ণয় করিতে পার? 

2. х বাস্তব হইলে নিয়লিখিত রাঁশিমালার চরম মান নির্ণয় কর : 

0) (2х-5)(3-2х). প্রতি ক্ষেত্রে x এর অনুরূপ 
মান নির্ণয় কর। 
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3. প্রমাণ কর যে x বাস্তব হইলে রাশিমাল! 4%£4-12%49 এর অবম মান 
বর্তমান; এই অবম মান এবং % এর 5944 মানটি ও নির্ণয় 3 | 

4. (i) প্রমাণ কর যে T এবং 1 এর মধ্যবর্তা মানগুলি ব্যতীত x এর আর 
সকল বাস্তব মানের ক্ষেত্রে 2x? —3х--1 ধনাত্মক 1 

(ü) x যদি সর্বদ| বাস্তব হয়, তবে p এর মান কত হইলে রাশিমাল! 
24224] ধনাত্মক হইবে? 

5. (i) x এর কি কি বাস্তব মানের জন্য রাঁশিমালা 3х2 —2x —5 ঝণাত্মক 
হইবে? 

(i) প্রমাণ কর যে 1 এবং 1544 40191 x এর সকল বাস্তব মানের জন্য 
:2%2-5%4-3 খণাত্মক। 

6. যদি x বাস্তব হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


(ü) 5 এর মান অবশ্যই — r এবং 1 এর মধ্যে অবস্থিত। 
(8) £ ৪4272 
х®+2х+4 


(шй) cett এর মান-? এবং 1 এর মধ্যে থাকিতে পারে 41 | 


এর মান অবশ্যই $ এবং Ç এর মৃধ্যে অবস্থিত। 


2 = 
(iv) жаны এর মান 2 এবং 6 এর মধ্যে অবস্থিত হইতে পারে না। 


7. দেখাও যে x এ 6x* —22x +21 ২২ 

x এর বাস্তব মানের 597 sri jesi এর বৃহত্মম এবং 

ক্ষুদ্রতম মান দুইটি যথাক্রমে $ এবং 1 এবং х এর чут মান দুইটি যথাক্রমে 
1 এবং 2, 


8. x যদি বাস্তব হয়, তবে প্রমাণ কর যে СС 200—4) এর যে কোন বাস্তব 
(x —-1)(x—3) ; 
মান সম্ভব 1 


9. «বাস্তব হইলে প্রমাণ কর যে মূলদ রাশি (৫7 га ©) সকল বাস্তব মান 


"ধারণে সক্ষম, যদি a, b, c মানের হয় CARA অথবা নিয়ক্রমে থাকে। 
[ইঙ্গিত £ ধরা যাক,  »= প্রদত্ত রাশি। 
তাহা হইলে, <3—(a+c+y)x--ac-+by=0 ; 
যেহেতু х বাস্তব, নিরূপক 20; ইহা হইতে পাইবে যে y এর 
দ্বিধাত রাশিমাল! যথা : 
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33 -F2(a4-c - 2b)y-F (a — c)? Z0 ; 
feu y24+2(a+c-— 2b)v-- (a - )? — iy (atc - 2b)? 
-F(a— c)? — (a+c - 2b)* 
— (y-- (a--c— 2b)? +4(a — bY(b — c) 
এখন y এর সকল বাস্তব মানে ইহা ধনাত্মক হইবে যদি (a—b)(b—c)20 হয়ঃ 
অর্থাৎ যদি a, b, c মানের হয় Фад অথব! নিয়ক্রমে থাকে | sped] 

10. প্রয়োজনীয় শর্ত নির্ণয় কর, যাহাতে x এবং» এর সাধারণ festo রাশিমালা, 
agl ах? +2hxy--by2--2gx-F2fy+ c কে দুইটি একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ 
করা যায়। 

[সমাধান £ ax2-+-2hxy--by2+2gx--2fy+c=0 লিখিয়া ইহাকে х এর 
fats সমীকরণ হিসাবে বিবেচনা কর। সুতরাং, 
ах? + 2x(hy+ а)+ (by? --2f y-- c) -0. 
= _ 2(hy+g)+ JMA(hv- g)? — 4a(by2 + 2f y +c) 
2a 


বা, ах+һу+а= + Jyh? — ab) -2y (gh — af) gà — ac 
এখন প্রদত্ত রাশির যদি ০4৭৮47 এই আকারের দুইটি 44419 উৎপাদক 
থাকে, তবে মূল চিহ্কাধীন রাশিটি অবশ্যই একটি পু্ণবর্গ হইবে এবং তাহা সম্ভব যদি 
সমীকরণ 
y*(h3—ab)-E2y(gh—af)-F(g —ac)- 0 এর দুইটি সমান বীজ থাকে- 
(অর্থাৎ, যদি ইহার নিরূপক শূন্য হয়)। 
নির্ণেয় শর্ত হইল 
4(gh -2)৪- 4(h2 — ab)(g2 — ac) = 0, 
বা, সরল করিয়া, abcc-2fgh— аў? — bg? — ch? —0. 
টীকা । প্রমাণিত হইল যে প্রদত্ত রাশমালাকে দুইটি একঘাত উৎপাদকে 
বিশ্লেষণ করা যায় ইহা ধারয়া লইলে অপারহার্য ফলস্বরূপ উপরের শর্তট পাওয়া 
যায় | আবার এই শর্তাট যথেষ্টও বটে, অথণৎ শর্তাট ধরিয়া লইলে প্রদত্ত রাঁশমালাকে. 
দুইটি একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা যাইবে 1 
11. G) দেখাও যে х®+2ху+у#+3х+2›+2 কে দুইটি একঘাত 
উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা যায় এবং উৎপাদক দুইটি নির্ণয় কর। 
(Gi) p এর c মানের জন্য 2х#+3ху+у#+7х+ру+6 কে দুইটি 
একঘাত উৎপাদকে বিশ্লেষণ করা যায় তাহা নির্ণয় কর। 
12. з ax?+by?+cz?+2azz+2bzx+2cxy কে দুইটি «45% 
উৎপাদকে বিশ্লেষণ কর! যায়, তবে প্রমাণ কর যে হয় ৫+৮7+০-0 অথবা a=b=c- 
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বিন্যাস ও সমবায় 
( PERMUTATIONS & COMBINATIONS ) 


61. 59541 ( Introduction ) 

কাঁতপয় বস্তুর AITA বা উহাদের মধ্যে করেকাট লইয়া কোন 'নাঁদস্ট কলমের 4209 
সঙ্জাকে «29 বিন্যাস ( Permutation ) বলে 1 

Smi: () a b, ০ এই তিনটি অক্ষরের সবগুলিকে একযোগে লইলে (ЧОН 


বিশ্যাসগুলি হইবে__ 
abc bac cab 


acb bca cba 
Gü) a,b,c এই তিনটি অক্ষরের দুইটি করিয়া লইলে যে বিন্যাসগুলি হয় 
সেগুলি হইল__ 


ab ac bc 
ba ca cb 
Gü) a,b,c এই অক্ষর তিনটি হইতে মাত্র একটিকে লইয়া 
a b Ё 
এই বিন্যাসগুলি হইবে 1 


কাঁতপয় বস্ত্‌ হইতে একযোগে সবগুলি বা উহাদের মধ্যে কয়েকাঁটকে লইয়া 
সঙ্জার বিচার না কারয়া যে বাভনন দল বা নির্বাচন বা মণ্ডলী গঠন করা যায় 
তাহাদের প্রত্যেকটিকে এক একাট সমবায় ( Combination ) বলে | 

Smisli) একযোগে সবগুলিকে লইয়া а, b, ০ এই তিনটি অক্ষরের সমবায় 
হুইল একটি মাত্র দল__ 


(abc) 
(ü) একযোগে দুইটি লইয়! а, b, с এই তিনটি অক্ষরের সমবায়গুলি হইল__ | 
(а) (ас) (bc) 


(Hi) একযোগে মাত্র একটি লইয়া а, b, c এই অক্ষর তিনটির অমবায়গুলি 

%%4- 
(а) (b) (c) 

টাক] | নির্বাচনে (বা দল গঠনে ) অর্থাৎ সমবায়ে যে 940 বস্তু লইয়া 
প্রাত নির্বাচন গাঠত তাহার সংখ্যাই বিবেচ্য, তাহাদের ক্রম বিবেচ্য নহে । 

'বন্যাসের ক্ষেত্রে একাট দলের ক্তুগুলির সংখ্যা এবং রুম উভয়ই {বিবেচনা কাঁরতে 
হয়। 
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wes একটি সমবায় হইতে একাধিক বিন্যাস পাওয়া যাইতে পারে। Brigad- 
স্বরূপ লক্ষ্য কর যে (abc) এই একটি সমবায় হইতে (abc; acb ; Бас; са; 
cab ; cba) এই ছয়টি বিন্যাস পাওয়া যায়। 

প্রদত্ত কতিপয় বস্তু হইতে একযোগে সবগুলি vi কয়েকটি লইয়া! বিভিন্ন বিন্যাসের 
সংখ্য! ( number of permutations ) বা 7441044 সংখ্যা! ( number of 
combinations ) নির্ণয় করাই এই পরিচ্ছেদের লক্ষ্য | 

প্রতীক (Notations)? m সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর r সংখ্যক বস্তু একযোগে 
লইয়া (гет) যতগুলি বিন্যাস হয় তাঁহাদের সংখ্যাকে "Р, এই প্রতীক দ্বার! 
প্রকাশ করা হয়। 

n বিভিন্ন ww হইতে একযোগে sw লইয়া (rn) যে সকল সমবায় হয় 
তাহাদের সংখ্যা "C, এই প্রতীক দ্বারা প্রকাশ করা হয়। 


62. মূল নীতি ( Fundamental Principle ) 


যদি কোন একটি প্রক্রিয়া m বিভিন্ন প্রকারে করা যায় এবং এরূপ 
যে কোন এক প্রকারে প্রক্রিয়াটি করিবার পর যদি অপর একটি প্রক্রিয়া 
n বিভিন্ন প্রকারে কর! যায়, তবে এ দুই প্রক্রিয়া ক্রমান্বয়ে mx n বিভিন্ন 
প্রকারে করা 319041 লক্ষ্য রাখিতে হইবে যে প্রক্রিয়া দুইটি একই সঙ্গে সম্পন্ন 
না করিয়া একটির পর একটি করার কথ! বলা হইয়াছে। 
উদাহরণস্বরূপ, ধর! যাউক А এবং B এই দুই স্থানের মধ্যে এটি বিভিন্ন ট্রেন 
চলাচল করে এবং B ও Ca মধ্যে 3টি ট্রেন চলাচল করে। তাহ হইলে А হইতে 
B 5% C পর্যন্ত একটি ভ্রমণ যত প্রকারে করা যায় তাহার সংখ্যা হইবে 4x 3— 12. 
ব্যাখ্যা! 8 4 হইতে Bcs ভ্রমণের চাঁরিটি উপায় বা প্রসার রহিয়াছে | এখন কোন ৰাক্তি 4 হইতে 
এই চারি উপায়ের কোন এক উপায়ে তে পৌঁছাইয়া দেখিবে В হইতে Соз পৌঁছাইবার তিনটি উপায় | 
তাহার সামনে আছে। жэй В পৌঁছাইবার প্রতি উপায়ের জন্য (তে পৌঁছাইবার ৪টি উপায় আছে। 
Вс» পৌছাইবার 4টি উপায়ের জন্য তে পৌছাইবার 4১৯৪ উপায় হইবে | 


এই নীতি দুইএর অধিক প্রক্রিয়ার ক্ষেত্রে সহজেই প্রসারিত করা যায়। 


যদি কোন প্রক্রিয়া m বিভিন্ন প্রকারে (উপায়ে ) করা যায় এৰং Q ` 
m প্রকারের কোন এক প্রকারে উহা করিবার পর যদি একটি দ্বিতীয় 
প্রক্রিয়া п বিভিন্ন প্রকারে করা যায়, তবে এ দুই প্রক্রিয়া একাদিক্রমে 
mxn প্রকারে করা যাইবে । এখন এই দুই প্রক্রিয়া mxn প্রকারের 
কোন এক প্রকারে করিলে তৃতীয় একটি প্রক্রিয়া যদি? প্রকারে কর! 
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যায় তবে এই তিনটি প্রক্রিয়া ক্রমান্বয়ে (বা পর পর ) mx np 


ইত্যাদি প্রকারে করা যাইবে। 
faa উদাহরণগুলির সমাধান দরাসরি মুল নীতি প্রয়োগ করিয়া করা যাইবে__ 


1 এক ব্যক্তির ভিন জোড়! জুতা এবং ছুই প্রস্ত পোশাক আছে। মে কত 
প্রকারে সাজপোশাক করিতে পারে? ইহার উপর চারটি গলাবন্ধ থাকিলে কয় প্রকারে 


সে সজ্জিত হইতে পারিবে? [উঃ 3x226; 3х2х4=24 ] 
2. দুইটি সহর Хат Y এর মধ্যে 10টি বাস যাতায়াত করে। এক ব্যক্তি 
কত প্রকারে X হইতে Y এ গিয়া ভিন্ন বাসে ফিরিতে পারিবে? 18:90 ] 


3. মাত্র চারটি হোটেল আছে এমন একটি শহরে তিনজন টুরিষ্ট আসিল। 


তাঁহারা কয় প্রকারে প্রত্যেকে আলাদা আলাদা হোটেলে থাকিতে পারিবে? | 
[উঃ 94] 


63. বিন্যাস £ ^P, fufcus সূত্র 

উপপাগ্ £ n সংখ্যক বিভিন্ন 444 একযোগে r সংখ্যক করিয়া 4% 
жїзї বিন্যাসের সংখ্যা নির্ণয় বা”; নির্ণয়ের একটি সূত্রের প্রতিপাদন 
করিতে হইবে (r<n) | 

пр, সংখ্যাটি অর্থাৎ প্রতি ক্ষেত্রে প্রতি বস্তুকে অনধিক একবার মাত্র ব্যবহার 
করিয়া n বিভিন্ন বস্তুর একযোগে y বস্তু লইয়া বিন্যাস সংখ্যা নির্ণয় করিতে হইবে। 

এই উদ্দেশ্যে মনে কর! যাক? শূন্ত স্থানের একটি সারি এবং п বিভিন্ন বস্তু আছে। 
এই n বিভিন্ন বস্তু দ্বার] 7 শূন্স্থানগুলিকে যত প্রকারে পূর্ণ কর! যায় সেই সংখ্যাই 
হইতেছে নির্ণেয় সংখ্যা অর্থাৎ "Р,. 


ধাপ 1. প্রথম শনতস্থানটি п বিভিন্ন প্রকারে পূর্ণ করা যাইতে পারে; কারণ n 
সংখ্যক বিভিন্ন qus যে কোন একটি (тп এ স্থানটি পূর্ণ কর! যায়। এই п প্রকারের 
যে'কোন এক প্রকারে প্রথম স্থা-টি পূর্ণ হইলে দ্বিতীয় স্থানটি (n—1) প্রকারে পূর্ণ 
করা যাইবে, কারণ বাকী (n — 1) বিভিন্ন বস্তুর যে কোন একটি দিয়া দ্বিতীয় স্থানটি পুণ 
কর! যায়। 


এখন প্রথম স্থানটি পূর্ণ হওয়ার প্রতি প্রকারের সহিত দ্বিতীয় স্থান পূরণের (॥-1) 
প্রকারের প্রত্যেকটিকে সংযুক্ত কর! যাইতে পারে। гы 


“প্রথম দুইটি স্থান পর পর n(n _1) প্রকারে পূর্ণ হইতে পারে। 
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ধাপ 2. প্রথম দুইটি স্থান n(n — 1) প্রকারের যে কোন এক প্রকারে পূর্ণ হইলে 
বাকী থাকে (n — 2) বিভিন্ন va যাহাদের যে কোন একটিকে তৃতীয় স্থানে রাখা যাইতে 
পারে এবং সেই হেতু তৃতীয় স্থানটি (1—2) প্রকারে পূর্ণ করা যায়। কিন্ত প্রথম দুইটি 
স্থান পূরণের প্রতিটি প্রকারকে তৃতীয় স্থান পূরণের (% _1) প্রকারের প্রতিটির সহিত 
সংযুক্ত কর! যাইতে পারে। 

প্রথম তিনটি স্থান একাদিক্ৰমে n(n— L(n—2) প্রকারে পূর্ণ করা যায়__ 

এবং পরবর্তী ক্ষেত্রগুলিতেও এইরূপ হইবে | 

ধাপ 3. যে কোন দশায় বা অবস্থায় লক্ষ্য কর! যাঁয় (4-- 

(0 একটি নির্দিষ্ট সংখ্যক чуча পূরণের প্রকার সংখ্যা একই সংখ্যক উৎপাদকের 
গুণফলের সমান এবং Q উৎপাদকগুলির প্রথমটি n ও "amet উৎপাদকগুলির 
প্রত্যেকটি উহার পূর্ববর্তা অপেক্ষা এক কম ; 

(а) প্রতি ক্ষেত্রে শেষ উৎপাদক =" -( যতগুলি স্থান পূৰ্ণ করিতে হইবে তাহা 
অপেক্ষা এক কম এমন একটি সংখ্যা ); 

(8) মোট যতগুলি স্থান পূর্ণ করিতে হইবে তাহার সংখ্যা এবং মোট উৎপাদক 
সংখ্যা 49 1 

r সংখ্যক স্থান পূরণ করিবার প্রকার 3esiten(n—1):[n- (r —1)] 
т সংখ্যক উৎপাদক 

পূর্বের আলোচনা অঙ্গসারে ইহ! হইতে নির্ণ সংখ্যা ^P, পাওয়া যায় 

অর্থাৎ ^P, —n(n—1)n-2)- >< (n-r4 1) а) 

Factorial প্রতীক 

1 হইতে n পর্যন্ত এই n সংখ্যক ‘অখণ্ড ধনসংখ্যার গুণফলকে nl বা [n এই 
প্রতীক দ্বারা প্রকাশ করা হয় এবং প্রতীকটিকে পড়া হয়_ফ্যাক্টোরিয়াল n 
( factorial n ) ! 

অতএব nl 3[n21X2X3X4X' Xn, 
3l, 7nX(n—1)X(n-2)X -= = xX4X3x2x1, 
4-1х2х3х4,441 =4х3х2х1. 
স্পষ্টত, |8-8х7х(|6, һ-т-(а8-т) |п—т—1. 
|0 এর 25512 10-1. 
11( А1.1 
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26 
উদাহরণ () 8-987654 (à) 26х25х24- 3 


(їй) n(n-c1Y(nT2)-(Q-r) B. 


(iv) 2127 xn x(1.3.5.7- pd -1). 


Factorial প্রতীক অনুসারে "Р, এর মান 
"Р, এর সুত্রে লক্ষ্য কর! হইয়াছে যে r<n, 
ক্ষেত্র 1. т=п হইলে সুত্রান্থুদারে পাওয়া যায় 
"P,=n(n— l)(n— 2)::: n উৎপাদক 199 
-zn(n—1)(n-2)-*-- (n—n+1)=nl 
॥ সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর নিজেদের মধ্যে অর্থাৎ একযোগে সবগুলি লইয়! বিন্যাস 
সংখ্যা [n বলা হুয়। 
ক্ষেত্র 2. r<n হইলে 63 অনুচ্ছেদের সুত্র (1)টি নিয়রূপ হয়_ 
"Р, 2n(n—1)(n-2)(n—r-4-1) 


пп - 1-2). (n— rA Df -7)(n-r-1)--3.24H 
ín-0(n-r-1)-3231] 


941844: 
1, өр, сс 98=720. 
17 


ino -2 -2735.7 (2n Dln, 


[n | 
2-2%13.57-(2-1). 
3. voce mecs | 
in. ml 
еи: না =3:4 বা, 2 „т—11_3 


জে (nal 4 


[n(n —11)0—12)/ — 13 
3l = d 3 
) E Зан Т, -i বা, (^ ш» 22.3 
বা, 4,2- 95һ-Һ525--0 বা, (n — 15)(4n— 35)=0 ) 


© n 7 D( п এর ভগ্নাংশ ঘটিত মান বাতিল করিয়া )। | 
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প্রন্মমাল। VICA) 
1. নিয়লিখিতগুলির মান নির্ণয় কর 2 


4152 বা কা 
(0) EË (її) EXE Md 21214 


[উঃ () 60480; (ü) 85: (Gii) 420: (iv) zs] 
2. Factorial আকারে লিখ £ 
() 10১11 12 13. (à) n(n+1)(n+2). 
(ii) n(n-d-D(a-2)--: (nr). 
3. প্রমাণ কর £ [2n =2"{1.3.5.7- (2n — Dn. 
4. মান নির্ণয় কর £ 
() MPs; (0) 1#Ру+10%Р,; Gü) "Ра; Gw) 9"P.. 
[উঃ G) 55440; (ü) 11/42; (ШІ) п(п-1): (іу) 18778851007 
5. (a) যদি "P, =6."P, হয় n এর মান নির্ণয় কর। [উঃ n-8] 
(b) যদি 5০:,+51547++8 = 30800 হয়? এর মান কত? [উঃ ғ-41) 


(c) "*'P4—56,"-" Pa —12 হইলে m এবং п এর মান নির্ণয় কর। 
[উঃ m=6, n=2] 


(d) "AP, :"*1P4—5: 12 হইলে n এর মান নির্ণয় কর। [উঃ n=81 


64. বিন্যাসের বিষয়সমূহ 
বিন্যাসের প্রশ্নে 95% কয়েকটি ক্ষেত্র : 
(i) প্রদত্ত কয়েকটি অঙ্ক দ্বারা বিভিন্ন সংখ্যা গঠন; 
(8) яға কয়েকটি অক্ষর «ізі বিভিন্ন শব্দ গঠন) 
(ui) একদারিবদ্ধ কতিপয় শূন্য চেয়ারে প্রদত্ত কতিপয় ব্যক্তিকে সাজান; 
(iv) প্রদত্ত কিছু সংখ্যক পত্র কিছু সংখ্যক খামের মধ্যে স্থাপন; 
(৮) তাকে বই সাজান, ইত্যাদি i 
ẹyi. 1. প্রত্যেক সংখ্যায় প্রত্যেক অঙ্ক একবার মাত্র ব্যবহার করিয়] 
3, 4, 7, 8, 9 অক্বগুলির সাহায্যে চার অঙ্কের কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যায়? 
өмір, 5টি বস্তু ( এক্ষেত্রে 5টি অঙ্ক, 3, 4, 7, 8, 9) দ্বারা 4টি স্থান (একক, দশক, 
শতক এবং AIF ) যত প্রকারে পূর্ণ করা যায় তাহা নির্ণয় করার অন্ধুরূপ। 
.* গঠিত সংখ্যার নির্ণেয় গংখ্যা=5 বস্তু হইতে একযোগে 4বস্ত লইয়া বিন্যাস সংখ্যা 
+ =5р;=5х4х3х2=120. 
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উদ্দা, 2. কোনশব্দে কোন অক্ষর একাধিকবার ব্যবহার না করিয়া MONDAY 
শব্দটির অক্ষরগুলি দ্বারা কতগুলি বিভিন্ন শব্দ গঠন করা যায় ? 
এখানে প্রকৃতপক্ষে 6টি বিভিন্ন qw (M, O, М, D, A, Y) দ্বারা 6টি স্থান কত 
প্রকারে পূর্ণ কর! যায়, তাহাই নির্ণয় করিতে হইবে। 
*, নির্ণেয় সংখ্যা, 5P57(6—720 (99 )। 
ЗҮП. 3. এক সারিতে ?টি শূন্য চেয়ারে কত প্রকারে 7 জন বসিতে পারে? 
সপষ্টত নির্ণয় প্রকার m= P =17=5040. ` 
উদ্দা, 4. একটি তাকে মোট 6 খানি বই «41 10 খানি বিভিন্ন বই কত 
প্রকারে ওঁ তাকে রাখা যাইবে? 
এক্ষেত্রে 6টি স্থান 10টি বস্তু দ্বার পূর্ণ করিতে হইবে ; 
', নির্ণয় প্রকার সংখ্যা_ £০০৪ = 10.9.8.7.6.5 = 151200. 


নিয়ন্ত্রিত বিন্যাস 

Чая (Type) 1. কয়েকটি বিশেষ বস্তু কখনই থাকিবে না বা সর্বদাই 
থাকিবে £ 

নিয়ে সম্পর্কটি প্রমাণ করিতে হইবে__ 

пр,=%-1р,+үп-1р,_,` (41), 
প্রমাণ š 
"P, =n বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে? বস্তু লইয়া বিন্যাস সংখ্যা 
=(;) n বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে r বস্তু যাহাদের মধ্যে একটি বিশেষ বস্তু 
(ধরা যাউক উহ! X) কখনই থাকিবে ন! তাহাদের লইয়| বিন্যাস সংখ্যা 


+ 
(i) п বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে r বস্তু যাহাদের মধ্যে È বিশেষ বস্তু X 
সর্বদাই থাকিবে তাহাদের লইয়া বিন্যাস সংখ্যা | 


G) নির্ণয় করিতে হইলে ওঁ বিশেষ qw ХВ রাখিয়! বাকী (п-1) বস্তুর 
একযোগে ча লইয়া বিন্যাস সংখ্যা নির্ণয় করিতে হইবে এবং ম্পষ্টত Q 
সংখ্যাটি "71P,. 

(৪) নির্ণয় করিতে হইলে এক্ষেত্রে & বিশেষ qu X কে রাখিয়া বাকী (0—1) 
বস্তু হইতে কেবল (_1) 44 "өй হয়। এরূপ বিস্তাসের সংখ্যা аре 
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এখন এই fastrefas প্রত্যেকটিতে X чау করিতে হইবে যাহাতে প্রত্যেক 
Rator সংখ্যক বস্তু থাকে। কিন্ত, аска X এ বিন্তাসগুলির প্রত্যেকটির প্রথম, 
দ্বিতীয়, তৃতীয়,...তম স্থানে থাকিতে পারে । X প্রথম স্থানে থাকিলে "-ір, if 
Өзің হইবে, X দ্বিতীয় স্থানে থাকিলে "тір, 10 বিন্যাস এবং এইরূপ r সংখ্যক 
স্থানের প্রত্যেকটির জন্য । 
боп সংখ্যক WW হইতে একযোগে r বস্তু ( r সংখ্যক স্থানের যে কোন একটিতে 
X রাখিয়া ) লইয়| әти সংখ্যা হইতেছে r. "IP, স্থতরাং বল! যায় যে 
яру- "іру. ЕРІ 
-—— —— 
(Q) (ü) 
অন্যভাবে "Р, এর чаў ব্যবহার করিয়া 
ভানপক্ষ m -4727+7,৮7227-5 
һ-1 һ-і 
=p- rt 20-620) 
ep Ds h n=l 
hr It") In-r-1 


au. 
nzr 
উদ. 1. 10টি বিভিন্ন ча হইতে একযোগে এটি করিয়। বস্তু লইয়া বিন্যাস 
করিলে উহাদের কতগুলিতে একটি নির্দিষ্ট বস্তু G) কখনই থাকবে না, Gi) সর্বদাই 
থাকিবে? 

O যে নির্দিষ্ট বস্তুটি কখনই থাকিবে না তাহা আলাদা রাখিয়া দিলে বাকী 
থাকে 9টি বস্তু; ea নির্ণেয় বিন্তাস সংখ্যা 9টি বস্তু হইতে একযোগে 4টি বস্তু 
aza বিন্তাসের সংখ্যার সমান=*P+=9%8 X7 X 6= 3024. 

Gi) যে নির্দিষ্ট বস্তুটি সর্বলাই থাকিবে তাহা পৃথক 31841 বাকী 9টি বস্তু হইতে. 
একযোগে 3টি 229 (4টি নহে) বিন্যাস সংখ্যা — Ps. 


—*P,- বাঁমপক্ষ (প্রমাণিত )। 
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এই বিশ্বাসগুলির প্রত্যেকটিতে 4টি স্থান আছে (মাঝে এবং প্রান্তে ) যেখানে এ 
বিশেষ বস্তুটি রাখ! যায় যাহাতে "Pa বিশ্াসের প্রত্যেকটি হইতে 4টি বিন্যাস হইতে 
পারে। সুতরাং নির্ণেয় fato эл = 4x 91১8» 2016. 

অন্যভাবে, 108 বিভিন্ন qw হইতে (একযোগে 4টি বস্তু লইয়! বিন্যাস করিলে 
যতগুলি елси একটি বিশেষ বস্তু সর্বদাই থাকিবে». 108 বিভিন্ন বস্তু হইতে 4টি qu 
একযোগে-লইয়া মোট+বিস্কাম সংখ্যা_যে বিস্তাসগুলিতে এ বিশেষ বস্তুটি কখনই 
থাকিবে at তাহার সংখ্যা» 10Р, — 9 P, =5040—3021=2016. 

Ф. 2. n বিভিন্ন vus r বস্ করিয়া একযোগে লইয়া বিন্যাস করিলে কতগুলি 
বিন্যাসে 5টি বিশেষ বন্ত (1) সর্বদাই থাকিবে, (И) কখনই থাকিবে না? 

(б) একযোগে r বন্ধ করিয়া লইয়! п বিভিন্ন বস্তুর বিন্যাস সংখ্যা, n বস্তু দ্বারা) 
স্থানগুলি পূরণের প্রকার সংখ্যার সমান। এখন এ 5টি বিশেষ ч ৮ সংখ্যক স্থানে 
"Ру প্রকারে সন্ধিত হইতে পারে। এই nana প্রত্যেকটিতে বাকী (r—5) স্থানগুলি 
বাকী (п 5) বন্ধ ছারা "SP, p প্রকারে পূর্ণ হইতে Яга ;!,'. মোট বিস্তাস সংখ্যা 

=’ Py ১৫*-৪০,-৪৮, Tu A. =з 

(8) যে পাচটি বিশেষ ww হই সেগুলিকে ছাড়িয়া দিয়া, নির্ণেয় 
fiata সংখ্যা = pu RA. $ 

ধরন ( Туре) IL যখন বিশেষ কয়েক 44 একত্র থাকিবে না ғ 

ক্ষেত্র 1. ধর! যাউক দুইটি মাত্র বস্তু আছে যাহার! একত্র থাকিবে লা : 

নিয়মাৰলী £ (1) কোনরূপ әне আরোপ a) করিয়া মোট বিন্যাস সংখ্যা 
নির্ণয় করিতে হবে (2) ইহার পর 9 দুইটি বস্তু একত্র রাখিয়া বিন্যাস neg নির্ণয় 
করিতে হইবে । (3) এই দুই ফলের বিয়োগ ফল হইতেই নির্ণেয় সংখ্যা 
পাওয়া যাইবে i 

উদ্বা. 3. কতগুলি বিভিন্ন ক্রমে 10 খালি পরীক্ষাপত্র সাঙ্জান যাইতে পারে 
যাহাতে 5041594 ও সর্বনিকৃ্ট পত্রুখানি কখনও একত্র না থাকে? 

কোনরূপ fanaa না থাকিলে পরীক্ষাপত্র 10 খানি উহাদেরই মধ্যে |10 প্রকারে 
жез করা যাইতে পারে। এখন xdg ও সর্বনিকষ্ট sa—B এবং IU কে 
একখানি একক পত্র X রূপে বিবেচনা কর! হউক। তাহ! হইলে পাওয়া যাইবে 
9 খানি পত্র যাহাদের [9 প্রকারে উহাদের মধ্যে fees কর যাইবে । এইরূপ 
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( সঙ্জাগুলির প্রত্যেকটিতে ВИ) এই ক্রমে В এবং И/ পত্র দুইটির স্থলে X থাকিবে; 
কিন্ত В এবং И/ কে উহাদের মধ্যে [2 প্রকারে atata যাইতে পারে। 
*, যে সঙ্জাগুলি73 এবং W সর্বদাই একে থাকিবে তাহার সংখ্য1স!.9৯12. 
Биба বিন্যাস সংখ্যা যেগুলিতে В এবং LU কখনও একত্র থাকিবে না 
-|10-|9х|2-10х|9-|9х2-8х|9-2903040. 
Зи. 4. প্রমাণ কর যে দুইটি বিশেষ বই কখনও একত্রে থাকিবে না এইভাবে 
п সংখ্যক বিভিন্ন বই একটি তাকে (n-2)x|n-1 প্রকারে সাজান যায়। হুবহু 
Bri. 3 এর ন্যায়। 
ক্ষেত্র 2. একত্র থাকিবে w এরূপ বস্তুর নংখ্যা যখন দুই এর অধিক £ 


Әні. 5. 6টি বালক ও 4টি বালিকাকে কত প্রকারে একটি সারিতে সাজান যায় 
যাহাতে কখনই দুইটি বালিকা একত্র থাকিবে না? 

ঈপ্সিত বগিবার ব্যবস্থা দুইটি প্রক্রিয়ায় কর! যায়-_ 

(1) প্রথমে বালক 6টির অবস্থান faas করিয়া অবস্থানগুলিকে В), Ва, Вз, 
Ba, Bs, В, দারা! সুচিত করা হইল | 

ইহ! করা যাইতে পারে 6Р,=16=720 AFA | 

এইরূপ একটি বিন্যাস নিয়রূপ : 

X B, X Ba X Ba X Ba X By X Ba X 

(ü) এখন বালিকাগুপির অবস্থান যদি aq (Мөз স্থানগুলিতে নির্দেশিত হয় 
তবে কখনই উহাদের দুইটি একত্রে থাকিবে না। এরূপ 7টি স্থান আছে যেখানে 4টি 
বালিকাকে স্থাপন কর! যাঁয়। ইহা TP, =7.6.5.4=840 প্রকারে করা যায়। 

নির্ণেয় প্রকার সংখ্যা T P, X (62840 х 720 = 604800. 

কিন্ত নিয়ের f ছাত্রছাত্রীদের more সতর্কভাবে অনুধাবন করিতে হইবে 

উদ. 6. n সংখ্যক বিভিন্ন жч একযোগে ғ সংখ্যক করিয়া 44 লইয়া বিশ্যাস- 
সমূহের কতগুণিতে 2টি বিশেষ 44 একত্র থাকিবে? 

d দুইটি বিশেষ аа ছাড়িয়া দিয়! বাকী (n — 2) 744 একযোগে (r — 2) করিয়া 
qu লইয়া বিন্যাসগুলি বিবেচনা করা যাউক; এই বিদ্যাসগুলির সংখা "P, g. 

এই বিন্যাসগুলির প্রত্যেকটির সহিত & ছুই বিশেষ বস্তুকে একটি একক qusc 
যুক্ত করিয়া! দেওয়া vim) প্রকৃতপক্ষে আছে (7-1) সংখ্যক স্থান (7-2 স্থানের 
মাঝে এবং দুই প্রান্তে ) যেখানে ও একক বস্তুটি স্থাপন করা যায় এবং প্রতি ক্ষেত্রে 
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Š দুইটি বস্তু যাহারা একক বস্তুটি গঠন করিয়াছে তাহাদের নিজেদের মধ্যে |2 প্রকারে 
সাজান যায়। 
fafi বিস্তাস সংখ্যা "72P, (৮1) 
=2(r-1)(n—2)(n= 3): (n-r+1). 
ধরন Ш. প্রদত্ত অঙ্কসমৃ দ্বারা সংখ্যা গঠন ( একই qu একাধিক বার 
না লইয়া) £ 
ЗТ. 7. 4১2, 3, 4, 5,6 এই ছয়টি অঙ্ক দেওয়া আছে। নিয়ে বণিত শর্ত- 
সাপেক্ষে এই অঙ্কগুলি ছার! যে সকল সংখ] গঠিত হইতে পারে তাহাদের সংখ্যা নির্ণয় 
করিতে হইবে। 
(9 কোন নিয়ুল্ত্রণ ব্যতিরেকে 1 
প্রদত্ত ছয়টি অঙ্ককে উহাদের নিজেদের মধ্যে যত প্রকারে 149% কর! যায়, ছয় 
অঙ্কের সংখ্যার সংখ্যাও তত = $= 6— 720. 
G একটি বিশেষ অঙ্ক যে সকল সংখ্যায় একটি বিশেষ স্থানে 
থাকিবে। 
উদাহরণস্বরূপ ধরা যাউক ছয় অঙ্কের সেই সকল সংখ্যার সংখ্যা নির্ণয় করিতে 
হইবে যাহাদের দশক স্থানে 2 swË সর্বদাই থাকে। স্থতরাং, এই ক্ষেত্রে বাকী 
গাচটি স্থান বাকী পাচটি অঙ্ক দ্বারা পূর্ণ করা যাইতে পারে 5 1—120 প্রকারে। 
যে সকল সংখ্যার দশক স্থানে 2 সর্বদাই থাকে তাহাদের সংখ্য! =120. 
Gü) যে সকল সংখ্যা একটি বিশেষ সংখ্যা দ্বারা বিভাজ্য । 
ধরা যাউক কেবলমাত্র যুগ্ম lis 2 দ্বারা বিভাজ্য সংখ্যাগুলি গঠন করিতে হইবে | 
এই সংখ্যাগুলির একক-স্থানে 2, 4, 6 থাকিবে । 
একক স্থানে 2 এরূপ 120টি সংখ্যা হইবে | IRRA একক স্থানে 4 বা 6 থাকিলে 
প্রতি ক্ষেত্রে 120টি করিয়া সংখ্যা হইবে। 
যুগ সংখ্যার মোট সংখ্যা-3১120-360. 


(৮) যে সকল সংখ্যার প্রথমে ও শেষে বিশেষ বিশেষ অঙ্ক থাকিবে | 


ধরা যাউক 1 fra] আরম্ভ এবং 5 দিয়া শেষ যে সংখ্যাগুলি তাহাদের গঠন করিতে 


হইবে। 1 অঙ্কটি প্রথমে এবং 5 ч শিষ স্থানে রাখিয়া বাকী চারটি স্থান [4= 24 
প্রকারে বাকী চারিটি অঙ্ক দ্বারা পূর্ণ করা | 


1 দিয়া আরম্ভ এবং 5 দিয়! শেষ এরূপ সংখ্যার সংখ্যা — 24. 
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99471 যদি সংখ্যাগুলির প্রথমে বা শেষে 1 বা 5 থাকিত তবে এ সংখ্যা 
হইত 1214=48, কারণ 1 এবং 5 তাহাদের মধ্যে |2 প্রকারে স্থান পরিবর্তন 
করিতে পারে 1 


0) একটি বিশেষ সংখ্য! অপেক্ষা কষুদ্রতর বা বৃহত্তর এমন সংখ্যাসমূহ | 
ধরা যাউক প্রদত্ত অঙ্কগুলি ছার! 300000 অপেক্ষা বৃহত্তর সংখ্যাগুলি গঠন 
করিতে হইবে। সুতরাং সংখ্যাগুলি গোড়ায় 3 বা 4 315 বা 6 থাকিবে। 
প্রতি ক্ষেত্রে বাকা 5টি স্থান |5 =120 প্রকারে পূর্ণ করা যাইবে 1 
মোট সংখ্যার সংখ্যা = 4 X 120 — 480. 
উদ, 8. কোন অঙ্ক একাধিকবার না লইয়া 3, 5, 7, 8, 9 অন্কগুলি ছার! 7000 
অপেক্ষা বৃহত্তর কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যায়? 
fs সংখ্যাগুলি নিশ্চয়ই 
G) 5 অঙ্কের বা, (8) 7,8 বা 9 দিয়! শুরু 4 অঙ্কের হইবে । 


(9 5 অস্কবিশিষ্ট সংখ্যার সংখ্যা 5০ ₹[.5- 120. 
(4) 7 দিয়। শুরু 4 অঙ্কের সংখ্যার সংখ্যা যত, 3,5, 8,9 দ্বারা অপর তিনটি 
স্থান পুর্ণ করিবার প্রকার সংখ্যাও ww; ইহা 4Р,-24 প্রকারে কর! যায়। 
অনুরূপভাবে 8 এবং 9 দিয়া শুরু হইলে প্রতি ক্ষেত্রে 24টি করিয়া সংখ্যা হইবে; 
7000 অপেক্ষা বৃহত্তর সকল সংখ্যাগুলির সংখ্যা1204-3 x 24 192. 
ЗИП. 9. কোন সংখ্যার কোন অঙ্ক পুনঃ পুনঃ ব্যবহার না৷ করিয়া 3, 1, 0, 5, 7, 
2, 9 হইতে যে-কোন সংখ্যক অঙ্ক লইয়া! কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যায়? 
এক অঙ্কের সংখ্যার সংখ্যা6 (0 বাদ দিয়!) 
দুই অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যার সংখ্যা নির্ণয় 
7টি অঙ্কের একযোগে 2টি করিয়া লইয়া বিন্যাস সংখ্যা 1P, কিন্তু ইহাদের মধ্যে 
৪০: সংখ্যকের দশক স্থানে শূন্য থাকে এবং সেই কারণে সেগুলি/দুই অঙ্কের সংখ্যা 
নহে? S2 ছুই অঙ্কের সংখ্যার সংখ্যা 7122 — 872. 
554419104 তিন অঙ্কের সংখ্যার সংখ্যা TP, — EPY এবং এইরূপ পর পর। 
Co নির্ণেয় সংখ্যার সংখ্যা с 
= SP, КР; im өр) (Рр, zl 5P3)--(* P4 T3 8P3)-- (Pj — Р.) 
TP, - 6Рр,)-+(1р; — 5P,)— 11742. 
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উদ. 10. প্রতি সংখ্যার প্রতি অঙ্ক মাত্র একবার লইয়া 3, 4, 5, 6,7 এবং 8 
এইগুলির সবকয়টিকে একযোগে লইয়! কয়টি সংখ্যা গঠন করা যায়? উহাদের 
সমষ্টি কত? 

frr সংখ্যাগুলির মোট সংখ্য! =|6=720. 

একক স্থানে 8 থাকিলে এরূপ সংখ্যার সংখ্যা =[5=120 হইবে কারণ, এক্ষেত্রে 
বাকী 5টি স্থান 3, 4, 5. 6 এবং 7 ছার! পূর্ণ করিতে হইবে | 

যে সকল সংখ্যার একক স্থানে 3, 4, 5, 6 বা 7 থাকিবে তাহাদের সংখ্যা প্রত্যেক 
ক্ষেত্রেই 5-120 হইবে | 

এই 720টি সংখ্যার সবকয়টির একক স্থানের অঙ্বগুলির সমষ্টি-120 (344 
+5+6+7+8)= 120 x 33 —3960. 

আবাঁর যে সকল সংখ্যার দশক স্থানে প্রদত্ত অন্বগুলির যে কোন একটি থাকিবে 
তাহাদেরও প্রত্যেক ক্ষেত্রে সমষ্টি |5. 

এ, দশক স্থানের аже sme একই অর্থাৎ, 3960. এইরূপ অগ্রসর হইয়া, 
নির্ণয় সমষ্টি 
= 3960 একক -- 3690 দশ --3960 "ts 4-3960 সহজ +3960 দশ গহশ্র 

+3690 শত 755 

-<3960(1--10--100--1000--10000--100000) 

=3960 Х1,11,111--43,99,99,560. 


ধরন IV. প্রদত্ত অক্ষর দ্বারা শব্দ গঠন £ 
fatua стает উদ্ভব হইতে পারে £ 
G) কোন অক্ষরই একাধিকবার লওয়া হইবে না) 
Gü) কোন কোন অক্ষর একাধিকবার লওয়া হইবে ; 
(ii) একটি বিশেষ অক্ষর গোড়ায় বা শেষে থাকিবে; 
(v) কতকগুলি অক্ষর একত্র থাকিতে পারে__যেমন, স্বরবর্ণগুলি একত্র থাকিতে 
পারে 41418444941 একত্র থাকিতে পারে 1 


8845 ক্ষেত্র (8) [ যেখানে কোন কোন অক্ষর বার বার тезі হয় ] এর 
আলোচন! অস্থচ্ছেদ 66 এ কর! হইয়াছে। 


èm. 11. MONDAY aba অক্ষরগুলি লইয়া নিয়ের শর্তসাপেক্ষে গঠিত 
শবগুলির সংখ্যা নির্ণয় কর £ 
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(9 কৌন বাধানিষেধ না থাকিলে (কিন্ত কোন অক্ষর একাধিকবার লওয়া 
হইবে না) 
অক্ষর gira নিজেদের মধ্যে |6 = 720 প্রকারে সাজান যায়। 
গঠিত শব্দের মোট সংখ)! = 720. 
(৪) M দিয়! শুরু শব্দগুলির সংখ্যা 
M কে স্থির রাখিয়া বাকী অক্ষর 5টি কে নিজেদের মধ্যে |5 120 প্রকারে 
সাজান যাঁয়। 
M firi з= শব্দগুলির মোট সংখ্যা 120. 
(їн) y দিয়া শেষ শব্দগুলির সংখ্যা 
উপরের ন্যায় ঠিক একট যুক্তিতে Y দিয়া শেষ শব্ষগুলির সংখ্যা পাওয়া যাইবে 
= 120. 
(Gv) M দিয়া শুরু এবং Y দিয়া শেষ এমন শব্দগুলির সংখ্যা 
M কে গোড়ায় এবং Y কে শেষে রাখিলে আর কেবল 4টি অক্ষর থাকে যাহাদের 
নিজেদের মধ্যে (4=24 প্রকারে সাজান যায়। s. M দিয়া শুরু এবং Y দিয়া 
শেষ এমন শব্দসমূহেরে সংখ্য = 24. 
(৮) M দিয়া শুরু কিন্তু Y দিয়া শেষ নহে এমন শব্দের সংখ্যা 
М দিয়া শুরু এমন хааа সংখ্যা 120. [ উপরের (а) দ্রষ্টব্য ] 
M দিয়া শুরু এবং Y দিয়া শেষ এমন শব্দের সংখ্য। = 24 [ Gv) 49411 
M Өзі শুরু কিন্ত Y দিয়! শেষ নহে এমন শব্দের সংখ্য। — 120 — 24 = 96. 
(vi) স্বরবর্ণসমূহের একত্র অবস্থানে 
এখানে স্বরবর্ণগুলি হইল 0 এবং А. ইহাদের একটি অক্ষররূপে বিবেচনা 
করিলে পাওয়া যায় মোট 5টি অক্ষর xu] М, М, D, Y এবং (ОА); ইহাদের 
নিজেদের মধ্যে 52120 প্রকারে সাজান ঘায়। কিন্তু এরূপ প্রতিটি সঙ্জাতে O, А 
স্বরবর্ণ দুইটিকে নিজেদের মধ্যে |2 প্রকারে সাজান যায়। 
যে সকল শবে স্বরবর্ণ দুইটি সর্বদা একত্র থাকিবে তাহাদের সংখ্যা-120%2 
-240. 
(ән) ব্যপ্জনবর্ণগুলি ага থাকিলে 
M, N, D, Y এই ব্যঞ্জনবর্ণগুলিকে একটি অক্ষর «Чай O, A, (MNDY) এই 
তিনটি অক্ষরকে নিজেদের মধ্যে [3-6 প্রকারে সাজান 44! এখন 479994 
চারিটিকে নিজেদের মধ্যে | 4— 24 প্রকারে সাজান যায়। 
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м.а শৰগুলিতে ব্যঞ্জনবৰ্ণগুলি একত্ৰ থাকিবে তাহাদের সংখ্যা-6৯ 24 
=144. 
(viti) স্বরবর্ণগুলি কেবল যুগ্মস্থানে থাকিলে 


KEREKEK Xa х 
৮2384. 5. 6 


2টি স্বরবর্ণ আছে এবং 3টি যুগ স্থান আছে। 
+".  স্বরবর্ণগুলি 2Р,-3х2-6 প্রকারে যুগা স্থানগুলি দখল করিতে পারে। 
এধন স্বরবর্ণ দুইটি যত প্রকারে 2টি যুগা স্থান দখল করে তাহার প্রতিটির জন্য বাকী 
4টি অক্ষরের বাকী 4টি স্থান গ্রহণের tP = 4-24টি প্রকার হইবে S.S মোট 
শবসংখ্যা-6 ১৮24 144. 


essen VI(B) 
1. নিয়ের শব্মগুলির অক্ষরসমূহ দিয়া কতগুলি বিভিন্ন- শব্দ গঠন করা যায় 
(কোন অক্ষর একাধিকবার ন! লইয়া): G) SUNDAY; 
(ii) ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVIPXYZ 7 
[উঃ (i) 720; (ü) 146] 
2. 1,2,3,4,5, 6,7 maafa দ্বারা 3 বিভিন্ন অঙ্কের কয়টি সংখ্যা গঠন করা 
যায়? [উঃ 210] 
3. 1,2,3,4,5,6,7 এই অঙ্কগুলির সাহায্যে গঠিত 4 অঙ্গের এরূপ বিভিন্ন 
সংখ্যার সংখ্য! নির্ণয় কর যাহাদের সব অঙ্কগুলি বিভিন্ন এবং একক স্থানের wat? 7. 
[উঃ 1:0] 


4. চারি হস্তে পৃথক পৃথক ভাবে ধৃত শঙ্খ, চক্র, গদ, পদ্ম পরস্পর বিনিময় 
করিয়া ভগবান বিষ্ণু {бөз কত রকমের পরিবর্তন করা যায়? [উঃ 94] 
5. পাচখানি পত্র লেখা হইয়াছে এবং পাচটি ডাকবাক্স আছে। কত প্রকারে 
Ӛ পত্রগুলি এক একটি ডাকবাক্সে এক একটি করিয়া ফেলা যাইবে? [উঃ 120] 


6. সাতখানি বিভিন্ন বইএর একটি সেট ( set) একটি তাঁকে কত প্রকারে সাজান 


যায়? [উঃ 5010] 

7. কতগুলি ক্রমান্গসারে SUNDAY শব্দটির অক্ষরগুলিকে সাজান যায় ? এই 
Rataa কতগুলি 5 দিয়! в নহে? কতগুলিই 415 দিয়া শুরু কিন্ত কোন স্বরবর্ণ 
দিয়! শেষ নহে? [ উঃ 720; 600; 72] 


8. Wá রেলওয়ের 25টি чате কোন একটি শাখার өз যে কোন শ্রেণীর 
কত প্রকারের টিকিট ছাপিতে হইবে? [ উঃ 600 | 
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9. কোন অঙ্ক একাধিকবার ন! লইয়া 4, 5, 6, 7 অঙ্কগুলির সাহায্যে 500 
অপেক্ষা বৃহত্তর কতগুলি সংখ্য! গঠন কর! যায়? এই әҹәб সবকয়টিকে 
একযোগে লইয়| এবং প্রতি সংখ্যার প্রতি অঙ্ক একবার মাত্র লইয়া গঠিত সংখ্যাগুলির 
সমষ্ট নির্ণয় কর। [উঃ 49; 146659 ] 

10. কত প্রকারে 4 জন XI শ্রেণীর এবং 3 জন XII শ্রেণীর ছাত্রকে একটি 
সারিতে সাজান যাইবে যাহাতে XI শ্রেণী ও XII শ্রেণীর ছেলেরা পাশাপাশি থাকে Р 


[92 144] 
11. ARTICLE শব্দটির অক্ষরগুলি দিয়া কতগুলি শব্দ গঠন কর! যাইবে যাহাতে 
স্বরবর্ণগুলি কেবলমাত্র যুগ স্থানে থাকে? [উঃ 141] 
12. স্বরবর্ণগুলি কখনই বিচ্ছিন্ন থাকিবে না এইভাবে DAUGHTER শব্দটির 
অক্ষরগুলি দিয়! কতগুলি শব্দ গঠন করা যাইবে? [উঃ 4990] 
13. সৰ্বোৎকৃষ্ট ও 54599 পত্র দুখানি কখনই একত্র থাকিবে ন! এইভাবে কত . 
প্রকারে 6 খানি পরীক্ষাপত্র সাজান যায়? [উঃ 480] 
14. DIRECT শব্দটির অক্ষরগুলিকে একযোগে এটি করিয়া! লইয়া কতগুলি 
প্রকারে সাজান যায় যাহাতে D অক্ষরটি সর্বদাই অন্তর্ভূক্ত থাকে ? [উঃ 240] 


15. কত প্রকারে 15 জন H.S. এবং 12 জন B.Sc. পরীক্ষার্থীকে এক সারিতে 
সাজান যাইবে যাহাতে কোন দুইজন B.Sc. পরীক্ষার্থী পাশাপাশি বগিতে না পারে? 
[উঃ [15x?*P,,] 
16. সাতটি বর্ণের (বেগুনী, নীল, আসমানী, সবুজ, হলুদ, কমলা এবং লাল ) 
কত প্রকার বিন্যাস করা যায় যাহাতে বেগুনী এবং লাল বর্ণ কখনই পাশাপাশি 
নাথাকে? [উঃ 8600] 
17. ৪টি বিভিন্ন আয়তনের (sizes) মিষ্টান্ন 8 জন বিভিন্ন বয়সের বালকের 
মধ্যে কত প্রকারে বণ্টন করা যাইতে পারে যাহাতে সর্বকনিষ্ঠ বালকটি সর্বদাই qux 
таб পায়? [উঃ 5010] 
[ ইঙ্গিত £ঃ যেহেতু সর্বকনিষ্ঠ বালকটি সর্বদাই বৃহত্বমটি পাইবে অতএব বাকী 7 জন বালকের 
মধ্যে বাকী 1টি মিষ্টান্ন বণ্টনের প্রশ্নটি থাকে; ইহা "P.— 17 প্রকারে করা যায়। ] 
18. 8টি বিভিন্ন বস্তুর একযোগে 5টি করিয়া লইয়! বিন্যাসের কতগুলিতে 2টি 
বিশেষ বস্তু সর্বদাই থাকিবে? [উঃ 6000] 
19. 10টি বিভিন্ন 444 একযোগে সবগুলি লইয়া বিন্যাসগুলির যেগুলিতে দুইটি 
বিশেষ বস্তু কখনই একত্রে থাকিবে না তাহাদের সংখ্যা নির্ণয় কর। 192 2002040] 
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20. n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর একযোগে 4টি করিয়া লইয়া যে সকল বিন্যাসে একটি 
বিশেষ বস্তু থাকে না তাহাদের সংখ্যা, যে সকল বিন্যাসে এ বিশেষ বস্তুটি থাকে 
তাহাদের সংখ্যার সমান হইলে % এর মান নির্ণয় কর। [উঃ n-8] 
21. m সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর একযোগে r সংখ্যক করিয়া লইয়া যে সকল বিশ্যাসে 
2টি বিশেষ qu (i) কখনই থাকিবে না; (8) সর্বদাই থাকিবে তাহাদের সংখ্যা নির্ণয় 
і [উঃ (у map; (D) УР, хару, 
22. n সংখ্যক বস্তর একযোগে সব কয়টি লইয়া যে সকল বিন্যাসে 2টি বিশেষ 
qu কখনই একত্রে থাকিবে 81 তাহাদের সংখ্য! নির্ণয় কর। [উঃ (0-2) п-1] 
23. কোন чї একাধিকবার না 0813, 6, 7, 2,0 অস্কগুলির সাহায্যে 5টি 
সার্থক অঙ্চবিশিষ্ট কয়টি ч সংখ্যা গঠন কর! যায়? [উঃ 36] 
24. কোন সংখ্যার কোন অঙ্ক একাধিকবার থাকিবে ন! এরূপ 100 এবং 1000 
এর মধ্যবর্তী কতগুলি সংখ্যা 2, 3, 4, 0, 8, 9 এই অঙ্কগুলির সাহায্য গঠন করা যায়? 
1% 100] 
25. 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8 এবং 9 অঙ্কগুলির সাহায্যে 1000 অপেক্ষা 
таза এবং 5 দ্বারা বিভাজ্য কতগুলি সংখ্যা গঠন কর! যায় যাহাদের কোনটিতে 


কোন অঙ্ক একাধিকবার 'থাকিবে না? [উঃ 154] 
26. 0, 1, 2, 3,4, 5 яча? প্রত্যেকটি একবার করিয়া লইয়! ছয় অস্কের কয়টি 
чүй সংখ্য! গঠন করা যায়? [উঃ 988] 


[sup সংখ্যাগুলির শেষ эз অবশ্যই 1, 3 বা 5 হইবে । শেষ 5401 হইলে 
বাকী 5টি чага নিজেদের মধ্যে 15120 প্রকারে সাজান যায়। কিন্তু ইহাদের 
মধ্যে কতকগুলি হইবে 0 দিয়া শুরু এবং সেগুলিকে বাদ দিতে হইবে কারণ 
সেগুলি ছয় অঙ্কের সংখ্যা নহে। প্রথম অঙ্ক 0 এবং শেষ অঙ্ক 1 এমন সংখ্যার 
эгай=|4=24; শেষ অঙ্কটি 1 এমন ছয় 5044 সংখ্যার সংখ্যা = 120-24 
=96 এবং 584043715 শেষ 5% হইলে প্রতি ক্ষেত্রে 96টি সংখ্যা গঠন 
কর! যাইবে | 


(824% অধুগ সংখ্যার সংখ্যা 3 x 96 = 288. ] 


27. 300 অপেক্ষা বৃহত্তর কতগুলি যুগ্ম সংখ্যা 1) 2, 3, 4, 5 অস্কগুলির সাহায্যে, 
কোন অঙ্ক একবারের বেশী না লইয়া, গঠন করা যায় ? [উঃ 111] 


সবগুলি বিভিন্ন নহে এমন বস্তুমূহের Rata 175 


[ 3 অঙ্কবিশিষ্ট যুগ্ম সংখ্যার সংখ্য 
(1) 9 দিয়া আরম্ভ এবং 2 দিয়া শেষ ৯$-3 
(2): 3 À EA NG LEE 


(8-42 рр 
(075৮5872255 
ТУ ауа 
SE 
4 অন্ধের যুগ্ম সংখ্যার সংখ্যা : 5 অঙ্কের যুগ্ম সংখ্যার সংখ্যা £ 
(1) 2 দিয়! শেষ Р =24 (1) 2 দিয়া сія-“Р.-24 
27748778522 (27275777825 
: 48 48 


(8144 যুগ্ম সংখ্যার সংখ্যা = 15-7 484-48 — 111. | 


65. সবগুলি বিভিন্ন নহে এমন বস্তুসমূহের বিন্যাস 
উপপাগ্ভ £ যদি ॥ সংখ্যক বস্তুর মধ্যে p সংখ্যক এক রকমের সদৃশ বস্তু, q 
сарф আর এক রকমের সদৃশ TW, r সংখ্যক আরও এক রকমের সদৃশ qu এবং 
বাকাগুলি সব বিভিন্ন qw থাকে তবে উহাদের সবগুলিকে একযোগে লইয়া য 
বিশ্তাসগুলি করা যায় তাহাদের সংখ্যা হইতেছে, 
із o 
L? La Lr. 

ধরা যাউক, বস্তগুলিকে অক্ষর দ্বারা 905% করা হইল। আরও ধর! হইল p 
সংখ্যক a, q সংখ্যক b এবং? সংখ্যক c আছে। 

ধরা যাউক নির্ণেয় fata সংখ্যা. 

x সংখ্যক বিন্যাসের যে কোন একটির р সংখ্যক এর পরিবর্তে p সংখ্যক নৃতন 
অক্ষর di» da, agy ap লওয়া হইল যাহার! পরস্পর বিভিন্ন এবং বাকী (а p) 
অক্ষর হইতেও ভিন্ন। এই p সংখ্যক নৃতন অক্ষরগুলিকে নিজেদের মধ্যে |р প্রকারে 
সাজান যায়। সুতরাং x বিশ্তাসের প্রত্যেকটিতে এই পরিবর্তন ঘটাইলে xX |p 
সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে যাহার মধ্যস্থ р সংখ্যক afe এখন সব বিভিন্ন। 

এখন Xp সংখ্যক (890074 যে কোন একটির q সংখ্যক চর পরিবর্তে 4 
সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর bi, Ба, бз, c, b, লওয়া হইল। অপরগুলিকে স্থির রাখিয়। 
শুধু ইহাদের বিন্যস্ত করিলে [এ সংখ্যক বিন্তাস পাওয়া যায়। এই প্রক্রিয়া х хр 
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বিন্যাসের প্রত্যেকটিতে করিলে хх|рх|а বিন্যাস পাওয়া যাইবে যাহাদের সমস্ত 
р সংখ্যক а অক্ষরগুলি, এবং সমস্ত এ সংখ্যক b অক্ষরগুলি বিভিন্ন। একইভাবে r 

১ সংখ্যক রে পরিবর্তে r বিভিন্ন অক্ষর লইয়া উহাদের (699 করিলে £১৯1৮৯1৯| 
সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে । এখন সমস্ত সদৃশ অক্ষরগুলি বিভিন্ন অক্ষর দ্বারা 
প্রতিস্থাপিত হইয়াছে; 


xX|pX|gX|r—n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর সবগুলিকে একযোগে লইয়া 
Вісла সংখ্য! on ; 
деша. 
12117 
Si. 1. BOOKWORK чаб অক্ষরগুলি লইয়া কতগুলি বিন্যাস হইবে? 
শব্দটিতে 80 অক্ষর আছে যাহাদের মধ্যে 3টি 0, 28 K এবং বাকী সবগুলি 
বিভিন্ন অক্ষর | 


মোট বিন্যাস эй = 18.3360. 
|312 


উদ. 2. একটি 4025 একই সময়ে 2টি নীল, 2টি লাল এবং 5টি হলদে পতাকা 
উড়াইয়! কতগুলি সংকেত দেওয়া যায়? 
ALIN 
1212 15 
Wwl.3. ARRANGE শষটির অক্ষরগুলিকে কত প্রকারে সাজান যায়? 
দেখাও যে R দুইটি কখনই একত্রে থাকিবে ন! এইভাবে ARRANGE শব্দটির 
অক্ষরগুলিকে 900 প্রকারে সাজান যায়। 


ARRANGE শব্ষটিতে মোট 7টি অক্ষর আছে যাহাদের মধ্যে আছে i A 
এবং 2টি R. 


2. নির্ণেয় সংকেতের সংখ্যা =756. 


2. বিস্তাস সংখ্যা = = Z =1260. 
1212 
যে বিন্যাসগুলিতে R ছুটি একত্রে থাকিবে তাহাদের সংখ্যা 
zer 
2360. 


[28 R একজে রাখিয়া! উহাদের একটি অক্ষররূপে গণ্য করিলে 6টি অক্ষর হয় 
যাহাদের মধ্যে থাকে 2টি 4. ] 
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যে সকল বিন্যাসে 2টি R একত্রে থাকিবে না তাহাদের সংখ্যা 
1250--360--900. 


66. একই বস্তু বার বার 9941 বিন্যাস 

উপপাদ্য š যে কোন বিন্যাসে প্রত্যেক বস্তুকে একবার, দুইবার, *** বার পর্যন্ত 
পুনঃ পুনঃ লওয়া চলিলে n সংখ্যক বিভিন্ন বস্তর একযোগে r সংখ্যক করিয়া qw 
লইয়! (891074 সংখ্য! নির্ণয় করিতে হইবে 1 

T সংখ্যক SERA এবং п সংখ্যক বস্তু মনে করা হইল | 

প্রথম স্থানটি п প্রকারে পূর্ণ করা যায় কারণ এ স্থানে প্রদত্ত n বস্তুর যে কোন 
একটিকে স্থাপন করা যায়। যে কোন এক প্রকারে ইহা করিবার পর দ্বিতীয় স্থানটিও 
আবার n প্রকারে পূর্ণ কর! যায় কারণ È একই বস্তুকে পুনরায় ব্যবহার কর! যাইবে | 

দুইটি স্থান পর পর nx n =n প্রকারে 94 করা যায়। 

তৃতীয় স্থানটিও n প্রকারে পূর্ণ কর! যায় যেহেতু পুনঃ পুনঃ ব্যবহার চলিবে । 

44 তিনটি স্থান পর পর ॥৪ প্রকারে পূর্ণ করা যাইবে এবং এইরূপে পর পর r 
সংখ্যক স্থান পর্যন্ত হইবে 1 

.. бїс বিশ্যাসের সংখ্যা? সংখ্যক স্থান পর পর পূর্ণ করিবার প্রকার 
সংখ্য = ॥'. 

1.1. কত প্রকারে তিনটি বিভিন্ন পুরস্কার (491: প্রথমটি ভাল আঁচার- 
ব্যবহারের জন্য, দ্বিতীয়টি উৎকর্ষের জন্য এবং তৃতীয়টি সর্বোত্তম তার্কিকের 59) 
10 জন বালকের মধ্যে প্রদান করা যায় যদি যে কোন বালক সব পুরস্কার কয়টি 
পাইতে পারে? 

প্রথম পুরস্কারটি 10 জন বালকের যে কোন একজনকে দেওয়া! যায়; ইহার পর, 
দ্বিতীয় পুরস্কারটিও 10 জন বালকের যে কোন একজনকে দেওয়া যায়; কারণ সকলেই 
সমানভাবে দ্বিতীয় পুরস্কার পাইবার যোগ্য। স্থতরাং দুটি পুরস্কার 10х10 প্রকারে 
দেওয়া যাইবে । чий তৃতীয় পুরস্কারটিও 10 প্রকারে দেওয়া যাইবে এবং তাহ! 
হইলে তিনটি পুরস্কার বিতরণ করিবার প্রকার সংখ্য = 103 = 1000. 

উদ. 2. 4 অঙ্কবিশিষ্ট কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যায়? (স্পষ্টত একটি অঙ্ক 
চারবার পর্যস্ত কোন একটি সংখ্যায় тез! যাইতে পারে ) 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9 মোট এই দশটি অঙ্ক আছে। যেহেতু সংখ্যাগুলির 
প্রথম чаб эр হইতে পারে না, эч ইহাকে 9 প্রকারে নির্বাচন করা যায়। 
আবার একটি অঙ্ক একটি সংখ্যার মধ্যে বার বার থাকিতে পারে বলিয়া সংখ্যাগুলির 
12 [Al] 
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দ্বিতীয়, তৃতীয় এবং চতুর্থ afa দশটি অন্ধের যে কোন একটি হইতে পারে 


এবং সেই কারণে বাকী তিনটি স্থানের প্রত্যেকটি 10 প্রকারে পূর্ণ করা যাইতে পারে | 
', চারি অঙ্কের সংখ্যায় মোট সংখ্যার সংখ্য1-9১108 =9000. 

67. বৃত্তাকারে বিন্যাস 

একটি সারিতে বা রেখায় Rataa ক্ষেত্রে সর্বদা দুইটি প্রান্ত থাকে। কিন্ত 
কতকগুলি বন্তবত্তাকারে সাজাইলে কোন বিস্যাসেই দুইটি প্রান্ত স্থির কর! যায় ali 
"estt qatata Rakaa ক্ষেত্রে কেবল 58554 আপেক্ষিক অবস্থানের কথা 
বিবেচনা করা হইবে। 

অতএব n সংখ্যক বিভিন্ন qus একযোগে সবকয়টি লইয়া একটি {еа |%_] 
প্রকারে সাজান যায়, কারণ এটি আপেক্ষিক সঙ্জার প্রশ্ন বলিয়া একটি বস্তুকে স্থির 
রাখিয়া বাকী (n — 1) яса [n —1 প্রকারে সাজান wq | 


যদি clockwise এবং counter-clockwise এই ছুই প্রকার বিন্যাসের প্রভেদ 
না ধরা হয় তবে বিন্যাস সংখ্যা হইবে &1/-1. যেমন, n সংখ্যক বিভিন্ন রঙের পুতি 
দিয়া একটি মালা d[n — 1 প্রকারে গড়া যায়। 


কত প্রকারে n সংখ্যক লোককে একটি গোল টেবিলে বসান যায় বাহির করিতে 
হইলে বিন্যাসগুলি টেবিলের সাপেক্ষে কিছ পরস্পরের সাপেক্ষে তাহা বিবেচনা করিয়। 
[n বা [n — 1 লইতে হইবে | 


ФИ. 1. (а) 10 জন বালক কত প্রকারে একটি বৃত্তাকারে বসিতে পারে ? 

(b) একটি স্থিতিস্থাপক яба উপর ছয়টি পাথর কত প্রকারে [п একটি 
ব্রেসলেট ( bracelet ) তৈয়ার করা যায় ? 

(c) চারি ব্যক্তি কত প্রকারে একটি গোল টেবিলের ধারে ধারে বসিতে পারিবে 
যাহাতে কোন ছুই প্রকারে একই লোক পাশাপাশি না বসে? 


(d) কত প্রকারে 5 জন পুরুষ এবং 2 জন মহিলাকে একটি গোল টেবিলের ধারে 
বসান যায় যদি মহিলা দুইজন (i) একত্র বলে, (i) বিচ্ছিন্ন হইয়া থাকে? 

(a) বিভিন্ন ভাবে বৃত্তাকারে বসাইলে বালকদিগের আপেক্ষিক অবস্থানের কথা 
বিবেচনা! করিতে হুইবে। হৃতরাং উহাদের একজনকে স্থির রাখিয়া 9 জনকে নিজেদের 


মধ্যে সাজাইতে হইবে; ইহা °p,=|9=362880 প্রকারে করা যায় এবং ইহাই 
(5241 বৃত্তের সংখ্যা। 
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(b) এক্ষেত্রেও একটি পাথর স্থির রাখিয়! পাথরগুলির [5 সংখ্যক বিভিন্ন বিন্যাস 
পাওয়া যায়। কিন্তু টির উপর 4141 হইলে সর্বদাই এমন এক জোড়া বিন্যাস পাওয়া 
যাইবে যেখানে একটি বিন্যাস ঠিক অপরটির সমান, যদি bracelet? ঘুরা ইয়া 
অপরদিক হইতে দেখ! vu এইরূপ প্রতি জোড়াকে একটি বিন্যাস বিবেচনা 
করিতে হইবে | 

নির্ণেয় bracelet এর বিভিন্ন নকসার ( design ) সংখ্য1415-60. 

(c) এক ব্যক্তিকে স্থির রাখিয়। 3 বিন্যাস হয়। এখন বিভিন্ন জোড়া জোড়া 
এরূপ বিন্যাস থাকিবে যে প্রত্যেক জোড়ার একটি একটি (4917 ঠিক অপরটির чул 
যদি clockwise এবং anticlockwise ক্রমের 409% না ধর! হয়; আবার এই % 
বিন্যাসে যে কোন এক বিশেষ ব্যক্তির পাশের qua একই 41% 1 

С. এখানেও প্রতি এক জোড়! এরূপ (491406 একটি বিন্যাস বলিয়| বিবেচনা 
করা যায় এবং গেই হেতু facfa বিন্যাস সংখ্যা = 13 =3. 

(d) G) প্রথমে ধরা যাউক মহিলা! দুইঞ্জনকে নিজেদের মধ্যে সাজান হইল ; 
ইহা [2 প্রকারে 4941 ইহাদের স্থির রাখিয়া এইবার পুরুষ 5 জনকে নিজেদের মধ্যে 
[5 প্রকারে সাজান হইল। 

°. যে বিন্যাসগুপিতে মহিল! দুইজন একত্র থাকিবে তাহার সংখ্যা 
-|5х|2-240. 

Gi) এক্ষেত্রে, প্রথমে 7 জনের (5 পুরুষ, 2 মহিল! ) 4919109497914) সকল 

বিন্যাস বিবেচনা কর! যাউক; এই тарт একজনকে স্থির feni 16 


প্রকারে করা যায়। অতএবধে বিগ্ভম গুলিতে মহিপা а বিচ্ছিন্ন থাকবে তাহার সংখ্যা 
16 15 x|2 720 — 240 = 480. 


প্রশ্মম্মাল। УКС) 

1. কত প্রকারে 5টি dor (.) চিহ্ন এবং 38 cross (х) Бе এক সারিতে 
সাজান যায়? 1% 561 
2. নিয়ের শদগুলির অঞ্ষরগুপি দিয়! কতগুলি IIA কর! যায়, বাঁহর কর £ 

(ü INDIA; (ü) CALCUTTA; 

Gü) ASSASSINATION ; (i) ABRACADABRA ; 
(v) ALGEBRA 7 (м) RAMARANJAN. 

[উঃ () 60; (ü) 5910; (iii) 10810300 ; (iv, 88160; (v) 2520; (vi) 37800 
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3. একটি পুস্তকাগারে একটি পুস্তকের 5 কপি, অন্ত দুইটি পুস্তকের প্রত্যেকটির 
4 কপি করিয়া, অপর তিনটি পুস্তকের প্রত্যেকটির 6 কপি করিয়া এবং আটখানি 
বিভিন্ন পুস্তকের এক কপি করিয়া আছে। সকল পুস্তককে কত es সাজান 
যায়? [উঃ ৪9115145090] 

4. প্রতিটি 3 খণ্ডের দুইখানি am, এবং প্রতিটি 2 খণ্ডের দুইখানি গ্রন্থ আছে; 
কত প্রকারে পুস্তক 10 খানিকে একটি তাকে সাজান যায় যাহাতে একই গ্রন্থের 
Хэй পরস্পর বিচ্ছিন্ন না থাকে? [উঃ ৪456] 

5. REARRANGE * অক্ষরগুলিকে কত প্রকারে পুনবিন্তাস করা 
যায়? এই বিন্যাসগুলির কতগুলিতে A অক্ষরগুলি একত্র থাকিবে ? 


[উঃ 15119, 3360 
6. কত প্রকারে "BALLOON" শব্দটির অক্ষরগুলিকে সাজান যায় যাহাতে L 
দুইটি একত্র না থাকে? [উঃ 900 
7. ORION শব্দটির অক্ষরগুলির, R এবং М একত্র থাকিবে না, এই শর্তে 
বিন্যাসের সংখ্য! নির্ণয় কর। [উঃ 36 
8. একই অঙ্ক পুনঃ পুনঃ ব্যবহার করিয়া 3, 1, 9 অঙ্কগুলির সাহায্যে অনধিক 
4 অঙ্কের কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যাইবে? [উঃ 1901 
9. দশ লক্ষ অপেক্ষা বৃহত্তর কতগুলি সংখ্যা 2, 3, 0, 3, 4, 2, 3 অঙ্কগুলি দ্বার 
গঠন কর! যায় ? [9s 300 


10. কত প্রকারে 8 জন লোক বৃতাকারে বসিতে পারে 7 একটি গোল টেবিলের 
চারিদিকে টেবিলের সম্পর্কে কত প্রকারে তাহাদের বসান যায়। প্রতি ক্ষেত্রে 
ৰিষ্ঠাসগ্ডলির কতগুলিতে 3টি বিশেষ লোক পাশাপাশি বসিবে? 

[উঃ 5040, 40320, 730, 4820 ] 

11. কোন গোল টেবিলের চারিধারে 7 জন ব্যক্তি কত প্রকারে বসিতে পারে 
যাহাতে কোন ছুই প্রকার বিন্যাসে পাশাপাশি একই লোক না থাকে? 

[ উঃ টেবিলের সম্পর্কে 2690; নিজেদের আপেক্ষিক অবস্থানে 860 ] 

12. কত প্রকারে 7 জন ইংরাজ এবং 6 জন ভারতীয় একটি গোল টেবিলের ধারে 
বসিতে পারে যাহাতে কোন দুইজন ভারতীয় পাশাপাশি না থাকে Po [উই n) 


13. একটি ring এর উপর বিভিন্ন রঙের ৪টি পাথর কত প্রকারে সাজান যায়? 
এই বিস্যাসগুলির কয়টিতে লাল এবং হলদে পুতি পাশাপাশি থাকিবে না? 
[ উঃ 2520; 1800] 
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14. কত প্রকারে 6 জন মহিল! ও 6 জন ভদ্রলোঁককে একটি গোল টেবিলের ধারে 
ধারে সাজান যায় যাহাতে কোন দুইজন ভদ্রলোক পাশাপাশি না বসেন এবং ছুই বিশেষ 
মহিলা! Miss X এবং Miss Y, Mr. Z এর পাশে বসিতে নারাজ হন? 

[উঃ 84560] 

15. 4 জন বালকের মধ্যে 5টি পুরস্কার কত প্রকারে বিতরণ করা যাঁয় যখন 
প্রত্যেক 41442 সব কয়টি পুরস্কার পাইবার যোগ্য? [উঃ 1021] 

16. 5টি বালকের প্রত্যেককে একটি করিয়া কত প্রকারে 5ট পুরস্কার দেওয়া 
যাইতে পারে 7 [উঃ 190] 


68. সমবায় £? "С, নির্ণয়ের та, (ren) 


এখানে পুনরায় স্মরণ কর যাইতেছে যে প্রদত্ত কতিপয় qu হইতে একযোগে 
কয়েকটি বা সবগুলি লইয়া (উহাদের ক্রম নিরপেক্ষভাবে ) যে বিভিন্ন দল বা নির্বাচন 
( groups or selections ) করা ata তাহাদের প্রত্যেকটিকে এক একটি সমবায় 
ж! 

"С, এই প্রতীকের অর্থ হইল п বিভিন্ন qu হইতে একযোগে r বস্তু লইয়া 
সমবায় সংখ্যা (ren) 1 


উপপাগ্ভ s 

п সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে r সংখ্যক qu লইয়! সমবায় সংখ্য| নির্ণয় 
করিতে হইবে, অর্থাৎ "С, নির্ণয়ের একটি эщ প্রতিষ্ঠা করিতে হইবে (r<n) | 

"С, সংখ্যাটি অর্থাৎ n বিভিন্ন qw হইতে একযোগে r বস্তু লইয়া সমবায় সংখ্যা 
নির্ণয় করিতে হইবে 1 

প্রথমে "С, সমবায়ের যে কোন একটি লওয়! হইল; এই সমবায়ে r বিভিন্ন 4% 
আছে। এই ৮ বন্তগুলিকে বিভিন্ন ক্রমে সাজাইয়! এই সমবায় হইতে উদ্ধৃত সমস্ত 
সম্ভাব্য বিভিন্ন বিন্যাস পাওয়া গেল। ম্পষ্টত পাওয়া গেল "Р,-|у সংখ্যক 
বিশ্যাস। 


SO "C, х| т=п সংখ্যক বিভিন্ন qus একযোগে r সংখ্যক করিয়া বস্তু 21231 
সম্ভাব্য সকল বিন্তাসের সংখ্যা = "P, 

—nín-1)(n-2)-(n—r--1) 
„С, =" n-1(n-2)--(n-rt1). In „ .. (4 


D едй 


বা, 
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e n =“ Ln dc п, ved ETE 
кў}: "C, gc; =n বসাইযা পাওয়া যায় "C, om 
১ Ye Bis i 
আবার r=0 বসাইলে, "С, TUO 1 (9-1 ধরিয়া ) 
"С„="С„=1. 


বিকল্প পদ্ধতি : ("Р, এর та ব্যবহার না করিয়! ) 

n বিভিন্ন বস্তুকে a, b, c, йул ছারা! সুচিত করা হইল | "С, সংখ্যক 
সমস্ত সমবায়গুলিকে লিখিলে r x "C, সংখ্যক অক্ষর সমগ্র তালিকায় হইবে ( যেহেতু 
প্রত্যেক সমবায়ে 7 সংখ্যক অক্ষর আছে এবং "C, সংখ্যক সমবায় আছে )। 


প্রত্যেকটি অক্ষর (যথা a) তালিকাটিতে "1C, , বার থাকিবে, যেহেতু ইহা 
(b, c, dpe) অপর (n—1) অক্ষর হইতে (-1) অক্ষর লইয়া প্রতিটি সমবায়ের 
সহিত 410% | 


অতএব, তালিকাস্থ অক্ষর সংখ্যা nX "1C, 1 এর সহিতও সমান (প্রতি 
অক্ষর "-:০৮-॥ বার আছে এবং n সংখ্যক অক্ষর আছে)। 


тх Свих "1б, বা; "С.=1х "1С, 
Y 


п এর বদলে n= 1 এবং r এর বদলে r —1 লিখিয়া পাওয়া যায়__ 
т-1 


| ই TEC RSS 


stir, tC, = иас, ду 
এবং এইরূপ পর পর ac = 172. "M EIC 


৮5731072175 


3 


. Шы Wc „йол 4-2 n. BA 4 
a এ Oram 8% চা "c, 


піп D(n-2)--(n—r--20n—r 1). n 
r(r—1)(r —2)--- x2x1 ере 
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11515 (5) 
এখন "С, = Ll quero, ir k = 

ЕЕ in -in—r) | п-т ir [n-r 
অতএব সম্পর্কটি প্রমাণিত হইল। 


বিকল্প (সূত্ৰ প্রয়োগ না করিয়া ) : n সংখ্যক বস্তু হইতে r সংখ্যক বস্তু নির্বাচন 
করিয়া A (n —7) সংখ্যক বস্তু পড়িয়া থাকে। 


4. ARIS বস্তু হইতে 7 সংখ্যক করিয়া বস্তুর দল সংখ্যা বা "C, এবং n 
সংখ্যক বস্তু হইতে (n — r) সংখ্যক করিয়া বস্তুর দল সংখ্যা বা "Cpr একই 
(ii) LO rp C. iy eth БЛЮ АДН ЛД 2k (6) 


Ait s এটি 
n-r lr (n-rtlir-1 


z 1 1 
із п-т.» ita-try) 


men qi 1 

n-r নি erat) 

EE cin RH E (FD. 1 
[n-r|r-llUra-r-l1) J m-rir-1 সা 
৮৮0 

| n-r-t1|r 


বিকল্প (4 প্রয়োগ না করিয়া ) £ "+10, হইতেছে (п-Ғ1) সংখ্যক বিভিন্ন 
অক্ষর, যথা a, b, c, d-o হইতে r সংখ্যক অক্ষর নির্বাচন করিবার প্রকারের 
সংখ্যা। যদি প্রত্যেক নির্বাচন কেবলমাত্র b, c, ৫...ইত্যাদি অক্ষরগুলি হইতে (a কে 
বাদ দিয়া) করা হয় তবে নির্বাচন সংখ্যা হয় "C.. কিন্তু যদি প্রতি নির্বাচনে а 
অক্ষরটি থাকে তবে ইহাতে b, с, ৫,.--ইত্যাদি অপর п সংখ্যক অক্ষরের (7—1) 
সংখ্যক অক্ষর থাকিবে কুতরাং নির্বাচনগুলি "C, প্রকারে করা যায়। 

নির্বাচনের মোট সংখ্যা "C, FC, 
কিন্তু মোট নির্বাচনের সংখ্যা 7*10,; 2, "Co "C, =C. 
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সহজ প্রয়োগ š 
স্বরণ রাখিতে হইবে £ ৮0৮৮1): rI) 


prefix n হইতে শুরু করিয়া > সংখ্যক উৎপাদক 
 sufüxr হইতে শুরু করিয়া r সংখ্যক উৎপাদক 


з প্রথমটি সংখ্যা সংক্রান্ত প্রশ্নে এবং পরেরটি বীজগণিত 


এবং "0, = 


іп 
272123 
সংক্রান্ত প্রশ্নে ব্যবহার করা যাইতে পারে | 
উদা. 1. মান নির্ণয় কর £ 
6) 5055 G) "С; G) 2908) (w) 10C,+10G,. 
(i) 9C, ..8 7.6.5 


6.5 _ ag, -n(n-1) n(n—-1) | 
4331 /090) "ic es 2 


(їй) 1904 = 190, — =L cas. 


দ্রষ্টব্যঃ Suffix যখন prefix এর অর্ধেক অপেক্ষা বেশী হইবে তখন za (5) 
ব্যবহার করিয়া (Ші) এর ক্ষেত্রের মত পরিপূরক সমবায়ের ( 


Complementary 
Combination ) মান নির্ণয় করিতে হয়। 


(i) 190, 100, 5 11C,— = 11098 —.330, [ (6) ay] 


উদ, 2. (а) 18C, 9 15C,,, হইলে "০5 এর মান নির্ণয় কর) 


(b) "P, =272, "C, =136 ; n এবং r এর মান নির্ণয় কর। 
(а) যেহেতু 18C,=18C;s_,, সূত্ৰ (5) অনুসারে 18-r=r+2, 
4, ғ-8:/, "Сұ-%С,-%Сұ- -826 


(b) "С, xir "Р, বলিয়া 136х|у- 272, 
ব917-212777788 
এখন "P, —272 geat: "Р,-272; 
пп —1)=272=17х16, বা -16х(-17); 2, п-17. 
( n এর খণাত্মক মান- 16 ча) 


্রশ্নমালা VI(D) í 185 


94.3. একটি কাউন্সিলের 8 জন নির্বাচিত সন্ত এবং 5 জন সরকার 
মনোনীত সদন্তদের মধ্য হইতে 7 জনের কতগুলি বিভিন্ন কমিটি গঠিত হইতে পারে ? 

ম্পষ্টতঃই, 19 জনের মধ্য হইতে ক্রমনিরপেক্ষভাবে cw কোন 7 জনকে নির্বাচিত 
করিতে হইবে; 


2, নির্ণেয় কমিটির সংখ্যা 120, 2120, -1912.1L.1098 706. 


6.5.4.3.2.1 


উদ্দা. 4. কোন তিনটি বিন্দুই একই সরলরেখায় অবস্থিত নহে এরূপ ৪টি বিন্দু 
যোগ করিয়া কয়টি সরলরেখা পাওয়া যাইবে ? | 

যে কোন তিনটি বিন্দু একই সরলরেধায় অবস্থিত নহে বলিয়া, প্রতি একজোড়া 
বিন্দু ( যেমন А,В) একটি সরলরেখাকে নির্দিষ্ট করিবে à লক্ষ্য করিতে হইবে যে А, 
B এবং B, As মধ্য দিয়া সরসরেখা দুইটি ভিন্ন AINAN яст অতএব ৪টি বিন্দু হইতে 
যে কোন 2ট বিন্দুর নির্বাচন (বিন্যাস নহে) করিতে হইবে । এইরূপ নির্বাচনের সংখ্যাই 


ба সরলরেখার সংখ্যা এবং সেইজন্যই ইহা- 8С, -H -28. 


erasia] ৬70০) 
1. মান নির্ণয় কর £ (а) 903 24035 Cra 
(b) *C44-*50C5, SC 9C, ; "Cr" Cras. 
[è (а) 56; 2094; 11628, (b) 10; 196; "Uo = ZEH ] 


জের 
2. (а) (0545 হইলে n এর মান নির্ণয় কর। (i) 20৮-2৭01+5 
হইলে ॥ এর মান কত? 
(b) যদি "Р, =132, "С, =66 তবে n এবং 7 এর মান নির্ণয় কর; একই 
প্রশ্ন যদি "P, =336 এবং * C, —56. 
(c) যদি 20৪ : "09৯44 : 3 হয় তবে n এর মান নির্ণয় কর। 
(d) "Cig—"Cg হইলে "Сул, 22C, এর মান নির্ণয় কর। 
(e) সরল কর: *+203--702 7৮130552307, 
[з (aü) 10; (i) (m—-1. (b) 12,2, 8,3. (c) 6. (4) 1140,231. 
() een, ZE ] 
3, 7 খানি বিভিন্ন পুস্তক হইতে কত প্রকারে তিনখানি পুস্তক নির্বাচন করা যায় ? 
[উঃ 351 


Й 
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4. 14 জন বালকের মধ্য হইতে কত প্রকারে 11 জনের একটি ফুটবল দল 


গঠন করা যায়? [উঃ 804] 
5. 52 খানি তাসের একটি প্যাকেট হইতে তিনথানি করিয়া কত হাত তাস 
("өзі যায়? [উঃ 99,100 | 
6. কোনও. তিনটি সমরেধ নহে, এক সমতলে অবস্থিত এমন 120 বিন্দু যোগ 
করিয়া কয়টি সরলরেখা পাওয়া যাইবে ? жї ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে? 
[উঃ 66; 220 
7. একটি, বৃত্তের উপর ৪টি বিন্দু চিহ্নিত কর! আছে। উহাদের দুইটি করিয়া 
যুক্ত করিয়া কয়টি জ্যা টান! যাইবে ? [উঃ 28 
8. একটি magoa কয়টি কর্ণ হইতে পারে যদি একটি কর্ণ বলিতে পাশাপাশি 
নহে এমন দুইটি কৌণিক বিন্দুর সংযোজক caq) বুঝায় ? (8%! 
9. 8 জন পুরুষ এবং 6 wa спіса মধ্য হইতে 5 জনের কয়টি কমিটি 
হইতে পারে ? [উঃ 2002 
10. এক ব্যক্তির 6 জন বন্ধু আছে। কত প্রকারে তিনি তাহাদের এক বা 
একাধিক জনকে একটি ভোজে নিমন্ত্রণ করিতে পারেন? j [উঃ 08] 


“Са, 13.5. (4n 1) 
arC, (L35.-(n- 1] 


12. দেখাও যে পর পর যে কোন? সংখ্যক অথণ্ড সংখ্যার গুণফল qr ছারা 
সম্পূর্ণ বিভাজ্য। 
610. শর্ত সাপেক্ষ সমবায় 
Бан উদাহরণগুলি হইতে বিশেষ বিশেষ শর্ত সাপেক্ষে সমবায় সংক্রান্ত প্রশ্নের 
সমাধানের পদ্ধতি স্পষ্টভাবে বুঝা যাইবে : 
উদ্দা, 1. গণিতের একটি পরীক্ষাপত্রে 118 өң দেওয়া আছে উত্তর 
করিবার ws €টি প্রশ্ন তুমি কত বিভিন্ন প্রকারে বাছিবে? Пах প্রশ্নটি আবস্যিক 
করা হইলেই বা! তুমি উত্তর করিবার জন্য মোট CD প্রশ্ন কত প্রকারে নির্বাচন করিবে? 
প্রথম অংশ £ 11টি প্রশ্ন হইতে 6টি প্রশ্ন যত প্রকারে নির্বাচন করা যায় তাহার 
ংখ্যা= 110, = C= 110257. 462, 
দ্বিতীয় অংশ £ Па: প্রশ্নটি আবপ্তিক হওয়ায় বাকী 10টি প্রশ্ন হইতে 5টি ез 
নির্বাচন করিতে হইবে; 


*, Бей Бас =10C, =1098.7.6 _ 
бей নির্বাচনের সংখ্যা = oc, el 


11. প্রমাণ 44: 
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Wwi.2. 8 জন মহিলা এবং 7 জন পুরুষের একটি সভা হইতে কত প্রকারে 
3 জন মহিলা এবং 4 জন পুরুষ লইয়া একটি কমিটি নিয়োগ করা যাইবে? Mr. Y 
একজন সভ্য হইলে যদি Mrs X È কমিটিতে থাকিতে না চান তাহা age 41 
প্রকারের সংখ্যা কত হইবে ? 

প্রথম অংশ £ 8 জনের মধ্য হইতে 3 জন মহিলা ৪০৪ প্রকারে |44154 কর! 
যায় এবং 7 জনের মধ্য হইতে 4 জন পুরুষ 1С, প্রকারে নির্বাচন করা যায়। 
মহিলাদের প্রত্যেকটি দল (3 জন মহিলার ) 704 পুরুষ দলের প্রত্যেকটির সহিত 
যুক্ত হইলে SC,x"C, কমিটি (3 জন মহিলা এবং 4 জন পুরুষের ) গঠিত হইবে | 
অতএব, কমিটি গঠন করিবার প্রকার সংখ্যা 

z90.x10,256x35- 1960. 

দ্বিতীয় অংশ £ প্রথমে যে সকল কমিটিতে Mrs. X এবং Mr. Y উভয়েই খাবিবেন 
তাহাদের সংখ্যা নির্ণয় করিতে হুইবে। সেই ক্ষেত্রে অপর 7 জন ( Mrs. X কে 
বাদ দিয়া ) হইতে 2 জন মহিল! এবং বাকী 6 জন পুরুষদের ( Mr, Y কে বাদ দিয়া) 
হইতে 3 জন পুরুষ নির্বাচন করিবার থাকে। এই নির্বাচনগুলি, পূর্বের ন্যায়, 
"Cg X 808 = 420 প্রকারে করা যায়। 

*, যে সকল কমিটিতে Mrs. X এবং Mr. Y থাকিবেন না তাহাদের সংখ্যা 
= 1960 — 420 = 1540. 

উদ্দা. 3. এক ব্যক্তির 15 জন পরিচিত লোক আছে যাহাদের*মধ্যে 10 জন 
আত্মীয়। 9 জন অতিথিকে তিনি কত প্রকারে নিমন্ত্রণ করিতে পারিবেন*যাহাতে 
তাহাদের মধ্যে 7 জন আত্মীয় থাকে? 

15 জন পরিচিতের মধ্যে 10 জন আত্মীয় এবং 5 জন 5419041 10 জনের 
মধ্য হইতে 7 জন আত্মীয়কে 19C4 প্রকারে নিমন্ত্রণ কর! যায়। নিমন্ত্রণের এরূপ 
প্রতিটি প্রকারের জন্য 5 জন অনাত্মীয়ের মধ্য হইতে 2 জনকে 5С. প্রকারে নির্বাচন 
করা যায়। ,, যত প্রকারে 9 জন অতিথিকে নিমন্ত্রণ করা যায় তাহার সংখ্যা 
10C, x 5C =120x 10=1200. 

উদ. 4. একটি পরীক্ষাপত্রে 7টি করিয়! প্রশ্নের দুইটি বিভাগ আছে। একজন 
পরীক্ষার্থীকে 9টি প্রশ্নের উত্তর করিতে হইবে কিন্ত কোন বিভাগ হইতে 5টির বেশী ее 
হইবে all কত প্রকারে 9টি প্রশ্ন নির্বাচন কর! যাইতে পারে? 

ধরা যাউক বিভাগ দুইটি বিভাগ এবং B বিভাগ । যেহেতু একজন 
পরীক্ষার্থী যে কোন বিভাগ হইতে 5টির বেশী жия উত্তর দিতে পারিবে না, গে' 
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A বিভাগ হইতে 5টি এবং B বিভাগ হইতে 4টি প্রশ্ন বা A বিভাগ হইতে 
এটি এবং B বিভাগ হইতে 5টি sm পছন্দ করিতে পারে! আরোপিত শর্তের 59 
"wg কোন রূপ নির্বাচন হইতে পারে না। 

এখন A বিভাগ হইতে 5টি এবং B বিভাগ হইতে 4% 94 7С,х1С, 
= 102X103 =21x35=735 প্রকারে নির্বাচন কর! যায়; 

আবার A বিভাগ হইতে 4টি এবং В বিভাগ হইতে চটি প্রশ্ন TC, x "Cg 
=735 প্রকারে নির্বাচন করা যায়; 

.", একজন পরীক্ষার্থী যত প্রকারে 9টি প্রশ্নের নির্বাচন করিতে পারে তাহার 
মোট эг = 735-735 — 1470. 


উদ্দা, 5. 17টি ব্যঞ্জনবর্ণ এবং 5টি স্বরবর্ণ হইতে 3টি ব্য্জনবর্ণ এবং 2টি স্বরবর্ণ 
যুক্ত কয়টি বিভিন্ন শব্দ গঠন করা যায়? 

17% হইতে 3টি ব্যঞ্জনবৰ্ণ 4708 প্রকারে এবং 5টি হইতে 2টি স্বরবর্ণ °С» 
প্রকারে বাছাই করা যায়। উহাদের 5টি করিয়া অক্ষরের (3টি 409844 এবং 2টি 
স্বরবর্ণ) দলে 1103 X 9C, প্রকারে গঠিত করা їч! আবার প্রত্যেক দলের অক্ষর 
5টি নিজেদের মধ্যে [5 প্রকারে বিন্যস্ত হইয়! বিভিন্ন শব গঠন করে। 

2. facia শব্দের মোট অংখ্যা_ 1103 x 505 x|5=816000. 

ЗҮН. 6. একই সমতলে অবস্থিত п সংখ্যক বিন্দু আছে যাহাদের কোন 
তিনটিই সমরেধ (একই samaqta অবস্থিত ) নহে। উহাদের যুক্ত করিয়া 
কতগুলি বিভিন্ন সরলরেখা পাওয়| যায়? যদি এ on বিন্দুর মধ্যে p বিন্দু একই 
সরলরেখায় থাকে তবে এ সংখ্যা কত হুইবে ? 

এই দুই ক্ষেত্রে কতগুলি ত্রিভুজ উৎপন্ন হইবে ? 


সরলরেখার সংখ্যা : 
. যদি যে কোন তিনটি বিন্দু সমরেখ না হয় তবে n সংখ্যক বিন্দু হইতে দুইটি 
করিয়া বিন্দুর প্রতিটি নির্বাচন হইতে একটি করিয়া সরলরেখা পাওয়া যাইবে | 

যে কোন তিনটি বিন্দু সমরেখ না হইলে উৎপন্ন সরলরেখার সংখ্যা 

-'Cgcin(n-— 1). 

p সংখাক (44 সমরেখ হইলে, ^C, সংখ্যক সরপরেখ। যাহা এ বিন্দুগ্তলির যে 
কোন তিনটি একই সরলরেখায় অবস্থিত না হইলে উৎপন্ন হইতে পারিত, কম হইবে, 
পরিবর্তে? ga যোগ করিয়! একটিমাত্র সরলরেখ। 91641 যাইবে | 
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S. p সংখ্যক বিন্দু সমরেখ হইলে উৎপন্ন সরলরেখার সংখ্যা Ca ^ Co +1 
—in(n—1)-ip(p-1)-1. 

ত্রিভুজের সংখ্যা 

যদি যে কোন তিনটি সমরেখ না৷ হয় তবে п সংখ্যক বিন্দু হইতে তিনটি করিয়া 
বিন্দুর প্রতিটি নির্বাচন হইতে একটি করিয়! ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে। 

2. উৎপন্ন ভিভুজের সংখ)1-”09- án(n — 1)(n — 2). 

p সংখ্যক বিন্দু সমরেখ হইলে PCs, সংখ্যক ত্রিভুজের সবগুলিই কমিবে। 

,*, সংখ্যাটি হইবে — "Cs — ^ Ca = [n(n - 1n -2)- plp- Dp - 2)]. 


প্রন্পমালা! VICE) 

1. একটিতে 9 জন এবং অপরটিতে 6 জন সভ্য আছে এমন দুইটি দল একটি 
সভায় আছে। এই ব্যক্তিদের হইতে কতগুলি বিভিন্ন কমিটি গঠন করা যাইবে 
যাহাদের প্রত্যেকটিতে প্রথম দল হইতে 694 এবং দ্বিতীয় দল হইতে 3 জন সত্য 
থাকে? [উঃ 1680] 

2. 18 জন মহিল এবং 14 জন পুরুষের একটি সভা হইতে 3 জন করিয়া! 
মহিলা এবং 4 জন করিয়া পুরুষ 720 কত প্রকারে একটি কমিটি নিয়োগ করা যাইবে ? 

[উঃ 816816 | 

3. 6 জন পুরুষ এবং 4 জন মহিলার মধ্য হইতে 5 জনের একটি দল গঠন কর! 
হইবে। অস্ততঃ একজন মহিলা! অন্তর্ভুক্ত করিয়া উহ! কত প্রকারে করা যাইবে ? 

(9s; 246] 

4. 16 জন শিক্ষার্থীর একটি দলে 6 জন মহিলা শিক্ষাথী আছে। এই দল 
হইতে কত প্রকারে 10 জন শিক্ষার্থীকে নির্বাচন কর! যায় যাহাতে উহাদের মধ্যে 
অন্ততঃ 4 জন মহিল! শিক্ষার্থী থাকে? [উঃ 4872] 

5. কোন নির্বাচনে ( election ) 5 জন প্রার্থী আছে এবং 3 জন সন্ত নির্বাচিত 
করিতে হইবে । যদি একজন ভোটদাতা যতজনকে নিবাচন করিতে হইবে তাহার 
অনধিক যতজন প্রার্থীকে ইচ্ছা ভোট দিতে পারেন তবে তিনি কত রকমে ভোট দিতে 
পারিবেন? [উঃ 25] 

6. দুইটি শূন্য আসনের জন্য 7 জন পুরুষ এবং 3 জন মহিলা {94154214 
আছে। একজন ভোটদাতা, যতগুলি আসন 59 তাহার অনধিক যতজনকে ইচ্ছা 
ভোট দিতে পারিলে তিনি কত প্রকারে ভোট দিতে পারিবেন? [উঃ 55] 
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7. 10 জন প্রার্থীর মধ্য হইতে 5 জনের একটি কমিটি কত প্রকারে নির্বাচন কর! 
যায় যাহাতে (i) সর্বকনিষ্ঠ এবং সর্বজোঠ উভয়েই থাকে (8) scb থাকিলে 
সর্বকনিষ্ঠ থাকিবে না? [উঃ (i) 5630) 196] 

8. 15 জন বালকের একটি দলে 7 জন বয়স্কাউট আছে। (O ঠিক 6 জন 
454199 থাকিবে, (ii) অন্ততপক্ষে б জন বয়স্কাউট থাকিবে, এরূপে কত প্রকারে 
12 জন বালককে নির্বাচন করা যায়? [উঃ () 196; (ii) 252] 

9. যথাক্রমে 6 জন এবং 8 জন খেলোয়াড়ের দুইটি দল হইতে মোট 11 জন 
খেলোয়াড়ের একটি ক্রিকেট দল নির্বাচন করিতে হইবে । 6 জন খেলোয়াড়ের দল 
হুইতে যদি অন্ততপক্ষে 4 জন খেলোয়াড় লইতে হয়, তবে কত প্রকারে Q নির্বাচন 
করা যাইবে? [9s 244) 

10. A বিভাগে 5টি, B বিভাগে এটি এবং C বিভাগে 3টি em আছে। A 
বিভাগ হইতে ЗВ, B বিভাগ হইতে 2টি এবং С বিভাগ হইতে একটি emp লইয়া 
কত প্রকারে তুমি 6টি প্রশ্ন নির্বাচন করিবে ? [উঃ 180 

li. দুইটি বিভাগে 5টি করিয়া মোট 10টি প্রশ্ন হইতে একজন পরীক্ষার্থীকে 6টি 
প্রশ্নের উত্তর দিতে হইবে, কিন্তু কোন বিভাগ হইতে 404 বেণী প্রশ্নের উত্তর দিতে 
পারিবে না। এইভাবে সে কত রকমে প্র্গুলি নির্বাচন করিতে পারিবে ? [উঃ 900 

12. 7 জন ভারতীয় এবং 4 জন বিদেশীদের মধ্য হইতে 6 জনের একটি কমিটি 
গঠন করিতে হুইবে; ইহা, কত প্রকারে কর! যাইবে যদি (৫) 9 কমিটিতে ঠিক 2 
জন বিদেশী থাকে, (i) অস্ততপক্ষে'2 জন বিদেশী থাকে? [উঃ (0 210; (i) 371 

13. একটি কাউন্সিলে একজন সভাপতি, দুইজন সহ সভাপতি এবং 12 জন অপর 
"Wu 'আছেন। এ সভাপতি এবং একজন মাত্র সহ সভাপতি থাঁকিবেন এইরূপে 


6 জনের কয়টি বিভিন্ন কমিটি গঠন করা যাইবে ? [উঃ 990] 
14. 7টি ব্যঞ্জনবৰ্ণ ও 4টি স্বরবর্ণ হইতে 3টি ব্যঞ্জনবর্ণ এবং 2টি স্বরবর্ণ লইয়া 
কতগুলি শব্দ গঠন করা যাইতে পারে? [উঃ 45,200 | 


15. 1,2,3,4,5,6,7,8 মার্কা দেওয়া ৪টি Counter (গণনার জন্য ধাতব 
চাকতি) wig! অন্তত একটি qu এবং একটি зі থাকিবে এরূপভাবে 
একযোগে 4টি Counter লইয়া! কতগুলি সমবায় করা যায়? [উঃ 68] 

16. অন্ততঃ 3 জন পুরুষ এবং 2 জন ліе থাকিবে এরূপভাবে 6 জনের একটি 
কমিটি 10 জন পুরুষ এবং 7 জন স্তালোকের মধ্য হইতে নির্বাচন কর! হইবে। যদি 
2 জন বিশেষ স্ত্রীলোক একই কমিটিতে থাকিতে না চায় তবে ইহা কত প্রকারে কর! 
যাইবে р [ উঃ 7,800 ] 
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17. 21টি ম্যাচের ফলাফলের (IWIN, LOSS ОВ DRAW) ভবিষ্যদ্বাণী 
করিতে হুইবে । কতগুলি বিভিন্ন পূর্বাভাসে ঠিক 18টি সঠিক ফল থাকিবে ? 


[উঃ 10,640] 
18. 10 জন পরীক্ষার্থী এক পরীক্ষায় প্রথম বিভাগে উত্তীর্ণ হইয়াছে। বিভিন্ন 
মুল্যের তিনটি বৃত্তি তাহাদের মধ্যে পরীক্ষায় তাহাদের অধিকৃত স্থানের বিবেচনা না 
করিয়! বিতরণ করা হইবে। কতগুলি বিভিন্ন বৃত্তির তালিক! করা যাইবে ? যদি 
বৃতিগুলি সমমূল্যের হইত তাহা হইলেই xi কতগুলি তালিকা করা যাইত? 
[উঃ 190; 1901 
19. 15) বাহুযুক্ত কোন ক্ষেত্রের কতগুলি কর্ণ টানা যায়? [উঃ 90] 
20. কোন সমতলে 10টি বিন্দু আছে, তন্মধ্যে 4টি বিন্দু একই সরলরেখার উপর 
অবস্থিত এবং বাকীগুলির কোন তিনটিই সমরেখ নহে। рабт যোগ করিয়৷ 
কতগুলি ত্রিভুজ উৎপন্ন, হইতে পারে ? [উঃ 116] 
21. একটি আট iege নৌকার মাঝিদিগকে কত প্রকারে সাজান যাইবে; 
G) যদি মাঝিদের 4 জন নৌকায় কেবল stroke зең দাড় 
টানিতে পারে) 
Gü) যদি মাঝিদের 3 জন নৌকায় কেবল stroke sided এবং 2 জন 
কেবল bow side« йге বাহিতে পারে? [উঃ G) 576; (i) 17981 


22. প্রমাণ কর যে 2"С, এ একটি নির্দিষ্ট বস্তু সর্বদা থাকিবে এরূপ সমবায়ের 
সংখ্যা, ও নির্দিষ্ট ч কখনও থাকিবে না এরূপ সমবায় সংখ্যার সমান | 


611. সমবায়ের মোট সংখ্যা 
(8 বস্তগুলি সকলেই বিভিন্ন হইলে 


প্রদত্ত n সংখাক বস্তুর কয়েকটি বা সবগুলি লইয়া একটি নির্বাচন কত প্রকারে করা 
সম্ভব তাহার সংখ্য! নির্ণয় করিতে হইবে অর্থাৎ 
"Ci * Ca" Cg "C, এর মান নির্ণয় করিতে হইবে 1 


প্রত্যেকটি বস্তুকে লইয়া! ছুই প্রকার প্রক্রিয়া কর! যাইতে পারে, বস্তুটি গ্রহণ করা : 
যাইতে পারে বা পরিত্যক্ত হইতে পারে; যে কোন একটি qu সম্পর্কে যে কোন একটি 
«(Ені অপর cela বস্তু সম্পর্কে এক একটি প্রক্রিয়ার সহিত যুক্ত করা যায় বলিয়া 
n সংখ্যক বস্তু সম্পর্কে যতগুলি প্রক্রিয়া সম্ভব তাহার সংখ্যা-2১2%১৫2-. 
উৎপাদক 44% 1 
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কিন্তু ইহার মধ্যে একটি প্রক্রিয়া থাকিয়া যায় যে গ্রক্রিয়াটিতে সকল qu? পরিত)ক্ত 
হইয়াছে, অতএব এ প্রক্রিয়াটিকে না ধরিয়া মোট সমবায় সংখ্য|-2_1, C 

ইহাকে সচরাচর n সংখ্যক বস্তুর ছোট সমবায় সংখ্যা বলে। 

ЗИ. এক পিতা তাহার 5 পুত্রের এক বা একাধিক জনকে লইয়া কত প্রকারে 
মেণায় যাইতে পারেন ?1 

পুত্রগুলিকে 1 জন, 2 জন, 3 জন, 4জন বা 5 জন করিয়া লইয়া যাইতে পার! 
বায়। সুতরাং নির্ণেয় প্রকার সংখ্য = 5Ci+5Ca+5Cs+5C,I+5C, 

-25-1-81. 

(а) বস্তগুলির সব কয়টি বিভিন্ন না হইলে 

р+4+т+ уф বিভিন্ন qua মধ্যে p সংখ্যক একপ্রকার অভিন্ন qu, o 
সংখ্যক অন্য প্রকার অভিন্ন বস্তু, r সংখ্যক অন্ত আর এক প্রকার অভিন্ন qw. ইত্যাদি 
আছে। উহাদের যতগুলিকে Зай একযোগে লইয়া মোট সমবায়ের সংখ) নির্ণয় 
করিতে হইবে l 

p সংখ্যক বস্তুর ব্যবস্থা (241) প্রকারে করা যাইতে পারে ; উহাদের 1, 2, 3, 
**%টি төлі যাইতে পারে আবার একটিও না লওয়া যাইতে পারে। অনুরূপ ৫ 
সংখ্যক 4%4 ব্যবস্থা (4-51) প্রকারে, r সংখ্যক বস্তুর ব্যবস্থা (741) প্রকারে কর! 
যাইতে পারে; এইরূপ বাকী বন্তগুলিরও ব্যবস্থা কর! যাইতে পারে। 

4. যত প্রকারে বন্তগুলি সম্পর্কে ব্যবস্থা গ্রহণ করা যাইতে পারে তাহার সংখ্যা 

= (p (G+ Y) 4-1)... 

কিন্ত ইহার একটি ক্ষেত্র আছে যে ক্ষেত্রে একটি বস্তকেও লওয়া হয় নাই; অতএব 

এই таб বাদ fist মোট সমবায় সংখ্যা 
7p 1)(g--1)(r--1)--.] — 1. 

উদা. 15টি ফল, যথা ৪টি আম, 5টি আপেল এবং 2টি কমলা আছে; কয়েকটি 
বা সবকয়টি ফল লইয়া কত প্রকারের নির্বাচন কর! যাইবে? 

মোট 15টি ফল আছে; এই 15টি ফলের মধ্যে 8টি এক রকমের, 5টি অন্য রকমের, 
2টি আর এক রকমের ; 

2. নির্ণেয় সমবায় ЗАЛ -(8--1)5--1)(2-41)-1-963-1- 161. 


612. বিভিন্ন দলে বিভাজন 


() (m+n) тас কত প্রকারে এরূপ দুই ভাগে বিভক্ত করিতে পারা য়ায় 
‚ যাছাতে ভাগ ছুইটিতে যথাক্রমে m এবং n qu থাকে) 


e 


“лл ¿gus ада 
"mm m 
crum saute - c = 


বিভিন্ন দলে বিভাজন 193 


মপ্টতই ইহা! (m+n) বস্তু হইতে একযোগে т qu লইয়া সমবায় সংখ্যা fafa 
করার সামিল কারণ m বস্তর একটি ভাগ নির্বাচন করিলে * বস্তুর অপর ভাগটি 


পড়িয়া থাকে । 
নির্ণয় NM রা 
pm in 
Еді: т=п হইলে, দল বা ভাগগুলি সমান হইবে এবং এরূপক্ষেত্রে যত 


প্রকার বিভাগ (Subdivision) করা৷ সম্ভব তাহার ape 
pm im 

কারণ যে কোন একটি প্রক্রিয়াতে ভাগগুলি (groups) অদল-বদল কর! যায় 
যাহার ফলে কোন নৃতন সমবায় পাওয়া যায় না। 

(ü) (m+n+p) বস্তুকে কত প্রকারে তিন ভাগে বিভক্ত করা যায় যাহাতে 
ভাগগুলিতে যথাক্রমে m, n এবং p বস্তু থাকে? 

প্রথমে (m+n+p) বস্তুকে দুইটি ভাগে বিভক্ত করা যায় যাহাতে ভাগ দুইটিতে 
যথাক্রমে m এবং (ntp) বস্তু থাকে; ইহ! যত প্রকারে করা যায় তাহার সংখ্যা 
Imt» 
[m m» 
আবার (n+p) T যত প্রকারে যথাক্রমে n এবং p বস্তুর দুইটি ভাগে (groups) 


বিভক্ত কর! যায় তাহার Eas е ЛЕР, 
іп |р 


অতএব যত প্রকারে বস্তগুলিকে т, n, р বস্তবিশিষ্ট তিনটি ভাগে বিভক্ত কর! 


m+n+p [np [mt n» 
= РЕВ, 
যায় তাহার সংখ্যা |пп+р [np (mlale 


LÍ" C. 


hs: ==? ধরিলে ওঁ প্রক্রিয়ার সংখ্যা হয় За, 
(т) 


কিন্ত এই watanka যে কৌন একটি বিভাজন প্রক্রিয়ায় ভাগ (group) তিনটি 
সম্ভাব্য যত প্রকার ক্রমে থাকিতে পারে তাহাদের সবগুলিকেই বিভিন্ন বলিয়। গণ্য করা 
হয়। যেহেতু প্রত্যেক প্রকারের বিভাজনের ক্ষেত্রে |3 সংখ্যক এরূপ ক্রম থাকে 


যেগুলিকে অদল-বদল করিলে নৃতন কোন সমবায় পাওয়া যায় না, বিভিন্ন যত প্রকারে 
1 13m 


বস্তুগুলিকে তিনটি সমান ভাগে বিভক্ত কর! যায় তাহার সংখ্যা TH 


13[ AIL] 
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নিয়ের উদাহরণটি হইতে নীতিটি স্পষ্ট বুঝা! যাইবে : 
উদ্দ,.£ যত প্রকারে 15 জন ছাত্রকে সমানভাবে 3টি দলে বিভক্ত কর! যায় 
15! 
26,126. 
ыы А СТЕ ТЕТІ нық 
কিন্তু যত প্রকারে 15টি আপেল 3 জন ছাত্রের মধ্যে সমানভাবে ভাগ করিয়া 


Тал 2% 
দেওয়! যায় তাহার সংখ্যা 51515] 3,78,378. 


613. বিবিধ 941844 

উদ. 1. (a) একটি পরীক্ষায় পাশের জন্য ছয়টি বিষয়ের প্রত্যেকটিতে একটি 
ন্যুনতম নম্বর পাইতে হইবে। কত প্রকারে একটি ছাত্র ফেল করিতে পারে? 

(b) 9টি ফল, 44130 নারিকেল, 4টি আপেল এবং 2টি কমল! আছে । কয়েকটি 
বা সবকয়টি ফল লইয়া কত প্রকারের নির্বাচন কর! যাইবে? 

(a) প্রথম পদ্ধতিঃ Біз? একটি, দুইটি, তিনটি,...বা ছয়টি বিষয়ে ফেল 
করিলে তাহাকে ফেল বলিয়া গণ্য করা হইবে | 

নির্ণেয় সংখ্যা = 6০4809480৪4 6047-80৮+808-63. 

দ্বিতীয় পদ্ধতি £ একটি বিষয়, যথ!গণিত ধরা যাউক। এই বিষয়টিতে সে 
ফেল করিতে পারে বা ফেল না করিতে পারে। অতএব ইহার মীমাংসার দুইটি প্রকার 
'আছে। অন্থ্রূপে দ্বিতীয় বিষয়, যথা ইংরাজা, তৃতীয় বিষয় ... ইত্যাদি প্রত্যেকটি 
বিষয়ের зе দুইটি করিয়! মীমাংসার প্রকার আছে। 

6টি বিষয়ের wg মীমাংসার প্রকার সংখ্যা 
-22X2X2x2x2x22295, 
কিন্তু ইহাদের মধ্যে যেক্ষেত্রে সে সব বিষয়েই পাশ করিয়াছে সেটিও আছে। 
"s যত প্রকারে একটি ছাত্র ফেল করিতে পারে তাহার সংখ্য। 529 — 1- 63. 
дау: মনে রাখিতে হইবে, 
"Са" Саъ "С++" С, m2^—1. 

(b) বিভিন্ন প্রকার নির্বাচন করিতে 3টি নারিকেল 3--1—4 প্রকারে বিবেচিত 

হইতে পারে, কারণ 1, 2, 3টি নারিকেল লওয়! যাইতে পারে বা একটিও ай "өш 
' যাইতে পারে। অস্থরূপভাবে 4টি আপেল 5 প্রকারে এবং 2টি কমলা 3 প্রকারে 

বিবেচিত হইতে পারে। ,',যেক্ষেত্রে একটি ফলও লওয়া হইবে না সেই ক্ষেত্রুটি বিবেচনা 
করিয়া ফলগুলি যত প্রকারে নির্বাচন করা ui তাহার সংখ্যা =4.5.3 = 1-59. 

প্রয়োজনীয় 540: এখানে ধরিয়া লওয়া হইয়াছে যে একই প্রকার ফলের 
সবগুলি একই আকারের । অবশ্য যদি উহারা বিভিন্ন আকৃতির হয় তবে (а)я ক্ষেত্রে 
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ব্যবহৃত шя প্রয়োগ করিতে হইবে এবং তখন fafa নির্বাচন সংখ্যা হইবে 
(23—1)x(2* —1)x (22 -1)27 x 15 x 32315. 

ЗҮ. 2. (a) 4 wa তাস খেলোয়াড় কত প্রকারের হাত পাইতে পারে ( প্রতিটি 
13 খানি তাসের )? 

(b) 52টি তাস হইতে কত প্রকারে 13টি করিয়। 40 ভাগে রাখা যায়? 

(a) প্রথম খেলোয়াড় 52058 হাত পাইতে পারে | ইহার প্রত্যেকটির জন্য দ্বিতীয় 
খেলোয়াড় 89018 হাত পাইবে; এবং এইরূপে এই দুইজন, 532 0,, X 8৪018 বিভিন্ন 
হাত পাইতে পারে। এই একই ভাবে একের পর এক অপর ছুই খেলোয়াড়ের কথা 


52 
বিবেচনা! করিলে মোট 55028 x ৫9018 x 380,4 x 130,,— 13 |13 |13 113 


বিভিন্ন হাত পাওয়া 41941 টেবিলের উপর হাতগুলি যে ক্রমে রাখা হয় সেদিকে 
লক্ষ্য রাখিতে হইবে। 

(b). (a) ক্ষেত্রে ভাগ 4টি একটি প্রদত্ত ক্রমে থাকে ধরিয়া 761741 যদি ভাগ 
4টি যে ক্রমে থাকে তাহা! যদি অপ্রয়োজনীয় বলিয়া বিবেচনা কর! হয়, যেমন এই 
ক্ষেত্রে তাহা হইলে প্রত্যেক প্রকারের বিভাজনের বেলায় এরূপ | 4 সংখ্যক ক্রম হয় 
বলিয়া, প্রত্যেক |4 প্রকারের বিভাজনের জন্য বাস্তব ক্ষেত্রে এক রকমেরই বিভাজন 
প্রক্রিয়া হইবে। 


152 . 
নির্ণেয় সংখ্যা হইবে use |4. 


80.3 MULTIPLE শব্দটির অক্ষরগুলিকে স্বরবর্ণের ক্রম অপরিবর্তিত 
রাখিয়| কত প্রকারে পুনবিন্যস্ত কর! যায়? 

এধানে আছে ৪টি অক্ষর যাহাদের মধ্যে 2টি L আর বাকীগুলি বিভিন্ন। যদি 
যে কোন একটি বিন্যাসে UIE স্বরবর্ণগুপির ক্রম অপরিবর্তিত রাখিতে হয় তবে 
Зося সদৃশ অক্ষররূপে গণ্য করিতে হইবে | 


অক্ষরগুলির бә মোট সংখ্যা= 18 =3360. 
(213 


এটি পুনর্িন্যাসের ex স্থতরাং (MULTIPLE শব্দটি একটি বিন্যাস বলিয়া ) 
নিৰ্ণেয়,সংখ্য! =3360 - 1= 3359. 

З. 4. [ সকল বস্তু বিভিন্ন নহে এরূপ n সংখ্যক বস্তু হইতে একযোগে Ü 
করিয়! গৃহীত বস্তুর বিন্যাস সংখ্যা বা সমবায় সংখ্যার সাধারণ 9044 আকার জটিল। 
কিন্তু এই প্রকার প্রশ্নের সমাধান বিশেষ বিশেষ ক্ষেত্রে কি পদ্ধতিতে কর! যাইতে পারে 
তাহ! নিয়ে etra ৃষ্টাস্তটি হইতে বুঝিতে পার! যাইবে 1 1 
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PROPORTION শব্দটির অঙ্ষরগুলি হইতে চারিটি অক্ষর লইয়া কত প্রকারের 
(8 নির্বাচন (বা সমবায়), Gi) সঙজ্জিতকরণ (41 বিন্যাস) করা যায় wii 
নির্ণয় কর। 

এখানে ছয়টি বিভিন্ন প্রকারের 10টি অক্ষর আছে, যথা : 

0১০00৮১2328 Ri T; Ty N. 
চারিটি অক্ষরের দল গঠনের সময় অক্ষরগুলিকে নিয়প্রকারে শ্রেণীবিভক্ত কর! যায় : 
(1) তিনটি অক্ষর এক প্রকার, আর একটি ভিন্ন প্রকারের 
(2). দুইটি এক প্রকার, অপর দুইটি আর এক প্রকার 
(3) দুইটি এক প্রকার, অপর দুইটি ভিন্ন প্রকারের 
(4) চারিটি অক্ষরই পরস্পর ভিন্ন প্রকার 1 
G) ইহার্দের প্রতি ক্ষেত্রে নির্বাচন সংখ্যা নির্ণয় সম্পর্কে এখন আলোচনা 
করা ЕД 

(1) এখানে নির্বাচন সংখ্যা 5, কারণ তিনটি এক প্রকার অক্ষর O এর একক 
দলটির সহিত P, R, T, I, N এই পাঁচটি বিভিন্ন অক্ষরের প্রত্যেকটিকে পর পর পাচ 
প্রকারে যুক্ত কর! যায়। 

(2) এখানে নির্বাচন ৪05 প্রকার, কারণ O, O , P, Р, R, R এই তিন জোড়া 
হইতে যে কোন ছুই জোড়া মনোনীত করিতে হইবে । жө এই নির্বাচন সংখ্য। 3. 

(3) এই 4:4 3x10 প্রকার, কারণ ওঁ তিন জোড়া হইতে এক জোড়া 
পইয়া অবশিষ্ট 5টি বিভিন অক্ষর হইতে দুইটি লইতে হইবে ( যেমন, O, O এই এক 
জোড়! যদি লওয়া হয়, তবে অবশিষ্ট 5টি অক্ষর Р, R, T, 1, N থাকে )। west 
এইরূপ নির্বাচন সংখ্যা 30. 

(4) এইরূপ নির্বাচন ৪0, প্রকারে করা যায়, কারণ এখানে O, P, R, T, 1, N 


এই ছয়টি বিভিন্ন অক্ষর হইতে যে কোন চারিটি নির্বাচন করিতে হইবে। এই নির্বাচন 
সংখ্যা = 15. 


সমগ্র নির্বাচন সংখ্য =5+34+50+15= 53. 
Gi) চারিটি অক্ষরের বিভিন্ন বিন্যাস সংখ্যা নির্ণয় করিতে উপরের বিভিন্ন 


দলের প্রত্যেকটির অক্ষর চারটিকে সম্ভাব্য সকল প্রকারে সাজাইতে হুইবে | 
স্থতরাং 


(1) হইতে প্রাপ্ত বিন্তাস সংখ্যা-5%18 বা 20 


y 


ei —— q m. waqa A шр наь a 
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(2) হইতে প্রাপ্ত বিন্যাম э:{л=3х বা 18 


14 
EHE 
(3) হইতে প্রাপ্ত Rata sie 30x বা 360 


(4) হইতে প্রাপ্ধ বিন্যাস সংখ্য!_15 x4 বা 360 
1. সমগ্র বিন্যাস সংখ্যা = 20-- 18-4-360-4-360 — 758. 


ertsia VIF) 

1. আটটি প্রশ্ন দেওয়৷ হইয়াছে; আবার প্রত্যেক প্রশ্নের একটি করিয়! বিকল্প 
প্রশ্ন দেওয়। হইয়াছে । দেখাও যে কোন ছাত্র বা ছাত্রী এইগুলি হইতে একটি বা 
একাধিক 4044 উত্তর দিতে পারে 39 — 1 গ্রকারে 1 

2.(a) 6টি বিভিন্ন quce কত প্রকারে এমন দুইভাগে বিভক্ত করা যায় যাহাতে 
একটিতে 2টি এবং অপরটিতে 4টি থাকিবে? [উঃ 15] 

(b) 6টি বিভিন্ন বস্তুকে কত প্রকারে 2টি সমান ভাগে বিভক্ত করা যায়? 

[উঃ 10] 

(c) 6টি বিভিন্ন বস্তুকে কত প্রকারে 2টি বালকের মধ্যে সমানভাবে ভাগ করিয়া 
сте যায়? [& 5] 

3. পাঁচটি বস্তু দুই ব্যক্তির মধ্যে কত প্রকারে ভাগ করিয়৷ бөлі যায়? [ডঃ 00) 

4. 12টি আপেল কত প্রকারে 4 জন বালকের মধ্যে সমানভাবে বণ্টন করা 
যায়? [উঃ 869600 | 

5. 22 জন ক্রিকেট খেলোয়াড়কে কত প্রকারে দুইটি দলে ভাগ করা যায়, 
যাহাতে প্রতি দলে 1] জন থাকে? [উঃ 40990111101 

6. PARNECIOUS শব্দটির অক্ষরগুলিকে কত প্রকারে সাজান যায়, যাহাতে 
স্বরবর্ণগুলির ক্রম অপরিবর্তিত থাকে? Lë: 80989 | 

7. 1000 অপেক্ষা কম এবং 5 দ্বার! সম্পূর্ণ বিভাজ্য এইরূপ কতগুলি সংখ্যা 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, এই чаб হইতে কোন অস্কের পুনরাবৃত্তি ব্যতিরেকে 
গঠন করা যায়? [উঃ 1и] 

8. চারিটি চিঠি লেখ! হইল এবং БІН? খামের উপর ঠিকানা লেখা হইল | 
এখন সব চিঠি কত প্রকারে ভূল খামে পাঠান যাইতে পারে যাহাতে কোন চিঠিই 


উচিত ঠিকানায় পৌছাইবে না? Гв 9] 
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9. 10টি বিভিন্ন অক্ষর হইতে 7টি করিয়া লইয়া (әзіл করিলে উহাদের কত- 
গুলিতে 3টি বিশেষ অক্ষর থাকিবে? [উঃ 176400] 


10. G) EXPRESSION; (ü) EXAMINATION এই শব্দ ছুইটির 
প্রত্যেকটির অক্ষরগুলি হইতে 4টি করিয়া লইয়! কত প্রকার নির্বাচন এবং fagi করা 
যায় তাহা নির্ণয় কর। [উঃ (4) 113, 2190; (ü) 186, 9454] 


11. ‘daddy did а deadly deed’—এই বাক্যটির অক্ষরগুলির সাহায্যে 
যত প্রকার নির্বাচন করা যায় তাঁহাদের মোট সংখ্যা যে 1919, ইহা প্রমাণ কর। 


12. একটি। তহবিলএ এক টাকার 5টি মুদ্রা, 25 পয়সার 60 মুদ্রা এবং 10 পয়সার 
7টি মুদ্রা আছে; ইহা হইতে কত প্রকার বিভিন্ন মূল্যের অর্থ লওয়া যায়? [উঃ 886] 


13. 5টি বিভিন্ন রঙের মোট 20টি পতাকা আছে এবং প্রতি প্রকার রঙের পতাকা 
481 যদি এটি পতাকার সাহায্যে একটি ‘সিগন্যাল’ (signal) প্রস্তুত কর! যায় তবে 
ওঁ 20টি পতাকা! হইতে কতগুলি বিভিন্ন ‘সিগন্তাল’ প্রস্তুত কর! যাইবে ? [উঃ 020] 


14. মানুষের সংখ্যা т, বাদরের সংখ্যা n এবং n, m অপেক্ষা! 45941 যদি কোন 
একজন মানুষের যে কোন সংখ্যক বাঁদর থাকা সম্ভব হয় তবে প্রত্যেক 21654 কত 
প্রকারের একজন প্রভু থাকিতে পারে? [উ: nm] 


1 


faar 94995 ধনাত্মক অখণ্ড БФ 
( THE BINOMIAL THEOREM : 
POSITIVE INTEGRAL INDEX ) 


71. সুচনা 

দুইটি পদ (ax এবং b) এর সমন্বয়ে গঠিত ах+Ь আকারের রাশিকে favtw 
রাশি ( Binomial expression ) বলা হয়। কোন দ্বিপদ রাশিকে কোন ধনাত্মক 
অখণ্ড ঘাতে উন্নীত করিলে যে зая সাহায্যে উহাকে একটি সসীম সংখ্যক পদের 
পরেণীরণে প্রকাশ কর! যায় তাহাকে ধনাত্মক অখণ্ড ঘাতের 41 সুচকের দ্বিপদ 
উপপাগ্য বল! হয়। এই zaf Sir Issac Newton (1642-1727 এর অবদান | 
এই অধ্যায়ে ВАЯВ প্রমাণ করা হইবে এবং যাহার! ছিপদ 4521 ( Binomial 
coefficients ) বলিয়া অভিহিত হয় তাহাদের ধর্মগুলি আলোচনা! করা 5204 | 


72. ধনাত্মক অখণ্ড সূচকের ক্ষেত্রে ছিপদ 991919 (The Binomial 
Theorem for Positive Integral Index ) 
যদি n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্য! হয়, তবে 
I. (х+а)" = х" "Сх" іа "Сах" ate "Cox a 
"Суха" 1+ "Сла". 


= x"+nx" tiu pn D,*-258.4... 


nm t 2) ina т) acra 


1.23. 
hig n(ncil):*2 „а-л pas 
UE e 24 +a". 


[х এবং а যে কোনও মান গ্রহণ করিতে পারে। ] 


Vie) কেহ কেহ а с EE deer 


থাকেন। 
IL. seats, (x-- a)" = x" (а За (3)x" 2034+ (2)x" Ta" + 
E (s23)xa" ^ --(2)a". 
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ш. সিগমা (sigma ) অঙ্কপাতন ( notation ) অনুসারে, 
(х+а)" = a Catta" (লক্ষ্য কর; "Co=1, "C, 21) 
বা, = ১ (ea, 
(ха)! এর বিস্তৃতির উপরের তিনটি আকারের যে কোন একটিকেই ধনাত্মক 
"594 জন্য furor 98719 বলা হয়। 
টাকা। (х а)" এর Wwe নির্ণয়ের জন্য লিখতে পারা যায় যে (x — a)" 
={х+(-а)}" এবং এখন উপরে প্রদত্ত আকার তিনাঁটর যে কোন একাটর সাহায্য 
লইতে পারা যায়। উপপাদ্যটির রণীত-সন্ধ প্রমাণের পূর্বে পদগযীলর গঠন পদ্ধাত 
অনুধাবন করা যাক্‌। ইহা লক্ষ্য করা যাইবে যে ঃ 
1. (х+а)" এর বিস্কৃতিতে পদের সংখ্যা হইল n+l, অর্থাৎ ঘাত সুচক n 
অপেক্ষ! একটি বেশী পদ। 
2. প্রথম পদের সহগ "Соз1; শেষ পদের সহগ "C, 1) প্রকৃতপক্ষে প্রথম 
পদ x" এবং শেষ পদ a". 
3. দ্বিতীয় r= "C)x""la , তৃতীয় m" Cax" 325, ইত্যাদি, ইত্যাদি । 
সাধারণভাবে, (+1)তম পদ | ইহাকে ба а সাধারণ পদ ( General 
term ) ও বল! হয় ]= "C, x"^'a'. 
буе", 
(9 (a+b)? এর বিপদ বিস্তৃতির 7ম পদ হইল 11 C, 512- 8.৪. 
(i) (x — 1*9 এর বিদ্তৃতির ৪ম পদ হইল 
200,220 -1 (- 2)? 
= ~20.19.18.17.16.15.14 19 1 
1.2.3.4.5.6.7 Pu 
= —(19.17.16.15)x* = — 77520. 
টিকা "Со, Ci, "Ca, "Cn = “с. প্রভৃতি সহগগুলিকে (x + a)" 
এর (ря দ্বিপদ সহগ বলা হয়। (অনুচ্ছেদ 7.4 দুষ্টবয। ) 
IV. মধ্যম পদ বা পদসমূহ € Middle term or terms ) 
(i) (ағы «x бәсе 13টি পদ আছে। প্রথম 6টি পদ এবং শেষ 
6টি чи বাদ দিলে অবশিষ্ট থাকে 7ম পরটি__ ইহাই হইল ওঁ বিভ্ভৃতিতে মধ্যম পদ, 
অর্থাৎ, মধ্যম পদ = 120,06, 
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(৪) আরও সাধারণভাবে বলিলে, সুচক 5/8 ধনাত্মক 17 সংখ্যা, ধর যাক 2m 
হয়, তবে মধ্যম পদ হইবে (৮/+1)তম পদ। 

(Hi) (a+b) aa বিস্তৃতিতে মোট 14টি পদ আছে । শুরু এবং শেষ উভয় 
প্রান্ত হইতে বৃহত্তম ও সমসংখ্যক পদ বাদ দিলে যে পদগুলি অবশিষ্ট থাকে, তাহারাই 
হইল মধ্যম পদ। 

সুতরাং শুরু ও শেষ উভয় প্রান্ত হইতে 6টি করিয়া পদ বাদ দেওয়া হইলে 
অবশিষ্ট পদ, অর্থাৎ 7ম এবং Ва পদ দুইটি, হইল মধ্যম পদ অতএব মধ্যম পদ দুইটি 
হইল 190,416 এবং 19045955, 

(v) আরও সাধারণভাবে, 959 যদি ধনাত্মক чүл সংখ্যা, ধরা যাক 
(2m--1) হয়, তবে দুইটি মধ্যম পদ হইবে এবং উহার! (%4-1)তম ও (m4-2) 
তম পদ। 

(v) ধর! যাক, (a-kb)*, (যেখানে b যে কোন ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ), এর 
দ্বিপদ বিস্তৃতিতে মধ্যম পদ নির্ণয় করিতে হইবে । এস্থলে দুইটি ক্ষেত্রের উদ্ভব হইতে 
পারে, যথা; h অযুগ ধনাত্মক সংখা! হইতে পারে, যেখানে মনে করা 714 b=2n+1 
(n হইল যে কোন ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ), অথব। & যুগ্ম ধনাত্মক সংখ্যা) ধরা! যাক 
k=2n, হইতে পারে। 

ক্ষেত্র 1. যখন k=2n4+1, তখন (Әсә পদের সংখ্য! 2॥-2; Www 
প্রান্ত হইতে пф эй পদ বাদ দেওয়া হইলে মধ্যে অবশিষ্ট থাকে দুইটি পা, যথা : 
(॥4-1)তম এবং (॥4-2)তম পদ। এই দুইটিই হইল এক্ষেত্রে দুইটি মধ্যম পদ 1 
যেহেতু nz (b— 1)/2, সুতরাং বলা যায় যে 


(n+ 1)তম ipee! ga уа: 
El кд : 

এবং (8+2)তম পদ = ізі rn! Cua rV , হইল (ст দুইটি 
মধ্যম পদ 1 

ক্ষেত্র 2. যখন k=2n, তখন বিস্তৃতিতে পদের সংখ)! 2n--1; উভয় প্রান্ত 
হইতে лб করিয়া পদ বাদ দিলে মধ্যে অবশিষ্ট থাকে কেবলমাত্র একটি 919, যথাঃ 
(n--lysx 4% এবং এক্ষেত্রে ইহাই হইল মধ্যম পদ। যেহেতু n=b/2, es 
বলা যায় যে ` 
(৮+1)তম =(@+1)®лт=*Суа* 24/9, হইল এক্ষেত্রে নির্ণেয় 


মধ্যম পদ | 
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উদ্দা, 1. (x—1)2"*3 এর বিস্তৃতিতে মধ্যম পদ দুইটি হইল : 
(m- l)e পা = 20H10, rn ( ау» 
12741 


тут атъ туп 
1) Сһх-( usd a 


এবং (m -2)ex পদ = 2"+10 +) %"(- 1)"+1 
mos MPH 
суа 2т+1 1 
[mt 1im x 
উদ. 2. (x--1)?" এর বিস্তৃতিতে মধ্যম পদটি হইল : 
(m+ 1yes পদ = ?"C, 4" (2) = 2"C,, 
22m  2"[miL.35.--(2m - 1)] 
[mpm [m [m 
_2"{23.5.7.-:(2т—1)} 
т 
টাকা | [2т=1.23.4.5.6.7.---(2т—2)(2т—1)2т 
={1.3.5.7....(2m— 1} x (2.4.6. (2m — 22m] 
=[1.3.5.7..--(2m — 1)} x (212.223--2(m — 1).2.m} 
=([1.3.5.7...-(2m— 1) x 2^(1.2.3.--.(m — Dm} 
=2"|ml1.3.5.7.---(2m— 1). 


V. x fé পদ ( Term Independent of x ) 


8 
ধরা হইল, (%- 5) এর বিস্তৃতিতে বর্জিত পদ নির্ণয় করিতে হইবে 1 
সাধারণ পদ, অর্থাৎ, (৮+1)তম পদ, লইয়া শুরু করা হইল | 
8-r r 
এখানে (r +1)93 ят 9C, (32) (- 5) 
SIS DIPOPISS- ritenere 
(Et) 800875 877, 


2 লক্ষ্য করা হইল যে < এর ঘাত=8- 47; % fs পদ নির্ণয় করিতে হইলে 
T এর এমন মান লওয়া আবশ্যক যেন 8— 4r—0 হয়, অর্থাৎ r—2 লইতে হইবে | 
অন্ত কথায়, তৃতীয় পদটিই হইল fatu পদ, যাহ! < বঞ্জিত হইবে | 


ধনাত্মক অখণ্ড সুচকের ক্ষেত্রে দ্বিপদ 98919 203. 


স্থতরাং নির্ণেয় ЯТ —(— 1)? 804.38-2,52 40. 
373৫. 52 — 700 x 3°. 
বিকল্প পদ্ধতি। নিয়লিখিত প্রকারে অগ্রসর হওয়া যাইতে পারে : 
518 (3х4 —5)8 
k 


(»-3J" এর বিস্তৃতিতে x বজিত পদ এবং (3х<-5)8 এর বিস্তৃতিতে যে, 


পদে x9* থাকিবে তাহারা একই পদ | সুতরাং (3:*-5)9 এর বিস্তৃতিতে যে পদে" 
x?* আছে তাহা নির্ণয় করা যাকৃ। এস্থলেও-সাধারণ পদটি প্রথমে জানা আবশ্যক £ 
(৮+19তম পদ= C, (3x4)8-*(—5)" 
=(—1)'#С,358-',5' дада: 
এখন 32— 4r —24 ধরিয়া r—2 পাওয়া যায়। 
‘, (3x* — 5)98 বিস্তৃতির 3য় পদে х24 বর্তমান 1 
স্থতরাং (зх - E "am бесе x afas পদটি হইল 
CCo PCa g 258 At _ 7р зе, 
VI. অমদুরবর্তা পদ ( Equidistant terms ) 
দেখাইতে হইবে যে п ধনাত্মক 5146 সংখ্যা হইলে (x+ a)” এর, 
দ্বিপদ বিস্তৃতিতে উভয় প্রান্ত হইতে সমদুরবর্তী যে কোন দুইটি পদের, 
সহগ সমান | 
[এখানে সহুগ বলিতে (4214 সহুগ বুঝাইতেছে। ] 
সমাধান | (z +a)"aq বিস্তৃতিতে প্রথমতঃ শুরু হইতে (৮+-1)তম পদটি বিবেচনা! 
করা হইতেছে; ইহার সহগ হইল пСр. বিস্তৃতিতে মোট পদের সংখ্যা (0-1) 5. 
যদি শেষ প্রান্ত হইতে (241) তম পদটি গণনা করা হয়, তবে দেখ! যাইবে যে উহা 
এবং শুরু হইতে ((n--1)— (p--1)--1] তম পদ হইল একই পদ অর্থাৎ উহা হইল 
শুরু হইতে (n — p-F1)s3 পদ, স্থৃতরাং উহার সহগ="0॥- 
এখন পুরক সমবায় ( complementary combination ) এর 74 SANA, 


"Cy —" Cap, কারণ প্রত্যেকের peche .স্থতরাংইহ! প্রমাণিত হুইল cur 


শুরু হইতে (৮+1)তম পদের সহগ= etuer হহতে (০+1)তম পদের সহগ | 
Г0<р<п এর সীমার মধ্যে paq যে কোন অখণ্ড মানের ক্ষেত্রে ইহা лє} | | 
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গ্রশ্মমাল। VIICA) 
[ এই প্রশ্নমালায় k, m, n প্রভৃতির দ্বার! নির্দেশিত স্থচকগুলিকে ধনাত্মক অখণ্ড 
লংখ্যারূপে গ্রহণ করিতে হইবে 1 ] ১ 
1. নিম্নের দ্বিপদ বিস্তৃতিগুলি লিখ : 
O (295 @ (rel (8) (০439৪) 
(iv) (2-18; (৮) (8x—2y)*; (м) (a- 2b). 
2. (x--1)19 এর বিস্তৃতির ক্ষেত্রে নিম্নের প্রপ্নপ্ুলির উত্তর দাও £ | 
G) পদের সংখ্যা কত? 
(ñ) কোন্‌ পদে x* আছে? 
(їй) নবম পদে x এর ঘাত কত? 
(>) x9 এর সহগ কত? 
(v) মধ্যম পদটি কত? 
3. (5x—3y)*? এর বিস্তৃতির ক্ষেত্রে নিয়লিখিত বিষয়সমূহ নির্ণয় কর : 
G) পদের সংখ্যা; 
(8) ষষ্ঠ এবং দ্বাদশ পদে x এবং y এর ঘাত ; 
(ii) তৃতীয় এবং 19তম পদ; 
(v) মধ্যম পদ । 


4. নিয়ের দ্বিপদ রাশির বিস্তৃতির প্রতি ক্ষেত্রে x° এর সহগ নির্ণয় কর : 
O (1057 6) (2x3); G (у-у: а) (e TJ 
5. নিম্নলিখিত বিস্তৃতিগুলির প্রতি ক্ষেত্রে 44 এবং (॥4-1)তম পদ নির্ণয় কর ; 1 
(i) (2а-5Ы7; (ü) (1-ЕЗх)"; (ii) БЕ 
6. & এর বাতের উর্ধবক্রমে বিস্তৃতি নির্ণয় কর : 
G) (1+х)*+(1-—х)"; (ü) (1-x)'-(1- x)" 
.(10025)!9 এর 6 দশমিক স্থান পর্যন্ত শুন্ধ মান নির্ণয় কর [ দ্বিপদ' 
) e. সাহায্যে ] 


8. (i) (x*-3x)? এর বিস্তুতিতে x39 এবং (ü) (1+1⁄)2" এর 
'বিস্বৃতিতে x" এর সহগ কি হইবে? 


- eximi УІЦА) 205. 
9. সরল 44: 
G) (a+b)° —3b(a-+b)2+3b%(a+b)—b% ; 
(ü) (x—1)*-+4(z—1)° +6(5— 1)? --4(x -1)4-1 ; 
(ii) ( J2--1)5 - ( J2 —1)5. 
10. 4444: 
a(x- D" "Саят 3a — 1) Y (x1) -" Ca x73 (x — 1)" 3 (e 4-1)24- 
ene С," "(a — 1)7" Qe 1)! + 41)". 
11. (25,3) এবং (2— 4/3)" এর যোগফল এবং গুণফলও নির্ণয় কর। ইহা, 
হইতে দেখাও যে (2+ ,/3)" এর অখণ্ড অংশ হইল 10,083. 
12. নিয়ের বিস্তৃতিগুলিতে x* এর সহগ নির্ণয় কর : 
() (1—2)(1+х)5;; (а) (1+)(1- x)". 
13. (1-2x)(l— x9)? এর x এর ঘাতের Cka সজ্জিত বিস্তৃতির প্রথম এটি! 
পদ নির্ণয় কর। 4২৪ এর সহগ কত? 
14. (2434-48)” এর x এর ঘাতের উর্ধ্বক্রমে সঙ্জিত বিস্তৃতিটি x? est 
পযন্ত নির্ণয় কর। 
[অমাধান। (2+3x-— x2)"=[2+(3*— x2)]" 
—2" --n.2"71(34 — m1 12553 =x)? 
26-38-25 ag. 2) ০০ x" (3 х)". 
=2"+3nz.2""1— 4422-1 (үй ле 9484 .. 5০ 
—2" -F3nx.2*71 --(952 — 13n)x8,2-8 + ... ... ] 
15. নিম্নের বিস্তৃতি গুলিতে fa পদগুলি লিখ : 


0G) (8% +2)" এর বিভ্বাতির 104 পদ; 
(i) (> - 2) এর RRI sb পদ; 
(їй) (৮3) এর Кя rex পদ; 


@ [=+ i" এর frefes (2/4+1)তম পদ | 
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16. Sf সহগপ্ুলি নির্ণয় কর : 
(à (2-шы এর (әсә x9 এর 358; 
(а) (8z+2Q2)9 এর әсә х11 এর সহগ ১ 
(ii) (1—23)*' এর বিস্তৃতিতে x7 এর 554; 
(iv) (L—x)"-* এর বিস্তৃতিতে x'*t এর সহগ; 


(») (в-ау” এর বিস্তৃতিতে x? এর qus ; 


(৮) (2 Ж a এর বিস্তৃতিতে & এর সহগ। 


17. নিয়ের বিস্তৃতিগুলিতে x «fas পদগুলি নির্ণয় কর : 
@ (-2 "s.s G) (2x2 zw 5 (m (ее, 
18. (1—2x-F3x?)" এর বিস্তৃতি x এর ঘাতের GATA x9 পর্যন্ত নির্ণয় কর | 
19. (2--х- x?)* এর гә x* এর সহগ নির্ণয় কর 7. (1—22— x2) 
“এর বিস্তৃতিতে x7 এর সহগও নির্ণয় কর। 


টিকা। স্মরণ রাখ ঃ *০৮:*০৮-০- LEL, (বাচাই কারয়া দেখ। ) 


20. নিয়ের বিস্তৃতিগুলির প্রতি ক্ষেত্রে ৮4-1)তম পদ এবং rex পদের অনুপাত 

কি হইবে__ 
Gy (1+3) 90) (৮১) ; 0 GE) (2z--3y)2'? 

21. (G) (x—»); (и) (2৮439) ইহাদের: প্রতিটির বিস্তৃতিতে 
(৮+1)তম পদ ও (-1)তম পদের অনুপাত কি হইবে? 

22. (3%42)19 এর বিস্তৃতিতে x' এবং хта এর সহগ দুইটি সমান হইলে + 
এর মান নির্ণয় 941 

23. যদি х-02 হয় তবে প্রমাণ কর যে (1--х)14 এর বিস্তৃতিতে 11তম 
পদটি 10ম পদের 1 অংশ 1 

24. (17255 এর বিস্তুতিতে কোন একটি ля এবং উহার ঠিক পূর্ববর্তী 
সহগের অন্থপাত হইল 6/7 ; সহগ দুইটির সাংখ্যমান নির্ণয় কর। 

25. (асна বিস্তুতিতে x বঞ্জিত পদটি নির্ণয় কর : 


752, 
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26. х এর ঘাতের অধঃক্রমে (৮2103) এর বিস্তৃতি নির্ণয় <q | 


27. যদি (l+bx2?+cx)" এর বিস্তুতিতে х" এর সহগ a, হয়, n প্রমাণ 
কর যে 2na4 = (n— 1742. 
28. প্রমাণ কর যে 


(12057 nal + xima 420082) аг] + ansa 


৮৯ টি 2 v8 (1 4-x)9*79 +... ০57 (40) তম tg 


(1— x9)" এর xata i 


29. faa প্রতিটি fag ততে এ" এর সহগ নির্ণয় wq: 
GQ (1-4)(0147%)% ; (ü) (1+2х+х%)(1+х)". 


30. (1-1) এর বিস্তৃতিতে Гат সহগ নির্ণয় কর | 


[ অতি বৃহৎ দহগগুলিকে উৎপাদকের আকারে অথবা factorial এর আকারে রাখিয়া 
দেওয়| যাইতে পারে--গুণ করিয়া দিতে হইবে না। | 
1. (0 x*-8x'a-d-24x?a* --32xa$--16a*. 
(ii) Y* -F6y* -- 15y? -- 20 -- 15y7? 4-8y7* +y", 
(iii) x!9-F15x8y?--90x^y* --270x* * -F405x?y* + 948y!9, 
(iv) 21—82z"--28z* — 56z* -- T0z* — 582? 4-982* — 8241: 
(у) 81x* —216x?y--910x?y* — 96xy* 4-16y*. 
(M) а aka 1 b-- 3k (e — Dat k...... 40-76-7444 TU ger, 
A e (— 1 2585 
2. (0 11: (ü) 74 %4--210х; (iii) x2; (iv) 310; (у) 6b পর 852৮৮, 
3. () 21; 4 22506 5 85077 5071) 85559888255 ; 81#5*.38х*у1* ; 
(іу) 


1 10 
7» Eur (xy) 


4. (i) 1000; (ü) -20; (ü) —190y'; (v) 91. 

5. (i) —'0,000a*b* ; *C,.(— 1)'9-' bran! br, 

(i) "С.вх)%; "C, 3. (ili) "C, x"-* ; "Сухт", 

(ü) 3(--"C,x* PC xt}; (ü) 9x4" Cox? "C x* ене) 
1025283, 8. (i) 8%55:(й) 20803) 


moe 


13. 


16. 


17. 


29. 


(т উপপাদ্য : ধনাত্মক অখণ্ড 75% 


(i) а*;(Ш) x*; (iii) 82; 10, (Q1. 
(i) 10084; Gi) 1 mo - 
1--3x—9x?  18x* ; 168. 15. () 2113.56x-* ; (i) 
G) 1820; (H) 3*10;' (ii) rd YT 
an (‚үүт 10) Ha) 745 
() -68,148; (i) -1760: (ii) LL 


1l-14x--105x*—532x*-pe-- 19, 1; -іт(п-1)(п-2). 


‚ (ii) ED. 

(0 (n—r+9)(n—r+1)y* . (ü) 9(n—r+9)(n—r+1)y* 
r 1)x* 5 4r(r—1)x* 3 

1L 24. 792, 924. 25. 0. 


.(n-r1)x |, ІЗ(п-ғ1) 
(0) d (ii) тұз 


X'-px* —8х* — 8x 9x7! 8x7? - x^^ x77. 


% пі n-2rt1). (ii) (n+2) | 


т! (л-г+1)! ' rl(n-r+9) 1 


১01, 
(n73) | (0+1) 


5; (0) е 


-T875xi. 
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পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী ( TEST PAPERS) | 
(সময় ғ 40 মানট ) 
a,b Зп+1 
(+?) ( যেখানে n ` ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ), এর মধ্যম পদসমূহ 


নির্ণয় কর। 
2. দেখাও যে (৮) এর (т বিস্তৃতিতে a^ এর সহগ হইল 


i= alma e Әб 
(n — >) 82৮77) 
3. & ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে দেখাও যে (1+x)2" এর |49095 x এর 
সহগ হইল (1-4%)”-4 এর বিস্তুতিতে x" এর সহগের দ্বিগুণ 1 
4. দেখাও যে нана стае бад саа и Б 
-**+(৮+1)-2 এর বিস্তৃতিতে <" এর সহগ হইল 


না e plius. 


5. (9-5 y এর বিস্তুতির x বর্জিত পদ নির্ণয় কর। 
54 


6. p ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা হইলে দেখাও যে (1--х)2? এর মধ্যম পদের সহগ, 
(1--х)99-1 এর দুইটি মধ্যম পদের সহগ দুইটির সমষ্টির সমান। 

7. (3+2%-4%2) এর বিস্তৃতিতে x5 এর সহগ নির্ণয় কর। 

8. প্রমাণ কর যে (1—2Qx)18 (1--32)!7 এর বিস্তৃতিতে x? এর সহগ হইল 
শূন্য, এবং x? এর সহগ নির্ণয় কর। 

9. бт উপপাছ্যের সাহায্যে মান নির্ণয় কর ( দ্বিতীয় ক্ষেত্রে 7 দশমিক স্থান 
444): 

(i) (975; Gi) (1001)1% 

10. যদি (1+)" এর বিস্তৃতিতে 44 এবং 5ম পদ দুইটি যথাক্রমে 1760 এবং 
7920 হয়, তবে x এবং п এর মান নির্ণয় কর। Ә (59/94 3য় এবং 9ম পদ 
নির্ণয় কর। 


উত্তরমালা 
1 (8871) 2n(2n —1)--. «+» (n4-2) a, বং @л+1) ৮৮৮18865174 
nl b пі а 
5. 495, 7, 2,286,144, 9, (i) 8,587,240,457- (ii) 10161206. 
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T3. ধনাত্মক অখণ্ড সুচকের ক্ষেত্রে ছিপ 9991094 প্রমাণ 
3891094 বিবৃতি 
n যে কোন ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে, 
(x-Fa)" = x" -"C1x"7!a--" 082৮ 22842 
Са" ROCA, ха" LIPO, а" (1) 
যেখানে x এবং а যে কোন মান গ্রহণ করিতে পারে এবং 


৮0510871902)" -"(n—r-E1) 
т 


এই та ধনাত্মক 5099 জন্য দ্বিপদ 991919 বলিয়! পরিচিত 1 
1. আরোহ পদ্ধতিতে প্রমাণ (Proof by the method of 


Induction ) 


প্রথম ধাপ। সরাসরি গুণক্রিয়ার দ্বার! পাওয়! যায় যে 
х+а)? — (x -Fa)(x--a) = х®+2ха+а® 
=x? 42C 37191 20,52 (С. 30,22; ?Cg—1) 
(x-Fa)* = (х-+а)(х-++а)(х+а) 
7 (x? --2xa-- a?)(x-- a) 
= x9 3x3 a--3xa? +a? 
=x? +C x3-719--3 0,4 437382 3 08৫8 
(50253780957 *C,—1) 
ইত্যাদি, ইত্যাদি | 
43415 74 (1) সত্য বলিয়! দেখ! যায় যখন n—2, বা п=3. 


দ্বিতীয় ধাপ। এখন та (1) সত্য বলিয়! ধরিয়া লওয়া হইল যখন ॥=ষে 
কোন একটি নির্দিষ্ট ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা e অর্থাৎ ইহা ধরিয়া লওয়া হইল যে 
(xta) = хха C457 368 +... 
৮৮180187127 p bI Cue xa i+ Cra . 


এক্ষণে উভয়পক্ষকে (ха) দ্বারা গুণ করা 5241 তাহা! হইলে বামপক্ষ 
— (x-Fa)**t ; ডানপক্ষের গুণ কার্ধটিকে নিয়প্রকারে সজ্জিত কর! হইল : 
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| {ake 512 ды) ва Бе ৪৯৬ ২৬1৮৯ bèl bhu ` 


| balaja ১৪১২৬ hizm ৯৮ С Трем hh ইহ fele Gb ই bom Bà (el ৬55৪ АБ іра р-н 
৯৮ fp=T+E=u bhè “222 fele hbi де Ë) Bib leb Қы» айла la Фа 18৬ Ыр ajk hh 


Қам (ев í g=u bh Z= hh hib 1৯82182৮5৮1 k) Ayta ема ৮2৯ khe 11485 
- "qM hh fele [25 00 Eè tole 


[T= "r=; h) ৯৮৪, 
"Or T 70,4104. “Irr 1710, 0,77591,4512, 99, ২৪৯ 21 m T0442, 2.1 
(2) ৮৮৮42 От, raa E= 
144210 4. ,PX(T735, 4 -15,)4- 


124,782 (&: 19, 1739 )) 9-1, 4*( 17^ 249 ^0,)4- Ug? Q4X(10 47859 4) 8-9 ,* (E7794) 4X 
—————————MàOUlLLLYS 


prio YY т омо 747 দার Tut 0070,2 + 


= T- ak 5 T 
PX 30 a PET YO, i E Prysg Da bac তত X171 0, рор 080, Бруто jr, E 


D--X x 


P Op i PT О eene tu Dg Pru д О вов 1x80, отсто pax 
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IL 8494904 একটি বিকল্প প্রমাণ 
দেখা যায় যে 
(х+ау)(х+ ав) = x2 -F x(a1-F a2) +азаз. 
(“аа Hr ag (x +as)= x° + x* (a1 +as+as)+ | 
X(a1a2 asas tasai) - 414265. 
(х+ау)(х+ ag) ag) (xo a4) 7 х*+ x(a; -as+as+a,) 
+x2?(aias+aias Наза, - 4303 74244474894) 
+ x(a1aga5 - 410204 + 014584 90544) 
“Еа14;4444. 
ইহাকে (ің প্রকারে লেখা যায়, যথা 
(х+ау)(х+ aa x aa (x a4) 9 x5 s x3 45284584555 
যেখানে sima аа, as а, পদগুলির সমষ্টি 
за — পদগুলির ছুই দুইটির গুণফলের সমষ্টি 
ss =Q পদগুলির তিন তিনটির গুণফলের সমষ্টি 
5,7 পদগুলির চার চারটির গুণফলের সমষ্টি অর্থাৎ 144345. 


এখন এইগুণগুলির ক্ষেত্রে নিয়লিখিত বিধিগুলি অনুহুত হইতে দেখ। যায়, যথা 

(1) ex fitr উৎ্পাদকগুলি একত্রে গুণ করা হইতেছে তাহাদের সংখ্য! অপেক্ষা 
দক্ষিণ পক্ষের পদের সংখ্যা এক বেশী। 

(2) প্রথম পদে x এর সুচক সংখ] few উৎপাদকগুলির সংখ্যার সমান এবং 
পরবর্তী refi গ্রত্যেকটিতে এ সুচক সংখ্যা উহার ঠিক পূর্ববর্তী পদের ওঁ সুচক 
সংখ্যা অপেক্ষা এক কম। 

(3) প্রথম পদের সহগ, এক ; দ্বিতীয় পদের সহগ দিপদ উৎপাদকগুলির দ্বিতীয় 
পদসমূহের 5594 সমান; তৃতীয় পদের সহগ ছিপদ উৎপাদকগুলির দ্বিতীয় পদ 
সমূহের দুই দুইটির গুণফলের সমষ্টির সমান ; ইত্যাদি, ইত্যাদি) শেষ পদটি হইল ছিপদ 
উৎপাদকগুলির দ্বিতীয় পদসমূহের গুণফল। 

এখন প্রমাণ করা হইবে যে এই বিধিসমূহ সর্বদাই অনুহৃত হইবে, ত! (ет 
উৎপাদকগুণির সংখ্যা. যাহাই হউক না কেন। ধরা 31% যখন n সংখ্যক উৎপাদক, 
একত্রে গুণ করা হয় তখন এ বিধিসমূহ wan হয় ) অর্থাৎ ধরা হইল যে 

GctaxYx-as)x-cag)- -- 2. (х-Ға.) 


২24৮45244৭2 Sgx" -8 L... КЕЛЕТІН 
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যেখানে зу n টি পদ আছে, (যথা а Бараз аз), 
$2 এ "cg টি পদ আছে, ( 991 aras Harag +i), 
53 এ "cg টি পদ আছে, ( যথা ৫,203 +1204 +), 
এবং, সাধারণভাবে, s, এ "C, টি পদ আছে। 
এই অভেদের উভয় পক্ষকে অপর একটি উৎপাদক, যথা (дан), দ্বারা গুণ 
করা হইল। তাহা হইলে 
(৮4741)(728) >< 214500৮4252) 
=x" sax" t sax" 72e Bu axes. 
x X351 - 


anti fxs, Fanti) Fen 7(з,-Езїаһ+)+ т ee 
"Fx(5n -an4152-3)-- 55241 
এখন 53 Hanti =ar Hag tH: Fan tant 
58 -054151 =S2 Hangla Fag +H +a,) 


тату аа, an, ৫॥+1 হইতে গৃহীত ছুই দুইটির গুণফলের সমষ্ট 


5в4п +1 = ау, Ag, аз, “7, An, Anyi প্রভৃতি সমুদয় পদের গুণফল | 

সুতরাং দেখ! গেল যে যদি % সংখ্যক দ্বিপদ-উৎপাদকের একত্র গুণক্রিয়ার СОН 

বিধিগুলি 59%5 হয়, তবে যখন (%+1) সংখ্যক উৎপাদক একত্রে গুণ কর! হইবে, 
তখনও 9 বিধিগুলি 599% হইবে; কিন্তু যখন 40 উৎপাদক একত্ৰে গুণ করা 

হইয়াছে তখন এ বিধিগুলি wes হইতে দেখা গিয়াছে) স্থতরাং যখন 5% 
উৎপাদক একত্রে গুণ কর! হইবে তখনও fifa D অনুস্থত হইবে, ইত্যাদি ইত্যাদি; 
স্থতরাং যে কোন সংখ/ক (817 উংপাদকের ক্ষেত্রে বিধিগুলি অনুস্ত eui 

বিশেষ ক্ষেত্রে, যদি ধরা! হয় ар=аа=аа= ---а,-а (মনে করা qta) 
তবে তখন বাম পক্ষ (442)? ; 

আবার 5; =а+а+а+ n সংখ্যক পদ -172- "Са 


за =а? Ба? Ба? + "Сз সংখ্যক পদ Hn a= Cas 
58= ৫8+ a? Ба? - "Cs সংখ্যক পদ 
="Cs a, ইত্যাদি | 


nín— 1Yn—2) s 
817 


west যদি n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হয়, তবে 
2৮৮৮৮ x" 222+... 
e Dn n Dunn pupa". 


(ইহাই হইল ধনাত্মক অধণ্ড সূচকের wg fate 991919 1) 
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T4. (1-х) এর বিস্তৃতি: দ্বিপদ্র সহগ 

পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদে সুচক п ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে ছিপদ উপপাগ্টি নিয়রূপে 
বিবৃত করা হইয়াছে : 

(xa)! ৯৮৯7৮ 057-5445 02287228455 

Сухт та "Са" 

G) xaa পরিবর্তে 1 এবং এর পরিবর্তে х লিখিয়! দ্বিপদ উপপাচ্ছের একটি 
আরও সরল রূপ পাওয়! ЕГІН 

(LE3'-—l-'Cuck'Cax* e. Сд Сх" 

Gü) ая পরিবর্তে 1 লিখিলে waw পাওয়া যায়-_ 

(+1) 27450557275 Cua Ст +"C, 

(9 এবং (и) হইতে যথাক্রমে x এর ঘাতের ER এবং অধ:ক্রমানুসারে (1+ 2)" 
এর বিস্তৃতি দুইটি পাওয়া যায়। বিস্তৃতি দুইটি যে একই তাহা৷ অতি সহজেই 
প্রমাণ করা যায়? ("C,-"C,., সম্পর্কটি ব্যবহার করিলে)। 

আবার যে ক্ষেত্রে প্রথম পদটি এক তাহার উপর একটি দ্বিপদ রাশির বিস্তৃতিকে 
সর্বদা নির্ভরশীল করান যায়_এইরূপে_ 


(х+а)" = "(1+3)" = x" (-y)*, যেখানে »= ৫, 


x 
lata)" = a (1-2) қа ыу, যেখানে 2-2. 
ইহার পরিপ্রেক্ষিতে :(1+%)" এর বিস্তৃতিকে দ্বিপদ 884194 গ্রমাণ-রূপ বলিয়া 
ধরিয়া লওয়া যাইতে পারে (өт উপপান্চটি এই প্রমাণ আকারে (যেমন আরোহণ 
প্রণালীতে) প্রমাণ করিতে ছাত্রছাত্রীদের একটি সুন্দর অস্থুণলন হইবে৷ 
эу সহগ ` 
ঘিপদ রাশির БФ sm থাকিলে, ধরা যাক x, C, এর স্থলে С, লেখা 
স্থবিধাজনক, (С, এর উপসগ টিকে প্রশ্নে উহ রাখিয়! )। অতএব লেখা হয় 
(+2) = Cot Сух Сз С, +. C, aut 14 Cx, 
এখানে Со, Сі, Ca, +, Ca কে (1-0! এর AAR সহগ বলা হয়! 
ইহা হইতে দুইটি ফল সরাসরি পাওয়া যায় :— 
G) (ет সহগগুলির সমষ্টি 
অর্থাৎ Co+Ci+Cs+--.+C,=2". 
ves [ (1+ х)"аз বিস্তৃতিতে x—1 বসাইয়া ] 
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Gü বিজোড় স্থানীয় পদগুলির ছিপদ সহগগুলির সমষ্টি জোড় স্থানীয় পদগুলির 


সহগ সমষ্টির সমান এবং উহাদের প্রত্যেকটি-2-: , 
অর্থাৎ Co +C +C I+: — C4 Cg +C t — 2771 
[14 x) =Со+С:.х+С5х2+::: Сх" 9 х= -1 বসাইলে 

Оо Cat Ca СаО 
অর্থাৎ Co--Cg-- Cat — C+ C+ C+ 
-% (Со Cg-- CF) + 
(Ci Cs Cs 4-7) 
= für সহগগুলির সমষ্টি ] 
=1.2"=2"-1 ] 


সহগগুলির মধ্যে কয়েকটি প্রয়োজনীয় AIT 


নিম্নের উদাহরণগুলিতে farr 


দেওয়া হইল | 
প্রশমাল! VII(B) 
(14- 2)" = Сох Сз... Сх" হইলে প্রমাণ কর 
1. C4 :: 264: 303 FF nC on 2-2 
[ বামপক্ষ = "С. 2," C93." Ca n C, 
abd: n(n- 1) +3n(m-l(n-2),... "(п-1)-21 
21 31 n! 


(n—1) , (n— 1)(n -2 n—1)Y(n-2)-2.1 
[eoe 1 + 09-9 tu | 


=п[1+”7*С,-+"71С6„+ фео tti] 
=n(1+1)" 1 [((12-x)' * fagfsce +=! 431941 ] 


=л,2%-1] 
2.504 - 204: BOE 1 (107186, =0 
Сі. Cs, ...... 20, Бат 
Зо дыы TU ip AFI 
in 
| чие" HEIC + '© 
Yn-2)-324 


zian ибп) onnal 
12৮ 


- 1 |в, (ә иба) n 


— nlt 1! 21 3! 
2 n )n(n— 1): 92.1 
t (п-Ғ1)! | 
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dirt, азасы nds কয] 


7 

apa || 25] 
+1 

С. 


п+1 


егей Ca AR Liy С» 17 
Жабат та aum e ntl n+l 
65:68 с. с, QA 
BOLA Ae аланы 
6. (i) са "өө -F(4n--1)C, — 2^(?n--1). 
(ü) Co 3C, -5Ca (2n 1)C, - 2^ (n--1). 
C; pCa 3Co L...... Co = n(n+1) 
7. e "C, tios + nue 2 ^ 
=! "Cs xe "C 
[тат io "C, +3. = 79 Un “Суз 
mum ма m» ds n(n— 3872) 2324 
n(n—1) 
+ 1 СА 1) e Mora 
hc һ-1 n(n-1)-3 
+n, n n71--21 3, [n-1 
n(n-1)--2 
7nd (n- 1) (n2) 241 
тп স্বাভাবিক সংখ্যায় тё ne D] 


8. (Co+C,)(C - CNC - C4)---- “(Сһ-%С,)- 
сас, c, тыу 
[ প্রকৃতপক্ষে প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
Со%С, 2108. Cy+G,.. C. +C, (п+1)" 
Det WHERE СЕ nl ^ 
vi vic Cr @ ы C. +C ৬0,541 
С, "Cra "Сын noer- 
9. 2044-22, Capat i Caii ua! Ca nt 
2 3 ntl ntl ^ 
804): কোন অভেদে উভয় পক্ষের mastana পদগুলির সহগগুলি সমান এই 
তথাটি পরবর্তী উদ্দাহরণসমূহে কাজে লাগাইতে হুইবে। কয়েকটি ক্ষেত্রে 


: 
| 
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ক্যাল্কুলাদ ব্যবহারের ইঙ্গিত কর! হইয়াছে কিন্তু উহা অপরিহার্য 
নহে। 


10. () Co tC RC. e oce OS Т аі: 


12% 
m-l[n+1' 
(iii) С.С. +С:С, + +СС,+8+ 0547 +С„-,б„ 
Lom 
dor Intr 
সমাধান-স্পষ্টতঃই পাওয়া যায় 
(C, Cix Cox - + Cíx")(C, -C4x Caxt i CS x") 
— (1-F x)" (1-F x)" -(1-- x)?" es (A) 
x 43 সকল মানেই (A) সঙ্ধদ্ধটি দতা, অতএব ইহা একটি অভেদ | উভয় 
পক্ষের x" এর সহগ সমান ধরা হয়। 
(i) (AXR বাম পক্ষের "এর সহগ 
=C C,+C,C,-i+CsC,-s +: +C,C, 
» 09403240997 °° TC, যেহেতু С,-С,-, 
(A)র ডান পক্ষের х" এর সহগ অর্থাৎ (1-6 a)?" এর х" এর সহগ 


(а) CoC1--Ci1Cg t CaCa -+С„.,.С„= 


=g = QI. 
^" nin! 


সুতরাং ফল (i) পাওয়া crm | 
(i) CA)s বাম পক্ষের.৮*-॥ এর সহগ 
=C,C,-y+C,C,-s+CsaCy-# 77 +C,- iC, 

=CoC1+C1Ca+CaCs + +Cn-1 Соз যেহেতু С. =C,-, 
(А) ডান পক্ষের অর্থাৎ (1 +<)2" এর x71 এর সহগ 

BO y= le ; 

তে 
স্থতরাং ফল (ii) পাওয়া গেল। 

(ui) 849414 রাখা হইল । 
11. (i) С,--2С,-%3Сҙ----- +(n+1)C, =(n+2)2""1 


(ü) C,*-2C$*43C,9--- .- +nC,2 = এ 
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[সমাধান G) বামপক্ষ- (Co. C, EC С) H (C12, + 
^ +nC,) 
—2"-n2"-1 [প্ৰশ্ন] দ্ৰষ্টব্য ] 
—(n-2)2^-1, 
Gi) কিছু ধারণ! (0) হইতে পাওয়া যাইবে | | 
দুইটি শ্রেণী বিবেচনা করা! যাউক, যথা | 


00717521 


—nz[l-c"-7!Cix-71C,x2-p.s.- 4৮-50-5475] 
=пх(1+х)"-1 
এই শ্রেণী দুইটিকে গুণ করিয়া পাওয়া যায় 
(Cox Сухт Сх"... TC, ax" C) 
X(Cix-2C5x? 3C3 x3 + 2. nC, x?) 
7 nx(1-4- x)?"71, 
ইহ! একটি অভেদ। উভয়পক্ষের x" এর সহগ সমান ধরিয়া (ii) সহজেই 
পাওয়। যাইবে 1 ] 
12. C,*-C,* E C42 - C334... £(- 1)" 0,2 
০, যদি n 54455; 
=(—1)"2 "Са, যদি n gm হয়। | 
[ দুইটি শ্রেণী বিবেচনা করা যাউক, যথা 
(1- 3)^ 2C, - Cax Cg? — ... eR - 196^ 
এবং (А) C tC EC xus ЕС, 
‚ শ্রেণী দুইটি গুণ করিয়া উভয় পক্ষের <" এর সহগ সমান ধরিলে দেখা যাইবে যে 
(1-43) fegfes সকল পদেই < এর যুগ্ন ঘাত রহিয়াছে) সুতরাং (n "E 
হইলে) x" এর সহগ শূন্য । সুতরাং... ] х 
. 13. C,+2Cix+SCsz2+ 2. +(n+1) Сх" শ্রেণীটির সমষ্টি নির্ণয় 
কর এবং ইহা হইতে সিদ্ধ কর যে, 
০420,130+-... 48640007484 8) 2 
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[ প্রথম প্রণালী š 
culo =(С,-+С,х+С&х®++ БС, 
(05172082214 2 “ҒаС,х”) 
—(1- 2x)" nx(14 х)" 
х=1 বসাইয়া, 
C,42C,3C54-— +(n+1)C,=(n-+2).2"-1 


*দ্বিতীম্ব প্রণালী š 
( ক্যালকুলাসের ব্যবহার ) 
Cox Cx? E Cat e TC, xr = x1 x)" 
সম্পর্কে উভয় পক্ষের অস্তরকলন করিয়! (differentiating) 


C, -2Cix3Cgax3 t তি +(п+1)С,х" 
=(1+x)'+na(1+)"" 1]. 


*14. C;i+22C;x+32Cszx2+42C x8 b o +з°С„х"7% 


শ্রেণীটির সমষ্টি নির্ণয় কর এবং 
07250573508: -(-1)"1n*C, এর মান (৮৯৪১ 
নির্ণয় কর । 
[উঃ n(1+x)"-2(1+nx); 01 
ж15. প্রমাণ কর £ 
—-4CacÀiCs--- Rogo, 
=1+4+4+ +t 
[ ক্যালকুলাসের ব্যবহার : 


С,+С,х+С»х#+...+С„х" =(1+х)" 
(48125271421 


J s х; 
Ci Cox Car А Е 
%= -1 হইতে х=0 844 সমাকলন (Integration) করিয়া 
80548057777 ic 


9 x PT 
= ge 145 . যেখানে 142, 

E ০ 
( ১:১১ Integral এর নিয়ম ব্যবহার আরও যুক্তিপূর্ণ ) 
= [аве 1) dy=1+3+ 3+... +] | 


0”, 
ж চিহ্নিত প্রণালী প্রথম পাঠে বাদ দেওয়া যাইতে পারে। 


220 207 far উপপাদ্য : qaum অখণ্ড সুচক 


16. C,-2C,t3Cs-... ...( - 1) (n-- ULC, -0. 
17. С.С.- C41C, a+ CaCa =°: e(-0D''C.C. 
r n! 
=E প্রা যদি r um হয়, 
r Wim হইলে ইহার মান কত হইবে? 

18. CI-+3Cy-+5Cy+-- m 20s AC. -F6C S m n2" 72 

19. Cg442C34 3C44-- = +(n -1)С,= 1+(п- 2)2"-1. 

20. C,?--2C43 -3C5 4---- ----F(n--1)C.? 

(n2). [2n-1 
[n |һ-1 

21. (1774) 07৯)" = (1--x)^*" এই অভেদটি ব্যবহার করিয়া Vander- 
monde এর 944%: "C,-"C,.,. "C, +"Cr-g. "Cain +"C, 
="*"C, প্রমাণ কর। i 


22. প্রমাণ কর 
(С.С Сз Сп) +2" CH?" Cat... 2". 


23. (1+x)'=C,+C,z+Csx2?+ © +C,x* হইলে ৫'র সকল 
মানের чэ প্রমাণ কর 


i Се Са Сиу. 
0 a a41 AFA ab ৮727 


! 


(i) а-С,а-1)%Сұа-2)-- ---(-1)(а-п)-0, 


প্রশ্থমালী УП (С) 
(বিবিধ প্রশ্ন) 
[A] 
L (L-x)'et বিস্তৃতির (їзїї, তৃতীয় এবং চতুর্থ পদের সহগগুলি সমাস্তর 


-প্রগতিতে থাকিলে প্রমাণ কর যে п-7. 
2. (17) এর কোন খাতের বিস্তৃতিতে a, b, c পর পর তিনটি সহগ হইলে 


2ac+b(a+ 
প্রমাণ কর যে ওঁ দাতের সুচক ae bat) এবং a যে পদের সহগ তাহার 


LL 
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[ ধর! যাক্‌ ঘাতের সুচকটি n 
a, b, с যথাক্রমে (741) তম, (7+2) তম এবং (r +3) তম পদের সহগ। 
সুতরাং а= "cr, ра "суд, С="С,+а. 


b салып ri fn dou 


a "ó rl r+2 
n— r= yfaql (+1) w ; (r+2) c=by-b 


বা, eu (r--1)b3 = (r--1--1)ac-- ab 


ас+аЬ _ a(b+c) 


c b3?-ac b2-ac 


a হইতেছে ку 212 তম পদের সহগ। 
съ». г 22০: b? -- bc 


ШТ; а Ха Zac bš—ac 
অথাৎ arate 
_ falb+c) ту. b2+bc 
৯.১: ін -ас t b3 — ac 
81 -Fbc , 2ac — ৮৪৫৮2৫০4৮৫০) 
MN Am fica" b? — ac b* — ac 
টাকা £ 0D স্মরণ রাখলে ছান্র-ছানীগণ উপকৃত হইবে 1 


з. যদি a,b,c, d যথাক্রমে («+ 8)" বিদ্তৃতির (n ধনাত্মক 546 সংখ্য 
হইলে) তৃতীয়, চতুর্থ, পঞ্চম এবং ub পদ হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


b2— ac 5а, 
(4-84 3c 
= 5ab 
ইহা 524 T uM ЗБ প্রমাণ করার সামিল 
Te 
ab 
1413-9479 
bc 
bc 
অর্থাৎ? 5-5 প্রমাণ করার সামিল। 
bc 


এখন উপরিলিখিত টীকা ব্যবহার কর। ] 
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4. (х+а)" বিস্তুতির তৃতীয়, চতুর্থ এবং পঞ্চম পদ যথাক্রমে 84, 280 এবং 
560 হইলে, প্রমাণ কর যে х-1,а-2 এবং n77. 
. 5. যদি দ্বিপদ রাশির বিস্তৃতির দুইটি পর পর পদের সহগ সমান হয় তবে প্রমাণ 
কর যে উহাদের ঠিক পূর্বের এবং পরের 79919978 পরস্পর সমান। 
6. r এবং % এর মধ্যে সম্পর্ক নির্ণয় কর যাহাতে (1--х)2" বিস্তৃতির 3/তম 
এবং (у +2) তম পদের সহগগুলি সমান হয়। [& mr] 
7. (1--х)4% বিস্তৃতিতে (2r--1) তম এবং (৮+2) তম পদের সহগগুলি 
সমান) প্রমাণ কর যে ›=14. 
8. দেখাও যে (1++х)#" বিস্তৃতির মধ্যপদের সহগ (14%)2"-* বিস্তৃতির 
মধ্যপদ-যুগলের সহগঞুলির সমষ্টর সমান t 
9. (х+а)" বিস্তৃতির чүй পদগুলির সমষ্টি A এবং যুগ পদগুলির সমষ্টি B 
হইলে, প্রমাণ কর যে А? — B? = (x? — a9)". 
10. প্রমাণ কর যে (1+)"*! বিস্তৃতির х'*1 এবং x' এর সহগের অস্তর 
(1+х)" বিস্তৃতির х tt এবং x" -£ এর সহগের অস্তরের সমান। 
11. xj хау Xa, xa যদি (14-x)" বিস্বৃতির যে কোন পর পর চারিটি সহগ 
হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


Кз! TL x. D 
хүбла Xgdx. хаха 


12. па কোন 544 ধনসংখ্যা হইলে দেখাও যে (9-4 ,/5)" এর অখণ্ড 
অংশ একটি অথণ্ড অযুগ্ম সংখ্যা হইবে | 

13. যদি n একটি 548 ধনসংখ্যা (n1) হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
42" — 151-1 441% 225 দ্বার! বিভাজ্য হইবে | 

[লিখ 4#"=16° =(1+15)* = 1152 7 Das. +(15)" ; 


-satee e] 
14. যদি n এর মান 3 অপেক্ষা বৃহত্তর যে কোন অখণ্ড ধনাত্মক সংখ্যা হয়, 
তবে প্রমাণ কর যে 
L2,"C, -23.'C,-,-34.'C, 9 - +(- 1)" (+1) +2) 2. -3C,. 
15. n একটি ধনাত্মক 5468 সংখ্যা হইলে, দ্বিপদ উপপাগ্যের সাহায্যে 


প্রমাণ কর থে, (eu 2. 


жаты e বালি E 
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16. [+ AJ. o- 9: বিভ্তুতিতে x বঙ্জিত পদটির মান নির্ণয় কর। 


(8: —61,000] 
17. (1--х)" fagfece তিনটি পর পর পদের সহগগুলি 182: 84:30 
অন্গপাঁতে আছে। প্রমাণ কর যে, n-18. 
18. (3+22)21.(2— x)*9 әгә যদি p এবং q যথাক্রমে x এবং x? এর 
সহগ হয় তবে, প্রমাণ কর যে, 9p 29. 
19. (1-x?-Fx*).(1-2x9)!? বিস্তুতিতে x12 এর সহগ নির্ণয় কর। 


(6: 162,448 | 

20. (1--х)” বিস্তুতিতে C, যদি х' এর সহগ সুচিত করে, তবে প্রমাণ 
бала Са балалы us S2 
4 а-а-а Ж Ber ত ra 


21. "ff doar, аз, a, সমান্তর শ্রেণীভুক্ত এক প্রস্থ সংখ্য! হয়, তবে 
প্রমাণ কর যে 
০৮03৫410825 — езе “(-1)" "Cas =0. 


75. n ধনাত্মক 546 সংখ্যা হইলে (1--x)" বা ca)" বিস্তৃতির 


বৃহত্তম পদ নির্ণয় 
একটি সরল উদাহরণ দিয়া শুরু কর! যাউক : 
ЗҮ. 1. =} হইলে, (5+-4)8 বিস্তৃতির বৃহত্তম পদ কোন্টি নির্ণয় wa | 
সমাধান: t এবং 0,44 যথাক্রমে raq এবং (7+1) তম পদ "fos করিলে, 


tril m 480755871 (40 13C, £ 


t, ABC.  518-7(4x) I 8C, ү 


-12- 2-0-1), 4% যেহেতু x-4 


КЕ 
15r 


এখন 1,4420, হইবে যদি 803-01 হয়। 


অর্থাৎ যদি 104—8r2 15r হয় 
অর্থাৎ যদি 7 <= 418 হয়। 
অনুরূপভাবে trpi <t, হইবে যদি r> AME হয়। 
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৮৮:৮4 বা 3 বা 2 31 1 হইলে £৮++৯৯%* হইবে 
অর্থাৎ ts >t >t >t >t হইবে | 
আবার যদি ৮-5 316 317 ইত্যাদি হয়, তবে try <t, হইবে 


অর্থাৎ >» >t >t >t з з RA | 
পঞ্চম পদটি হইতেছে বৃহত্রম T | 
যাচাই করিয়। দেখা গেল 5ম পদ-(11 xS xt) 


আরও সাধারণ ста বিবেচন! কর যাউক : 


Wwi.2. (1--x)' বিস্তৃতির কোন্‌ পদটি বৃহত্তম পদ নির্ণয় কর ৷ 
ЖЄ рі 
নতি 2 NEL 


৮+/৯৯, হইবে যদি (n-F1)x rx] 9r হয় 
অর্থাৎ যদি ОЕА হয় 
1+х 


সমাধান : এখানে += 
t, 


হইবে 


অনুরূপভাবে, t, <t, হইবে যখনই, ৮৮৪12, 


ক্ষেত্র 1. ধরা যাউক 0 কটি ТЕСТ 


তাহা ছইলে tout ке এবং t, 7114,1 অপর যে কোন পদ অপেক্ষা 
বৃহত্তর হইবে। 

॥ t (п+1)х 

ক্ষেত্র 2. ধরা যাউক "7 


তাহা হইলে t, >, হইবে, যখনই rq এবং যদি 7= হয় ; 
Гаа t, 41 <t, হইবে, যদি rm q- 1 এবং যখনই rq 1 হইবে। 
2. 6৭+৯৯৫৫৯৯৫৫-87 cn এবং tetta terati M 
744 হইতেছে বৃহত্তম AT | 

> etate VII(D) 

1. Бая বিস্তৃতিগ্তলির কোন্‌ কোন্‌ পদ বৃহত্তম পদ নির্ণয় কর : 

(0 (৫142৮), যদি += হয়; (и) (1--2х) যদি х-3 হয়; 
(ui) (7+2)%9, х=3 হইলে; (iv) (1+3%)1, x হইলে; 
Ó) (ax—by)!9, যদি ৫2, ৮০5, 2=3, у= 131 


=+ একটা ধনাত্মক 40% ভগ্নাংশ | 


| 
| 
l 
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2. (1+2)? fewfen মধ্য পদটি বৃহতম পদ হইলে, 634 কর যে x এর মান 


db: 1 
1 pr S Io এর মধ্যবর্তী | 


3. দেখাও & এর মান এবং "ш মধ্যবর্তী হইলে (1+4+х)3"+1 


eva 

বিস্তৃতির বৃহত্তম পদটির সহগ ও ques হইবে। 

TRI! 7 এর যে মানের জন্য "С, বৃহত্তম হয় তাহা হইতেছে sd», যখন 
n যুগ্ম) এবং = (п —1), বা 7৮841), যখন n অযুগম। ইহা সহজেই 
"C, ,:" C, অনুপাতট [atate] করিয়া এবং উপরের উদাহরণগুলর সমাধানের 
42194 দ্বারা প্রমাণ করা যায়। 

4. নিয়ের বিস্তৃতিগুলির বৃহত্তম সহগ নির্ণয় কর : 

() (102)!9; (а) (43); (i) |. (127 x)*"**. 


t $n 
5. (+2) বিস্তৃতির কোন পদের সহগ বৃহত্তম ? 


উত্তরমালা 


1 (i) 44 53; (1) 9x; (ІН) 94, 104; (iv) 84; (v) 84; 
; ; m3] _- 

4. (i) 952; (Н) 462; (iti) @й ЮТ ЖЕЛ” 

5. (n+1) তম ) 


«т» We, 
* Library ы 


=. 
Calcutta АЈ 
* B. c. x 


15[AL] 


8C 
দ্রিপদ উপপান্ত : সাধারণ আকার 
( BINOMIAL THEOREM : GENERALISED FORM ) 
প্রয়োগসমূহ C APPLICATIONS ) 


81. সচল] ( Introduction ) 

পূর্ববর্তী একটি অধ্যায়ে অসীম শ্রেণী সম্পর্কে ধারণার 9541 কর! হইয়াছে । 
বর্তমান অধ্যায়ে সাধারণ আকারে দ্বিপদ 24819 বিনা প্রমাণে বিবৃত করা৷ হইবে এবং 
দ্বাদশ অধ্যায়ে 956 ও লগারিদ্ম্‌ শ্রেণী বিবৃত হইবে। এইগুলি প্রমাণের wy 
উচ্চ কলন 41 'ক্যালকুলাসে” জ্ঞান থাকা একান্ত প্রয়োজন ৷  স্থৃতরাং ইহাদের রীতি- 
সন্মত প্রমাণ দিবার কোন চেষ্ট! কর! হইবে 411 কিন্ধ ест ব্যবহারিক প্রয়োগ 
সম্পর্কে অনায়াসে অনুশীলন করা যায়। সমগ্র অধ্যায়টিকে এই প্রয়োগ বিষয়েই 
নিবন্ধ রাখা হইবে। 


82. অসীম [зїї শ্রেণী (Infinite Binomial Series ) 
1. m ধনাত্মক 549 সংখ] হইলে এবং x এর যে কোন মানে সসীম শ্রেণী, যথা: 


zi -1(т-2 Й 
аса ) a „тт D снази теа 


এর একটি যোগফল আছে এবং উহ! (1--х)"; শ্রেণীটির শেষ (৮41) তম পদে, 
কারণ ইহার পরবর্তী প্রত্যেক পদের সহগে (т-т) এই উৎপাদক অর্থাৎ 49 
থাকিবে, যেহেতু (m-- 1) তম পদের সহগ হইল 
m(m — 1)(m—2)---(m — m - 1). 
im 
2. mss সকল বাস্তব মালের জন্য, অদীম শ্রেণী, wa : 
1c mx 4 0n D a min - 00т 2), sy... 


2 Е 
ra mim - D(m- 2) --(n-r--1) 
+ F 551 (2) 
equ тіт-1)т-2)е > (m-r+1) , 
ral 1 
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হইল অভিসারী, যদি -1<% <! (অর্থাৎ যদি | | <!) হয়। еті যখন 
হয়, তখন শ্রেণীটির একটি 442 থাকে ( অদীম পদ পর্যন্ত সমষ্টি বলিয়াও কথিত ) এবং 
উহা (1+ x)" এর ধনাত্মক মানের সহিত সমান। স্থতরাং ইহা! তখন লেখ! যায় যে 


0+৯-1+ es 2 
ইহাই হইল 1494 99191294 সাধারণ রূপ। অসীম শ্রেণী (2) কে বলা হয় 
{чэт শ্রেণী ( Binomial series)! ইহার সহিত আরও বলিতে হয় যে x=1 
হইলে ছিপদ 945190 সত্য হইবে, কেবল যখন mL —1, এবং х= — 1 হইলে | 
উচ! মৃত্য হইবে, যখন কেবল m0. 
Яң4% ছাত্রছাত্রীদের স্মরণ করাইয়া দেওয়। যাইতেছে যে 
"mx "т. 1,2}... ... এই অসীম শ্রেণীর saa পদ পযন্ত সমষ্টি হইল 


(l+ x)" এই উক্তির তাৎপর্য হইল নিম্নরূপ, যথা t 
শ্ৰেণীটির প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি =5,॥ হইলে, অনীম পদ 44% সমষ্টি বলিতে 
বুঝায় S, এর Atata মান ( limit of Sa), যখন n, 
"(EL x)" 2lim ১০ ше BLS mEn 


৪৯০০ М 


মন্তব্য ৪ 

1. যদিও 85% т এর যে কোন বাস্তব মানের জন্য দ্বিপদ 949190 বিবৃত করা 
হইয়াছে, তথাপি বর্তমান গ্রন্থে т এর কেবল মূলদ মানই উল্লিখিত হইবে ; m এর 
শমূলদ মানের বিষয় বিবেচনা কর! হইবে না। 

2. বিশেষ সতর্কতার সহিত ইহ! লক্ষ্য রাখিতে হইবে যে (1--2)" এর (2) এর 
আকারে বিস্তৃতি পাওয়া যায়, কেবল যখন- 1:৩1 (বা | 4 | <!) হয়, এবং 
যখন x= + 1, তখন т এর মানেরও সীমাবদ্ধতা থাকিবে 1 যদি >>14х<-1 
হয়, তবে দ্বিপদ শ্রেণীর কোন সমষ্টি নাই ( অর্থাৎ শ্রেশীটি অভিনারী নহে )। 

3. নিয়লিখিত পদ, যথ। £ 

m mot эзе (m—r+1) r কে 


শ্রেণীটির সাধারণ পদ 31 (r4-1) তম পদও বলা হয়। 
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4. "C, এর প্রচলিত অর্থ (অর্থাৎ m সংখ্যক বস্তু হইতে ?টি করিয়া৷ লইয়া 
'সমবায়ের সংখ্যা ) অনুসারে এই অস্কপাতন (notation) ব্যবহার করা! যায় না, 
যদি m ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা না হয়। কিন্ত যদি নিয়ের সাঙ্কেতিক পদ্ধতি স্বীকার 
করিয়া লওয়া হয়, যথা : 
পা 1(т-2)-(т-т-1) 
7) r! 
তবে т ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা না হইলেও দ্বিপদ বিস্তৃতিকে নিয় আকারে লিখিতে 
পার! যায়, যথা £ 
НИЕ Quar 


т 


(৮০1), 


5. ভবিষ্যৎ প্রসঙ্গের জন্য নিয়লিখিত বিস্তৃতিগুলি таса স্মরণ রাখিতে হইবে : 


(G) A+) t=- 4442-48-42 ০০ +(—1)'x' 
d + Ox | <1): 
G) (1—х)%*=1++х-+х%+х%+ Q ha 
oe xD. 
(ii) (1--x) ? 21—2x-43x3 -4x34 -. +(—1)'(r+1)x' 
না (141 <1) 
(v) (1—х)7®=1+2х+3х#+4х%+ 772৮4171087 
+оо. (|х | <1) 
о) (+a? 21-3x-F632—1049 p 2... 4 
ty €. 015) <i) 
(л) (1-а) *-143x- 633-1033 4 2... 
+ CHD) se + 7611 


৷ (ш) (Ee) tn ae ED a natn a ү 


+(-1)'"@+1) Š (n+r-—l) ry 
r1 


(98) (1-ху" meni анаа 


vo ent DO Deeper Dus ает (|x | <1). 
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ба) (ауа pera 199... 
erbe Je = sr (dx | el). 


2.4.68 · 


с 13 20135 
1- үз 4: 1 ,2 x3 4%. 
(xr (L= x Tier টা 


135.-: Su Qr—1) . 


ee ЕЕЕ ЕЗІ 


(xi) (14x) 0 
-i-» gerere x^ _ ию+ао+2@[д\# + 
4 


Ea LN orae u e (111) 
Iz q 


(xii) (1—x)- ^0 = 152 15167 еи + 


a o9) ৮৮32 dace е 
[ke 

টাকা | 1. (x) বা (ruS লক্ষ্য কর যে AANA লবসমূহের 

беифат А.Р. তে আছে, যাহার প্রথম পদ p এবং সাধারণ অন্তর ৫; পরে 

жеге খণ্ড সূচকের ক্ষেত্রে দ্বপদ শ্রেণীকে চানতে ইহা সাহায্য 2004: р 


А.Р প্রথম পদ 
337০5255448 83 5 
হইবে - eR [ ec 83 এর উদা. 5 694111 


2. উপরের талй যাচাই FRAI দোখতে ছাত্রছাত্রীদের পরামর্শ দেওয়া 
যাইতেছে 1 নীচে দক্টান্তমূলক উদাহরণ হিসাবে ইহাদের কাঁতিপয়ের প্রমাণ দেওয়া হইল | 
83. প্রয়োগসমূহ 

Swi 1. নিমের প্রতি ক্ষেত্রে | x | <! ধরিয়! দ্বিপদ শ্রেণীগুলি লিখ : 

(1+5)-8, 1—3-5, 1-3) 01) 3. 
O Ataera C96 3- Da 
4C9X-8 C3 2s 

ЗСЗ 173-2) (езу HDL 


r! 
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1-3: (- 1903.3 4 - 1995598 +: 


r 3.4.5... r(r--1) 102) 275 
১: 1.2.3.4.-- 


=1-3х+6х2 – 10x? -- 
2705 EE ДЕТІ 


6) Q-27*-14(-3( 73) 3C 3- Du уа 
পাটি 4 
423(28-1«-3-2) (-3-ен1) | 


r! 


A 3.4 243.45, 5 1১. 
LE3x y 2 +, 23* + 
+(—1)?' 949 voro), + 


—1-3x-F6x?-F10x? 4... 
CEDES, 
+= i123 * m 
б) (radere pe СС, 


кез 3x 82554 
4C C әне -2-(-i-eeD,, 


+(-7185-@ SE 


2r 


aye 


А 


প্রয়োগমনূহ 231 


(ь) (1-78: সাধারণ পদটি প্রথমে প্রদণিত হইল : সাধারণ বাঁ (41) 


তম পদ 
_-8&-8-1005852)৮058-00-5) 


1% 
лала ৮০০২, 
Hc NEA E cvm ar 
(—1)”. রি Ey (-1)”х 
Ы (2r — 1) 
2r 21) н 
(517 হি? 
IUIS (27-1), 
2456. 2r ; 


geat দেখ যায় যে শ্রেণীটি iiaa শ্রেণীরই অনুরূপ হইবে, পার্থক্য কেবল এই 
যে এক্ষেত্রে সমুদয় পদ ধনাত্মক | 
wi. 2. Gra)" এর বিস্তৃতি, যেখানে т হইল যে কোন 4184 
সংখ্যা | 
ক্ষেত্র 1, xe |£ ct অর্থাৎ বদি ele lal 
| 


অর্থাৎ যদি _ | ৫ | <x< | এ হয়, তবে 


(к+а"=а"{1+®)`=а"{1+т® nim Die. ToS Y: 
ক্ষেত্র 2. যদি НЕШЕ <! হয়, তবে 
(x+a)" =x" (3 -: "те erem 1) & naet ) 


প্রতিটি ক্ষেত্রে (৮4-1)তম পদটি লেখা প্রয়োজন। 
টাকা | ক্ষেত্র la িদ্তীতাট বৈধ (valid), যাঁদ a" বিদ্যমান হয় এবং ক্ষেত 
2এ বিদ্তাতি বৈধ, যাঁদ x" বিদ্যমান হয় । 2440 হইল (х--а)" এর х এর ঘাতের 
Ф সাজ্জত বিস্তৃতি এবং দ্বিতীয়টি হইল а এর ঘাতের Фа সাঁজ্জভ 
(452% | 
89. 3. ж এর বিস্তৃতি নির্ণয় কর, যখন >l. 
এখানে х>1, অর্থাৎ ০, 
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СОЕ 
1-11 ыз 19514... 
সাধারণ পদ-10-1)৭ 035-00-10) 1 


-2(-1)135 MEN (ат 


246---2r ұта 
Зи. 4. (1+22)53 এর (7-1) তম পর নির্ণয় কর, প্রদত্ত | x | <1- 
এখানে | 2% | <1; স্থৃতরাং বিস্তৃতিটি বৈধ হইবে। 
(৮+1) তম পদ -08-2-8— r+ o) 


252/- Dl- 3r —8уүе „у, 
n " 


pes 20552445088, (৮৯০) 
প্রথম পদ দুইটি হইবে 1 এবং 5.(8%). 
উদ. 5. নিয়ের শ্রেণীটির অসীম পদ পযন্ত সমষ্টি নির্ণয় কর : 


10, 10.16 , 10.16.22 
14-46 у 10.16.22 
jm 9 9.18 + 9.18.27 i 


[সাধারণ রীতি-বহিভূর্ত পদ্ধতি ( Informal approach ) লবসমূহের 
উৎপাদকগুলি А.Р.с® আছে, যাহার প্রথম পদ 10 এবং সাধারণ অস্তর 6; স্থতরাং 
চক = —Ай= —{ লওয়া যায়। যেহেতু দ্বিতীয় পদ = 42, অতএব x এমন লইতে 
হইবে যেন - ু৫= 10 হয়, অর্থাৎ x= - 8; হৃতরাং শ্রেণীটির সমষ্টি vex উচিত 


01-8787 


লক্ষ্য করা হইল যে লবসমূহের উৎপাদকগুলি AD cs আছে, যাহার সাধারণ 
অস্তর 6; ইহাদের প্রত্যেককে 6 দ্বারা ভাগ করা হইল। আবার হরগুলির 
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উৎপাদকগুলিও APS আছে, যাহার সাধারণ 5949; প্রত্যেক হরকে 9 দ্বারা 
ভাগ করা হইল। তাহা হইলে « 


প্রদত্ত ай (LE GUESS. E 


Eq E -p+ C SN SBD gs 


818 


-і4- ауы а" 23/553 Yo. 


ЗИТ. 6. ছয় দশমিক স্থান পযন্ত ,/2 এর মান নির্ণয় কর (өт উপপাগ্যের 


সাহায্যে )। 


যেহেতু 100-2-98-7%2 
7/2-10(1-0024 


বা, ২/2-4%1- 8(002)—3(0:02)2 — (002) — ..] 
= [1 —0'01—000005—0'0000005— ...] 


=x 00899495... 599495 


= 14142135... 
=1 414214 (6 দশমিক স্থান পযন্ত শুদ্ধ মান )। 


З. 7. যদি x বৃহৎ সংখ্যা হয়, তবে 
A(x* +1) – ,(х2-1) এর আসন্ন মান নির্ণয় কর। 


০০ +a- 83) [৯ প্রভৃতি নগণ্য হিসাবে 
বাতিল করিয়া ] 


acp stel. 
(x3 —1)ž= x 52 


(2241) М), |1 afea বাতিল করিয়া 1i 
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ЗТ. 8. যদি q এর সহিত তুলনায় p- q ক্ষুদ্র হয়, তবে у Т? 
নিৰ্ণয় কর । 
› р-ау.{у_рР—4 
4 USE 2 аў 
n/p p qt (р-а 
М®- (ena al Ze 


2) p= qI rS puq. 

шеші ME d 
п/р (n Dp* (n — Da, 
q (n-1l)>p+(n+1)q 


অনুসিদ্ধান্ত। যদি ০-৭=৭% ধর! হয়, যেখানে хрх, তবে উপরের সম্পর্ক 
হইতে পাওয়া যায় : 


пд) 2n n Dx, 


2п+(п — 1)х 


Wwi.9. /(1+22)" এর বিস্তৃতিতে কোন্‌ পদটি প্রথম ঝণাত্মক হইবে 7 
Hy qat ps 
সাধারণ পদ [অর্থাৎ (77-1) তম পদ) 16 DG 2 EET. 2x 
পদগুলি ধনাত্মক থাকিবে, যতক্ষণ 2417, অর্থাৎ r<41 হইবে ৷ 
পদটি প্রথম খণাত্মক হইবে যখন r5 হইবে, 


অর্থাৎ বিস্তুতিতে প্রথম 44146 পদটি হইল (5--1) বা ষষ্ঠ পদ ৷ 


З. 10. (14%)-" এর বিভৃতিতে সাংখামান হিসাবে বৃহত্তম পদ নির্ণয় কর, 
যখন х-% এবং п=20. 


এখানে +4 зет rl, (সাংখ্যমান হিসাবে ) 
51977 2 
r 3 


імі>і,, যতক্ষণ 38+2r>3r, অথাৎ 738 

7=37 444 r এর সকল মানের জন্য t, 44121, ; কিন্তু যদি r = 38 হয়, 
SA trt =t, এবং যখন 7238, তখন ₹,+2 <।+॥ ইত্যাদি | 
tsg=tsə এবং এই ছুইটিই হইল বৃহত্তম পদ (সাংখ্যমান হিসাবে ) | 
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E (1++#х)75+ ,442х,1(3 95.) 
бп. 33. দেখাও যে СНВ А 5(3 21) 
(х2, x9 প্ৰভৃতি বাতিল করিয়া ) 


aon C He, বস e m e. 
স্থৃতরাং প্রতিটি ছিপদ বিস্তৃতির প্রথম. 
দুইটি পদ লইলেই যথেষ্ট হইবে | | 

=4(3- 4x1 T$)? 
-4- AU) — $2 
718-312, [ x3 যুক্ত পদ বাতিল fami J 


Ӛзі. 12. (9 এর বিস্তৃতিতে х এর সহগ নিণয় কর। 


প্রদত্ত রাশি -(1—4x--4x2)(1-- x)? 


-@-4«+ш®уп+ D (- p CE EED g, 


pn 
প্রদত্ত রাশিতে x' এর সহগ= 1X(1--x) ^? এর বিস্তৃতিতে "এর সহগ 


—A X (1-- x)7 এর әсә :*-হএর সহগ+ 4% (14+%)-2এর বিস্তৃতিতে 
+”-এএর সহগ 


= D хораз, +2) 


Syl. 13. অসীম পদ পধন্ত সমষ্টি নিণয় 44: 


2 
36 


221 
3.6.9 


579 


А 3.6.9.12 


+ es 


লক্ষ্য করা হইল যে প্রতি পদে লবের উৎপাদক সংখ্যা, হরের উৎপাদক সংখ্যা 
অপেক্ষা একটি 44: এইজন্য প্রত্যেক পদের ANF 3 (হরের উৎপাঁদক-- 
সমূহ যে A.P.তে আছে, 3 তাহার সহিত অন্তর্গত করা হইল) দ্বারা গুণ করা 
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হইল ও সমগ্র শ্রেণীটিকে 3 чїй ভাগ করিয়া. শ্রেণীটির পূর্বতন মান অক্ষুণ্ন রাখা 
হইল qea 


m 8) (+ 57. 1-2 


Ne Ce c i- е | +: . е fith Gi 


=} a i-j-1 (3 43 -2). 


ереізтізТі VIII (А) 
[প্রয়োজন বোধে যে কোন স্থানে বিস্তৃতির বৈধতা ধরিয়। লওয়া যাইবে 11 


[A] 


1. প্রধম 4টি পদ পর্যন্ত নিয়লিখিত দ্বিপদ বিস্তৃতিগুলি নির্ণয় কর ( абз са 
সাধারণ পদও দিতে হইবে ) : 


O Utert, а@|х|<1; (ü) (৫+) ৪, যদি |< | <2, 
(4) (9-бху 2, যদি | x | «8; 


(w) (4-82)-8 যদি | e | < 41. 

2. সরল আকারে feet: қ 
(n (210-212) এর 14তম পদ, যেখানে | x | «8. 
(а) (38 +64) এর 7ম পদ, যেখানে | x | <. 


Gi) (1255) এর 11তম পদ, যেখানে | | y 
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3. sf n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্য' হয়, তবে প্রমাণ কর যে (14 2)2এর মধ্যম, 
পদ এবং (1-45) 8 এর (n+l) তম পদ অভিন্ন, যেখানে | x | <£ 
4. প্রমাণ কর যে (1-%/ "Ті এর বিস্তৃতিতে 2" এর সহগ, (L=)? 
এর বিস্তৃতিতে x" এর সহগের সমান, যেখানে প্রতি ক্ষেত্রে | < | <! 
5. নিয়ের প্রতি ক্ষেত্রে পাচ দশমিক স্থান 944 মান নির্ণয় কর 1 
G) 498; (i) 8/998, (їй) 3/1003; (iv) UE ; 
(p) (630)79“; (м) 5/3128; (уй! 3/599. 
6. যদি хт wx, তবে নিম্নের প্রতি ক্ষেত্রে প্রমাণ কর যে বামপক্ষের Wins 


মান হইল দক্ষিণ পক্ষ £ 
Q G-23-ü42zp3 e. 


(ii) NE: 2০] 21252 453. 


(ші) MR. 1185485548155. 


28 
(ау) (/0-3х%әз)-1-3-5-- M. 


7. যদি x এরূপ বৃহৎ হয় যে ie নগণ্য ধরা যায়, তবে * x D. 


আসন্ন মান নির্ণয় কর। 
8. যদি b? এর তুলনায় ас Б. হয় তবে দেখাও যে Wah d 4% 


418 দুইটির আসন্ন মান হইল - রর - এবং Tit us 


[5] 


1. প্রমাণ কর যে 


SI LOSS POE FEN t 
AE দাদ 


2. প্রমাণ কর যে 
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3. প্রমাণ কর যে 


ттан пів 1) 57107100552) 2 
THLEZ টিন o MOD mr 
ms n , n(n4-1) ЕНЕ 22. 
ажат RE URB. * д 
4. প্রমাণ কর যে 
2n'2n-- 2) +277(2,12)(2,74)4 ১55 ... 
১৯ 380. 7 0369 * 
mM n panti) n(nc-1(n2), — 
EP Ep ESO h |А 
5. wfrn ধনাত্মক পূর্ণ ЧП হয়, তবে দেখাও যে (5-2 ,/5)" 4 অখণ্ড 
অংশ অযুগা। 


І1--Е-(5--2,/6)" 25" 17৮05517452 J6--"C35"-2. (2 /6)9+ >; 
এখন 5—2 J6 ধনাত্মক এবং 1 অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর, স্থতরাং (5—2,/6)' হইল 
একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ, ধরা যাক Е; 
যেহেতু Е'=5" —'C,5"-1, 2 J6--" C35'-3. (2 J6)3— 2... 
1+Е+Е'=2{5"+"С»5"-®(2 J62 + = = } 
স্একটি অখণ্ড যুগ্ম সংখ্যা । 
(641549 ধনাত্মক সংখ্যা এবং F, F প্রত্যেকে ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশ ; 
яя! Foe Г এর সমষ্টি একটি অধণ্ড সংখ্যা এবং উহা! অবশ্ঠই 1, যাহা! үй, 
I অবশ্যই একটি sap সংখ্যা । ] 
6. দেখাও যে (8+3 ,/7)" এর 548 অংশ ptt, যদি п ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা 
zq | 


£ 
7. প্রমাণ কর যে z এর বিস্তৃতিতে x" এর সহগ 
1, 0,— 1 হইবে, aft n এর আকার যথাক্রমে 3m, 3n —1, 3m+1 হয় | 


8. а এর বিস্তৃতিতে x" এর সহগ নির্ণয় কর। 


9. নিয়ে শ্রেণীটির অনীম পদ পযন্ত সমষ্টি নির্ণয় কর : 


+27 5.7.9 


2+ 33332 t 1435 


পি 
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[С] қ 
1. যদি x এরপ ক্ষুদ্র হয় যে ইহার বর্গ এবং উচ্চতর ঘাতগুলিকে নগণ্য হিসাবে 
বাতিল করা যায়, তবে নিষ্রলিখিত রাশিগুলির মান নির্ণয় কর : 


G) JA-zb-2 | (৪) ৫78%) 7^ (44-3308 


45 
5 3/4 
(82) М8+3х—\/1- = (г) ভি 
(12-599 (44-3) * 
2, প্রমাণ কর যে 
1 14 147 = 3/4 
G) 14128748727 Б 
* SU SB BBL T д; у Р 
б) 1+8+812+81586+ 43/2 —2. 


(90%: উদাহরণ 13 দ্রষ্টব্য । ] 


3. fac ewe প্রতিটির বিস্তৃতিতে x^ এর সহগ নির্ণয় কর (|| «D: 


Gü) (1—2x-F3x* - Ax* b -- Je. 
4 যদি y-2x-3x?-4x?-5x* eee হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
Ela. 195 


к= =) 


27724 7246 
5. নিয়ের বিস্তৃতিতে x" এর 555 নির্ণয় কর £ 


ET ^ 
G) A-n)"; а) 0-4% 
DL l 131 |1351, Tk 
6 দেখাও Jae rcs yq init | 
7. প্রমাণ কর যে (1— x)1/2 এর বিস্তৃতির প্রথম (r--1) সহগের সমষ্টি হইল 
1.8.5....-402-1). 
2717 


28. (ая বিস্তৃতিগুলিতে সাংখ্যমান হিসাবে বৃহত্তম পদ |544 কর: 


R ms 29 5 га 8 
gi Ë) 29. $ 1% i 
QNT x) ,5%4 х 30! (i) (4--13х)5, যখন х 19 
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9. প্রমাণ কর যে ৮-14301-8 LE 114 


10. ачта Lu. x al s i EM 


Jati ї+х 2\1+х 


[D] 


1. অসীম পদ পর্যস্ত সমষ্টি নির্ণয় কর £ 
11175818159 
9 1-5 81621 


২ 5.8.11 | 
0 হা (ӘЛЕК ы? 


05785257 
G 1-24: 4812 
133, 1.35.33 
23.422 23.43.43 
131 1251 
24/88 2.4 638 


(») 142.4 A 


2.4 
11 Р 
() 1 23124 yg 


2. Utrio? এর (89094 সাহায্য লইয়া পাচ দশমিক স্থান 44% 3/2 এর 
মান নির্ণয় কর। 

3. গোলকের তলের ক্ষেত্রফল 5 বর্গ সে.মি. এবং গোলকের wama J ঘন 
সে.মি. এর মধ্যে সম্পর্ক হইল S3-—365U? ; যদি সাবানের একটি গোলক আকার 
44444 ঘনফল 10% বৃদ্ধি করা হয়, তবে দেখাও যে উহার তলের ক্ষেত্রফল প্রায়, 
656% বৃদ্ধি পায়। 


lg G 
tx Eo TAG হয় এবং যদি I, g এর মানগুলি হইতে যথাক্রমে L, 
G এর মানগুলির পার্থক্য সামান্তমাত্র হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
11041115174) 
T y ТЕ Ое) ) 
5. боя বিস্তৃতি দুইটিতে x9 এর সহগ নির্ণয় কর £ 


(1-х)%(1--х2)М4 — (2—-2)9(12-34)!2. 
(aotem (1-Е2х#,37% 


| елдігі УШ(А) 
6. দেখাও যে 
© QI. ү, 2 v3) 3. 
(а) L2 edt" es 8/4, 
উত্তরমাল! 
[A] 


1. (0 1-4x410x8-30c 4; (- ৮4৭8 78), 


| 6) 12-22-5৮4০] tem. 


ГЕЛІ 


в) g [iret ens]; паун 


w atr 
" 2.9? fx’ ] 1.8.5.7 ৮১০৭ (2r-1) xf ° 
(iy) 35554] аа eterne] 
(») zal! + а» аде ү: А 2r WTE 


2. () —i848x:5; (й) —197192. (i) Tx, 
(й хі; (ii) 9' E (iii) 177. 


5. (i) 989949; (ii) 999338; (йі) 10700999; 


(iv) 019844; (у). 000795; (м) 5:00096; (vi) 9199667. 
85117 
701 x yi 2x5 
[৪] 
8. (10707212772), 9. 848. 
[С] 


1. 0) (iem) а-ә G їс; 


+27 


(v) MPa 2*7 шз (শেষ পদটি বাতিল করা যাইতে পারে )। 


2.5.8--.(9n—1) 1 ) (с1у1857--4ал51) 1 
a o SmE, 6) (ETD; 
(iii) |n [ (np). 
s (h, заза ао а (ане аа 0) (eri 18, 
Lr 
8. (0) iTew*w; (ü) 74%4; 


| | (DJ 
1 () 44: 0) 42-9; (ій) JA; O) 3; 009 A 
7 263 
| 2. 125992. 5. xo) ৪৮, 


16[ А1.1 
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9 


লগানিদৃষ্ব ( LOGARITHM ) 
91. 85411 

а®*=Ь এই আকারের সম্পর্ককে প্রকাশ করিবার সর্বাপেক্ষা উল্লেখযোগ্য ও 
কার্যকরী পদ্ধতিগুলির অন্যতম হুইল, যাহাকে বল! হয় লগারিদ্‌মিক্‌ ( logarithmic ) 
আকার । লগারিদ্মূ-এর কার্যকারিতা অনেক। ইহার একটি হইল, পাটাগাণিতীয় হিসাব 
কার্ষের যে পরিশ্রম তাহাকে লঘু করা__অধিকাংশে এই বিশেষ কার্ধকারিতা সংশ্লিষ্ট 
আলোচনাই বর্তমান অধ্যায়ের অন্তর্গত বিষয় । 
92. লগারিদূম্-এর সংজ্ঞা 

J. যদি ৫*-৮ হয়, যেখানে b ধনাত্মক সংখ্যা এবং а ও এক ভিন্ন (54591) 
যে কোন ধনাত্মক সংখ্যা, তবে সুচক ( exponent) x কে a নিধান ( base ) 
সম্পর্কে b এর লগারিদ্‌ম্‌ বলা হয় এবং লেখ! হয় যে 


x —log,b 
«ven সতর্কতার সহিত ইহ! লক্ষ্য করিতে হইবে যে নিয়ের উক্তি দুইটির, যথাঃ 
সুচক সংশ্লিষ্ট আকার: a*—b ----(1) 


এবং লগারিদ্মিক আকার : 4195৮ <> (2), এর অর্থ একই | 
IL (1) 44 (2) এর b সংখ্যাটিকে নিধান ৫ সম্পর্কে x এর অ্যাটিলগারিদ্ম্‌ 
( antilogarithm ) বলা হয় এবং লেখা হয় যে 
b-—antilog.x 
টাকা । 10 নিধান সম্পর্কে 3 এর আ্যাণ্টিলগারদ'ম এর অর্থ হইল এমন 
একাঁট সংখ্যা বাহার 10 নিধান সম্পর্কে লগারিদূম্‌ হইবে 3. 
উদ্দা. 1. যেহেতু 103 = 1000, (ক্ছচকযুক্ত আঁকার ) 
` সুতরাং লেখা যায় যে, 3—1ogio 1000 (লগারিদ্মিক আকার ) 
ইহাও বিবৃত কর! যায় যে, antilog; o 3= 1000. 
84.2. log,8—3 এই লগারিদ্মিক আকার হইতে পাওয়া যায়ঃ 25-8 
এবং antilogg 3=8 
. 9413. 10842 সংখ্যাটি কত? 
ধরা যাক্‌ log, 2=x ; তাহা হইলে 4* —2, বা, 22* —2; 
2. 2৮৯], বা, х=4 (নির্ণেয় সংখ্যা )। 
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9414. সেই সংখ্যাটি কত, যাহার 9 নিধান সম্পর্কে mitia in it 
ধরা যাক, নির্ণেয় সংখ্যা = < 


তাহা হইলে, logar=4; .'. х=9®—3. 


উদ্দা, 5. Antilogs ও নির্ণয় কর। ধর যাক্‌ 
লক্ষ্য করিতে হুইবে : x ssantilogs8 
103 =1000---G) এবং antilog;o 3--1000--(й)«44 | с. x52 
লক্ষ্য কর! যাঁক্‌, (ii) হইতে কি প্রকারে (i) লেখ! যায়। 2:125. 
প্রশ্নমাল। IX(A) 
[ উত্তর সংক্ষেপে প্রান্তবযপ্রশ্নসমূহ 1 


1. নিম্নের প্রত্যেকটি সুচক-সন্বলিত আকারে প্রদত্ত রাশিকে লগারিদ্মিক্‌ 
আকারে প্রকাশ কর : 


() 109-100; (б) ৫-৪-16) ` (ш) 83-4; 


(iv) p! 2r; (v) 4512125 453 (j) 45-01. 
2. নিয়ে লগারিদ্মিক্‌ আকারে প্রদত্ত রাশিকে -JF আকারে প্রকাশ фа: 
(i) logasgx—1l; (а) logs64=6; Gü) log,1=0; 


(iv) 10810'001= —3; (у) logs 4= -2; (vi) logam= х. 


З. (а) (шая লগারিদ্‌ম্গুলির মান নির্ণয় কর : 


(i) 106381 (ü) logs V8. Gü) logala Ja). 
(iv) 108108/10 (v) 1ogig'001 (vi) logs фр. 
. (wii) logy; 125 (viii) log; i; (ix) log, 2401. 


(b) 243 নিধান সম্পর্কে 144 এর লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় কর। 
(c) নিধান sec < সম্পর্কে ০০১৪৭ এর লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় কর। 
4. নিয়ের প্রতি ক্ষেত্রে x নির্ণয় কর : 
(0) logiox—3. (ü) logıx=1. (їй) 19626 —4. 
(iv) 1০81 -4; (v) logggx— —3; (vi) loggx—2. 
5. নিম্নলিখিত ত্যার্টিলগারিদ্ম্গুলি নির্ণয় কর : 
(i) antilogə 2; (ü) antilog ist 3 Gü) antilogg 8. 


244. লগারিদ্ম্‌ 


6. (асия লগারিদ্মগুলির নিধান নির্ণয় কর £ 
(9 105,9-2; (ü) 19£,101--2 7 (iii) log,22-3; 
(iv) log.4— —3; () 1log.12:6—4; (vi) loga324=4. 
7. সমাধান করিয়া ক্ষেত্র অনুসারে z 31 y নির্ণয় কর £ 
(i) logg(3x2--2x —4)—-0; (ü) log, $2 -8; 
(iii) logg(ax) — logs(a-- x); (iv) 106, -3. 
8. যদি logax=3, logay=5 হয়; তবে প্রমাণ কর যে х2у-а11, 
9. যদি log.x—5, 198০-2 হয়, তবে প্রমাণ কর যে ==. 


93. লগারিদৃম্‌ এর সূত্রাবলী 
І. loga(mXn)=logam+logan 
1 ভিন্ন অন্য যে কোন ধন তমুক নিধান সম্পর্কে দুইটি ধনাত্মক সংখ্যা m এবং % এর 
গুণফলের লগারিদ্‌ম্‌ হইল, 395444 m এবং n এর একই নিধান সম্পর্কে লগারিদৃষ্ 
' এর যোগফলের সমান। 
প্রমাণ 8 ধর! যাক্‌ logam= x এবং logan = y 
সংজ্ঞা arms, ৫* = এবং а? =п; 
SQ тхп=а* Xa? 2a* 7, 
493415 log. (mx n) = x- y —logsm-Flog,n. 
ү чая প্রসারণ s (i) log.(mxnx p)=loga(mx n)+logap 
—log,m-log,n--log,p. 
(8) log.(mxnxpx--- Xk) 
=logam+logan+logap+ --- + log. hk. 
II. log, =logam— logar 


1 ভিন্ন অপর যে কোন ধনাত্মক fata সম্পর্কে দুইটি ধনাত্মক সংখ্যার ভাগফলের 
লগারিদ্‌ম্‌ হইল, সংখ্যা দুইটির একই নিধা সম্পর্কে লগারিদ্ম্‌ এর বিয়োগফলের HANA | 

প্রমাণ। অঃশীলনী হিসাবে ছাত্রছাত্রীদের জন্য রাখিয়া দেওয়া হইল | 

ПІ. logam"=n logam 

1 ভিন্ন অপর যে কোন ধনাত্মক নিধান সম্পর্কে কোন ধনাত্মক সংখ্যা m এর %তম 


ঘাতের লগারিদ্‌ম্‌ হইল, TRSUD m এর একই নিধান সম্পর্কে লগারিদ্ম্‌ দ্বার! গুণিত n- 
এর সমান। 
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প্রমাণ з ধরা যাক, log,m—x 
তাহা হইলে, а" =m, বা (৫৯)*- (m)" 
বাঁ, а"“-(т)%; .'. 10857)” nx 
বা, log,(m)"—nlog.m 
DFI এই সূত্রটি mt বা "m এর মত সংখ্যার “тд; নির্ণয়ের 
ক্ষেত্রে বিশেষ কারিয়। প্রয়োজনীয় । যেমন, loga VM? — log, (my- 2/4106.т. 
IV. log,1—0;log,a—1, যেখানে а যে কোন ধনাত্মক MAN (faust) 
যেহেতু ০০-1(৫৯)) এবং a! =a, স্থতরাং ইহা হইতে সুত্র দুইটি পাওয়! যায়। 
এই গ্রসজেই লক্ষণীয় যে £ 108,,10=1 
টাকা £ একই নিধান সম্পর্কে (fex সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ 351899) যে কোন 
কার্ধে নিধানাটকে উহা রাখা যাইতে পারে। 95481 উদাহরণগুনলতে ইহা করা 
হইবে। 
94. নিধান পরিবর্তন 
যে কোন নিধান অন্পর্কে কোন সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ নিয়ে প্রদত্ত эт সাহায্যে 
অপর যে কোন অভীষ্ট নিধান সম্পর্কে & একই সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌-এ প্রকাশ করা 
wp, যথা : 
197৮ 10857% * 108, বা logum iol, 
ধরা যাক্‌ logam= x, logym — y ; তাহা হইলে ৫* =т=” 
বা, boa; ae $7 logab, বা x=y logab ; 
logam 


logam=logmXlogab, বা оьте ое 


অনুনিদ্ধান্ত। উপরের সম্বন্ধে т-а ধরিলে, যেহেতু logsa 1, 


uz UTE 
log,aX1og.5-—1, বা log;a iE 


log,b— x এবং log;a- y ধরিয়! 74? সরাপরিও প্রমাণ 941 যায় d 


উদ্বা. 1. 34444: 1০898. 


log 108-0 rim x 1০৫ (22 x33) -log 5 


=log 3*-1og 5-2 log 2+3 log 3—log 5 


246 লগারিদ্ম্‌ 
©]. 2. প্রমাণ কর যে 7 log 1$--5 log 2$--3 log $1—1og 2. 
16 24 5 
7 log 1577 log 3x5" Шов 2* —log(3x5)] 


=7[4 log 2—1og 3—1og 5] 
—28 log 2-7 log 3—7 log 5 


তদ্রুপ, 5 log 25.5108 кез? log 5—3 log 2—1og 3] 
=10 log 5—15 log 2—5 log 3 


81 52 
এবং 3 log 55 =3 log নুহ 


$5734 log 3—4 log 2—1og 5] 


=12 log 3—12 log 2-3 log 5 
এখন যোগ করিয়া অভীষ্ট ফলটি পাওয়া যাইবে ৷ 
উদ. 3. wfra?--b?—7ab হয়, তবে দেখাও যে 
log{#(a+b)}=3(log a+log b) 
দেওয়া আছে, а2--Ь2--74 
বা, a?+b?+2ab=9ab, 7) (a+b)2=94b 


বা, (66) =at; б atha /аЬ= (ab 


atb 


log +0 -log (аЬ)# = 4 log (ab)=3(log a+log b). 


ЗИ. 4. প্রমাণ কর যে x1o8y-log zy yog 2—08 x y log x-log ур 
ধরা যাক, P = xlog y—log z X ylog z—log x X zlog #— log y 3 
log P =log log y-logz--]og ylog 2108 X-Flog zlog x— log y 
[ একই নিধান সম্পর্কে লগারিদ্ম্গুলি লইয়া 1 
বা, log Р= (108 у -log 2) log x--(log z—log x)log y | 
+(log x —log y)log z 
70; .', P=1[ সুত্ৰ IV]; স্থতরাং 24% সম্পর্ক পাওয়া যায়৷ | 
©]. 5. প্রদত্ত log 2= 03010, log 3= 04771, log 7=0'8451, | 
মান নির্ণয় 94: (i) 19 105, (4) log 8/72. 1 
[ নিধান 10 সম্পর্কে লগারিদ্‌ম্গুলি হিসাব করিতে হইবে 1 
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| (i) log 105—10g(3.5.7) 2log 3--log 5--log 7 

| =log 3--log 20-108 7 

=log 3--106 10 —1log 2+log 7 
--0:4771--1-0:3010--0:8451--270212 


Gi) log 3/72-1og(23.32)5 —1og (2.35) log 2+8 log 3 
—0:3020--8 x 04771 — 06191. 
{АТЫН ае 
Qwi.6. যদি )-21-)০8৮ z=al- log, তবে প্রমাণ কর যে 


L 


Ла. 
х= al —logaz 


1 
‚үзг. ЖД" 1 
ша1-Іорах Ы ৬ a 
যেহেতু, у-а э жа Орау টে 


অর্থাৎ 10£:- 1] _ 


10851 


1 

8: 1 
-gli-lgay ° w sa 
যেহেতু, 2=а D? ,'. logaz 1 TOES” 


অর্থাৎ logay=1 H 1 


9842 
E 1 ДЕ logezu Бс 
Іовах= 1 1.2 1 108.2-1 19£42-1. 
1082 
1 2:55 
40১৬০ = gl-logaz" 
7, Стат х=а 
প্রশ্নমাল! IX(B) 


1. প্রমাণ কর যে log(l--2--3)-1og 14198 24198 3. ইহা কি যে 
কোন তিনটি সংখ্যা m, n, p এর ক্ষেত্রে সত্য ? 
2. প্রমাণ কর 9 
5 


(i) тй log 7198 21০ 2, 


i К 25 81 
і 10, = 
(д) 7 log 1 TKA log 2413 log — 80 log 2. 


248 ANRI 
25 


(iii) 16log 1 2-12 log? 2471048 1 -log 5. 


(iv) log A 028 516 ২/1010 =з 
(0) log 2+16 log 18+12 log 254-7 log $}=1. 
[ সকল ক্ষেত্রে নিধান 10 সম্পর্কে ] 
(vi) log 18--log 299—2 log 1—log 2. 
(vii) log 54 —2 log 34-3 log 3+log 3=0. 
(vii) log ($8* -3 log $-1og 2—2 log тұ 


| ১1০85188587 
8. সরল কর? logio তা: 
4. যদি ৫৪+৮৪239 হয়, তবে প্রমাণ কর যে log cr 


=} (log a-log b). 

5. যদি a3-*b5* =a4*+t5 рах হয়, তবে প্রমাণ কর যে x log^- log a. 
6. প্রমাণ কর যে 

(i) logs loga logs 256—1. (ü) loga 198৪ logs 81—2 

(i) logs [logs((logg 279)]]-— Q. 
7. প্রমাণ яа 1881 gu 7 з сова 
8. লগারিদ্‌ম্‌ নিরপেক্ষ আকারে প্রকাশ কর : 

G) 2 log a—3 log b-2; (ü) log x=y log 3+1 

[erroe এর নিধান 10 azal] 


[উত্তর 8 (O ৫1008; (йі) ৯1085] 
9. অখণ্ড সংখ্যারূপে প্রকাশ কর £ 


1০8558(35)4158258(9878)119855(2787 АА) 


+108343 (8 gi? TY A, 


[উত্তর 2 924] 
10. (a) প্ৰদত্ত 108592 03010, 10803-04771, log107=0'8451 ; 


দেখাও сї: | 
(i) 108195206990 ; (ii) 10806-07781; 
(in) 108103/5-02330; Gv) 1081045--16532; 
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(v) 10210108=2:0333; (vi) 1081070--1:8451; 
(vi) 10810 2:4--0:3801. 
(b) প্রদত্ত log 2=0:3010300, log 3—0:4771213, log 7--0:8450980 
এবং log 11--1:0413927; দেখাও сї: 2 
(i) log 84= 19242793; Gi) log 147-21673173; 
(iii) log 294—2:4683473; * (iv) log 216—1:3344539 ; 
(0) 108 145'53=2:1629526; (vi) log./4:5-0 3266063 ; 
(vii) log 80 r= 19040759. | 
(c) প্রদত্ত log 8=0`9030900 এবং log 6—0'7781513 ; দেখাও cx 
log 125=2:0969100 এবং log 75118750613. 
. (d) নিধান 10 সম্পর্কে সকল ANRT লইয়! প্রমাণ ফর যে 
11278877111 
6N 14210803648 logs 8 2 
11. (а) সংখ্যাগুলির "sex (sequence) যদি «res প্রগতিতে থাকে, 
তবে দেখাও যে উহাদের লগারিদ্ম্গুলি সমাস্তর প্রগতিতে 4122 | 
(b) যদি ও, b, с, d; ++ 0,Р0% হয়, তবে দেখাও যে 
19245 1022, 10854 ^ НРС | 


12. (i) প্রমাণ কর যে 
log y— log 2 1 -laga 1 = J 
(5 z) g y— log x(z E log 2 gx x (xy) og x — log y He 


G qfy 1০8 ৫-1০৪ b log 545, তবে প্রমাণ কর যে ৫৮০৫০" =]. 
ЕК ЭГЭР E: Sm 


(i) যদি 50022 LX x y) Lio us তবে দেখাও д 
log x log у logz 


ytz = хб" = XY 


[ইঙ্গিত ঃ প্রদত্ত প্ৰত্যেক অনুপাত= 1/1 44; log х, 108 у, log 2 নির্ণয় কর। এখন দেখ ৰে 
Z log y+y log z=2kxyz, অর্থাৎ, log (7522) 5940 5. €" log(x*2z*)-log ৮১০০) 
81502 ; mesh] 
‘13. যদি ay t =a, ху"-1=Ь, xy""1=c হয়, তবে প্রমাণ কর ষে 
(m-n) log a-- (n – 1) log b--(1—m) log c—0. 
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14. (а) নিয্ললিখিত অভেদগুলি প্রমাণ কর (a; b, c, d প্রত্যেকে ধনাত্মক ): 
(i) 19৫৮৫১৯1০৫৮]; (ü) logiaxlog,bxlog,c—1; 
(іі) log,xXlogsy —logix X logay ; 
(iv) Іова Xlog,b X logac —logaa. 
(b) ята 10212= 03010, 102,63 04771 ; দেখাও cx 
log1540— 1:485 ( 3 দশমিক স্থান পর্যন্ত শুদ্ধ মান ) 


Efe: 1০g, ,40=!0810 10 log (2*X10) 2106,0 2--log,, 10 
[ ШЕШІ T luno 19 log (8 XS) 3 logic 2410810 3 


27 9X03010-21 140900 „ 
3xU83010--0477] loT9] 77 '] 


15. যদি x’ = y' — (xy)^' হয়, তবে প্রমাণ কর যে р+а=1. 
95. সাধারণ লগারিদ্ম্‌ (Common Logarithm) 


সংখ্যাগত হিসাবসমূহে নিধান 10 সম্পর্কে লগারিদম্‌ হিসাব করা হয়। এইরূপ 
লগারিদ্মকে সাধারণ লগারিদৃম্‌ বল! হয়। সাধারণত নিধান 10 Šg রাখা হয়। 
যেমন 108103 বুঝাইতে লেখা হয় log 3. 
9.6. পূর্ণক (Characteristic) এবং অংশক (Mantissa) 
লক্ষ্য করা যায় যে 
107*—001; 10-3-- 01; 10-1-1;109-1;101--10; 10? =100 
log 001--3; log 012 -2; log :1--1 ; log 1=0 ; 
log 10=1 ; log 100—2. 
এই প্রকারে দেখ। যায় যে সংখ্যার মানের বৃদ্ধির সহিত সংখ্যাটির লগারিদ্‌ম্‌ এর 
দান বৃদ্ধি পায়। আবার 10 এবং 100 এর মধ্যে অবস্থিত সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌= 
17একটি ধনাত্মক age ভগ্নাংশ, '001 এবং OL এর মধ্যে অবস্থিত সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ 
= -3+একটি ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশ ৷ 
ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশকে সর্বদা দশমিক আকারে প্রকাশ কর! যায়। 
4154 যাচাই [ШП দেখা যায় যে log 3449-1--5977, log'002 
= —34-:3010. 
aret: নিম্নলিখিত সিদ্ধান্তে উপনীত হওয়া যায়, uei: 


কোন সংখ্যার লগারিদৃম্ঞ, পূর্ণ এবং ভগ্নাংশ, এই দুইটি অংশ 
থাকে ; ইহাদের মধ্যে পুর্ণ অংশটি শুন্য অথবা যে কোন অখণ্ড সংখ্যা 
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(ধনাত্মক বা খণাত্মক ) হইতে পারে এবং ভগ্নাংশটি এক অপেক্ষা! ক্ষুদ্রতর" 


ও সৰ্বদা ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ | 

সংজ্ঞা ? সাধারণ emer এর পূর্ণ অংশটিকে উহার পুর্ণক এবং দশামক 
অংশাঁটিকে যাহা সর্বদা ধনাত্মক, উহার অংশক বলা হয়। 

ধরা যাক log 33'9=1'5289, তাহ! হইলে 1 হইল লগারিদ্ম্টির 940 এবং 
"5289 হইল উহার অংশক। 

যদি log 0:338— -17:5289 হয়, তবে_] হইল লগারিদ্ম্টির 946 এবং 
"5289 হইল উহার অংশক। 

পূর্ণকের খণাত্মক (560 সাধারণত পূর্ণক সংখ্যার 44 লিখিত হয়। যেমন, 
লিখিত হইয়া থাকে : 108 0:338— 1-5289 ; ইহার তাৎপর্য হইল এই যে পূর্ণকটি- 
«geri — 1, কিন্তু অংশকটি হইল 75289) 

লক্ষ্য করিতে হইবে যে 15289 এবং — 15289 এক নহে, কারণ 15289 — 
-14-5289 এবং -15289- -1- "5289. 

1,23 প্রভৃতিকে পাঠ কর! হয় যথাক্রমে বার (bar) 1, বার 2, বার З ইত্যাদিরূপে। 


97. 54% নির্ণয়ের নিয়ম 

A. 1এর সমান অথবা1 অপেক্ষ! বৃহত্তর ধনাত্মক সংখ্যার লগারিদৃম্‌ : 

যেহেতু log 1—0 এবং log10=1, rest: log N = 0+একটি দশমিক অংশ, 
যদি N, 1 এবং 10 এর মধ্যে অবস্থিত হয়, অর্থাৎ যদি М এর অখণ্ড অংশে একটি 
অঙ্ক থাকে। 

যেহেতু log 10=1 এবং log 160=2, স্থতরাং log N =1+ একটি দশমিক 

ংশ, যদি N, 10 এবং 100 এর মধ্যে অবস্থিত হয়, অর্থাৎ যদি N এর অখণ্ড অংশ 

দুই অঙ্কবিশিষ্ট হয়, ইত্যাদি । 

সাধারণভাবে নিয়মটি হইল এই £ 

নিয়ম 1. কোন সংখ্যা N>1 হইলে, log N এর 5145 ধনাত্মক এবং 
За! N এর অখণ্ড অংশে অবস্থিত অঙ্ক সংখ্যা অপেক্ষ। 1 "ERST | 

উদ. 1. সংখ্যা N £ 7283 3475 48 3 7893 2385 

log N এর পূর্ণক £ 3 2 1.70. KONAA 

B. 0 এবং 1 এর মধ্যে অবস্থিত ধনাত্মক সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ : 

এই শ্রেণীর সংখ)! দশমিক চিহ্ন দিয়া শুরু হয়, সুতরাং উহাদের অথণ্ড অংশ 0 এবং 
প্রত্যেকটির ক্ষেত্রে দশমিক চিহ্নের পর হয় কোন শূন্য থাকে না অথবা এক বা একাধিক 
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শূন্য থাকে ; যথা £ 0:3784, 07025, 010207896 ইত্যাদি | এখন log 1—0 এবং 
log 0'1= -1 বলিয়া 

log N= -14+একটি ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ. যদি N, 71 এবং 1 এর মধ্যে 
অবস্থিত হয়, অর্থাৎ, 4/7 N এ দশমিক বিন্দুর পরই কোন 49 না থাকে। 

যেহেতু log 0.1 —1 এবং log 001=—2, .. log N= -2+ একটি 
ধনাত্মক দশমিক ভগ্নাংশ, যদি N, :01 এবং '1 এর মধ্যে অবস্থিত হয়, অর্থাৎ, যদি 
N এ দশমিক বিন্দুর পরই একটি মাত্র শূন্য থাকে; ইচ্যাদি। স্থতরাং 

নিয়ম 1]. কোন ধনাত্মক সংখ্যা N < 1 হইলে (অর্থাৎ, দশমিক বিন্দু 
দিয়া শুরু এমন ধনাত্মক সংখ্যা হইলে ), log N এর পূর্ণক খণাত্মক এবং 
উহার সাংখ্যমান, N এর দশমিক focus পরই 90974 সংখ্যা অপেক্ষা 
1 বৃহত্তর । 

উদ্দা.। সংখ্যা М: 03485 00038 010030708 

log М এর পুর্ণক : I 3 2 
DP স্মরণ করা যাইতে পারে যে ঝণাত্মক সংখ্যা অথবা ATA লগারদম্‌ 
° Тйл করা হইতেছে না d 


88. লগারিদৃম্-এর তালিকা (Table); অংশক নির্ণয় 

সংখ্যাটি পর্যবেক্ষণ qta) উহার লগারিদ্ম্‌ এর 94 যেরূপ নির্ণয় কর! যায়, উহার 
অংশক কিন্তু সেইরূপ নির্ণয় করা যায় না। লগাগিদ্ম্‌ এর তালিকা বা লগ-তালিক! 

বলিয়া কথিত তালিকা হইতে ইহা নির্ণয় করিতে হয়। 

A. তালিকার বিন্যাস ( Arrangement of the Table ) š 

তালিকার бед বামপ্রান্তীয় স্তপ্তে 10 হইতে 99 পযন্ত সংখ্যাগুলিকে বড় হরফে 
54% দেখা! যাইবে । সর্বাপেক্ষা, উপরের সারিতে রহিয়াছে 0, 1, 2, 3,7, 8,9 
এই সংখ্যাগুলি। এইগুলির প্রত্যেকটির নীচে দেখা যাইবে চারি-অঙ্কের (কোন 
কোন তালিকায় চারিটির অধিক эрч) সংখ্যাসমূহ ! এইগুলিই হইল অংশক-_- 
কেবল উহাদের শুরুতে দশমিক চিহ্ন উহ রাখা হইয়াছে। থরিয়াই লইতে হইবে 
“যে প্রত্যেকটি অংশকের ঠিক পূর্বে দশমিক বিন্দু আছে। এই 4497 
হইল তালিকাটির মূল অংশ। তালিকার দক্ষিণ পার্খে একটি উপ-তালিকা (side 


table) আছে_ইহাকে БЫР পার্থক্যের তালিকা ( Mean Difference 
“Table ) বলা হয়; ইহার তাৎপর্য পরে ব্যাখ্যা, কর! হইবে | 
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যে তালিকা হইতে চারি অঙ্কের অংশক পাওয়া যায় তাহাকে চারি-অঙ্কের লগ্‌ 
তালিকা ( Four-Figure log-table ) 441 হয়। guea হিসাবের অন্য পাঁচ- 
অঙ্কের অথবা সাত-অস্কের তালিকাও ব্যবহৃত হয়। চারি-অঙ্কের তালিকার দ্বারাই 
wis উ-দশ পূর্ণ হইবে 1 


B. নিয়লিখিত নিয়মটি প্রায়ই সাহায্যে আসিবে। 

নিয়ম Ш. যে সমস্ত সংখ্যায় একই সার্থক অদ্ধসমূহ একই ক্রমে 
সঙ্জিত থাকে, তাহাদের লগারিদ্‌ম্‌ এর অংশক একই এই অংশক এবং 
সংখ্যাটির দশমিক চিহ্ন অথবা নিরর্থক শৃষ্যগুলিকে অগ্রাহা করিয়া প্রাপ্ত 
সমগ্র সংখ্যাটির লগ.এর অংশক একই | 

প্রমাণ। ধর! যাক, М এবং N এইরূপ যে কোন দুইটি সংখ্যা যাহাদের 
প্রত্যেকটিতে একই সাথক ЧЕЛДЕ একই чаю আছে এবং উভয়ের মধ্যে 
পার্থক্য কেবল দশমিক বিন্দুর অবস্থানে; তাহা হইলে e] লিখিতে sd সম্ভব যে 
M =10" x N, যেখানে m ধনাত্মক বা খণাত্মক যে কোন অখণ্ড সংখ্যা | এখন Bei 
জানা অছে বলিয়া যদি ধরিয়া লওয়া যায় যে log N=n+'x, যেখানে ॥ হইল 
পূর্ণক এবং '৮ হইল অংশক, তবে 

, log M =log (10" x N)=m+ log N=(m+n)+'x 

যেহেতু т এবং п উভয়ে অখণ্ড সংখ্যা, স্থতরাং (m+n) অখণ্ড эг এবং M 
এর লগারিদূম্‌ এর অংশক `x, অথাৎ, N এর লগারিদ্‌ম্‌ এর অংশক এর সহিত অভিন্ন | 

salt log 7835, বা, log 7835, বা, log 7835000, 41, log 0007835 
নির্ণয় করিতে হইলে প্রথমে পবেক্ষণ দারা প্রতিক্ষে ত্র sé নির্ণয় করা হয়। 
ইহাদের প্রত্যেক стщ পূর্ণক পৃথক, হইবে। |84 নিয়ম III wanka সবগুলির 
অংশক একই হইবে এবং উহার! log 7835 এর অংশকের সমান। স্থতরাং লগ 
তালিকার সাহায্যে log 7815 এর অংশক "5941 নির্ণয় কর! হইল; তাহা হইলে' 
log 7835=0:8941, 1og7835-28941, log 7835000 = 68941, 
log 00078 :5 = 28941 

C. অংশক নির্ণয়ের জন্য ahoan কিরূপে ব্যবহার করিতে 
হয়। 

7835 এর লগ, এর অংশক নির্ণয়ের জন্য প্রথমতঃ লগ্‌-তাপিকার অস্তিম বাম- 
প্রান্তিক স্তম্ভে 78 সংখ্যাটি অইসদ্ধান দ্বার| বাহির করা হইল; এখন ইহার দক্ষিণে 
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অনুভূমিক রেখা বরাবর দৃষ্টিপাত করিতে করিতে সেই স্তম্ভ পর্যন্ত যাইতে হইবে, যাহার 
Sy উচ্চতম সারিতে 3 আছে। দেখ! গেল, এই স্থানে লিখিত রহিয়াছে 8938 
সংখ্যাটি (চারি-অঙ্ধের তালিক৷ 5844)! এক্ষণে চতুর্থ অঞ্চ 5 এর নিমিত্ত মধ্যক- 
পার্থক্য তালিকার প্রতি দৃষ্টি দিতে 9201—9919 (4 স্তম্ভের 414 5 আছে তাহ যে 
অন্তুতুমিক সারির বাম প্রান্তে 78 আছে তাহাকে যে স্থলে ছেদ করিয়াছে সেইস্থলে 
দেঁখ। যাইবে, 3 রহিয়াছে । তাহা হইলে 106 7835 এর অংশক হুইবে 


:8938 
ачаб 
“931; স্থতরাং log 7835-3:8941. 


এই পুস্তকের শেষে চারি-অস্ক ও 415-5% লগ-তালিকা যুক্ত হইল ৷ ছাত্রছাত্রীর! 
তাঁহাদের হিসাব নিরূপণে উহাদের যে কোন একটির সাহায্য লইতে পারে। 


D. যখন সংখ্যাটিতে পাঁচটি ৰ! তদধিক অঙ্ক থাকিবে š 
যখন সংখ্যাটিতে সার্থক অঙ্ক সংখ্যা চারিটির অধিক হইবে, তখন স্থুল হিসাবের 
ক্ষেত্রে সংখ্যাটির 4টি সার্থক অঙ্ক পর্যন্ত আসন্ন মান নির্ণয় করিয়া লওয়| ষায়। TASA 
ফলের জন্য নিয়লিখিত উদাহরণে এবং (E) অংশে প্রদত্ত পদ্ধতি অনস্থত হয়। 
উদ. চারি-অন্ক লগ্‌-তালিকার সাহায্যে log 46889 এর মান নির্ণয় কর! 
log 4:68=0:6702 
৪ এর জন্য গড় অন্ত র= 7 
9m ия = 8 
2. log 46889 = 06710 
.'. log 46889 3'6710. 


E. ইনটারপৌজেজন্‌ ( Interpolation ) পদ্ধতি | 
এই পদ্ধতি গণিতের একটি গুরুত্বপূর্ণ তথ্যের উপর প্রতিষ্টিত__ইহাকে সমানুপাতিক 
ex সম্পর্কীয় তথ্য ( Principle of proportional parts ) বলা হয়। তথ্যটি 

faa বিনা প্রমাণসহ বিবৃত হইল : : ў 

কোন পরিবর্তনশীল রাশি % এর নিয়মিত ও পরস্পর ক্ষুদ্র পার্থক্যসম্পন্ন বিভিন্ন 
মানের জন্য উহার উপর নির্ভরশীল অপর একটি রাশির মানসমূহ যদি তালিকাতুক্ত করা 
হয়, তবে & এর অতি ক্ষুদ্র পরিবর্তনের ক্ষেত্রে তালিকাভুক্ত রাশির অনুরূপ ক্ষুদ্র 
পরিবর্তন x এর Q পরিবর্তনের সহিত সমানুপাতী। 
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©]. 2 প্রদত্ত log 34038— 45432980 এবং log 34939= 4:5433105 ; 
ইনটারপোলেসন পদ্ধতিতে 7 দশমিক স্থান পর্যন্ত log 340387 এর আসন্ন 94 মান 
নির্ণয় কর | 
log 34939 = 4:5433105 
— log 34938 = 45432980 
1 এর জন্য পার্থক্য = 00000125 
+", "7 এর জন্য পার্থক্য_0:00000875 
+“. log 349387 45433068 | সাধারণত এইভাবে লিখিত হয়ঃ 
.'. log 349387 = 55433068. 144 জন্য অস্তর= 125 
Л ДЕЛДИ ЫА: 
log 34938 = 4:5432980 
77 এর জন্য অন্তর = 8715 
[৮108 3493877 = 45433068, 


99. জ্যাণ্টিলগারিদৃম্‌ ( Antilogarithm ) 

প্রদত্ত কোন সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ নির্ণয়ের সহিত ইহার বিপরীত প্রক্রিয়াটি 
অনুষ্ঠানেরও প্রয়োজন হয়, অর্থাৎ কোন সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ প্রদত্ত ( অথবা fade ) 
হইলে উহা! হইতে আ্যান্টিলগারিদৃম্‌ বলিয়া কথিত সংখ্যাটিকে নির্ণয় করিতে হয়। 
এই উদ্দেশ্যে আ্যাণ্টিলগারিদৃম্‌ এর তালিকা ব্যবহার করা হয়--ইহার বিন্যাস 
ব্যবস্থাও লগারিদ্ম্‌ এর তালিকার অনুরূপ 1 

9944447 ধর! 41%, antilog 1:9058 নির্ণয় করিতে হইবে, অর্থাৎ সেই 
সংখ্যাটি নির্ণয় করিতে হইবে যাহার লগারিদম্‌ হইল 19058; প্রথমে পূর্ণকটিকে না 
ধরিয়া কেবল অংশক 79058 কে লইয়া স্যান্টিপগারিদ্‌ম্‌ তালিক| দেখিতে হইবে । 
উহাতে বামপ্রান্তীয় অস্তিম স্তম্ভে '90 কে অনুসন্ধান দ্বারা বাহির করিয়া ইহার দক্ষিণ 
দিকে অনুভূমিক রেখা বরাবর দৃষ্টিপাত করিতে করিতে এমন স্তম্ভ পর্যন্ত যাইতে হইবে 
যাহার শীর্ষে 5 আছে; দেখ! যাইবে, সংযোগ স্থলে 8035 সংখ্যা রহিয়াছে | এখন 
অধ্যক-পার্থক্যের তালিকায় 8 শীর্ষক 98 এবং 9044 সারির সংযোগস্থলে 15 
সংখ্যাকে পাওয়া যাইবে | প্রাপ্ত সংখ্য! দুইটির যোগফল হইল 8050 ; প্রদত্ত পূর্ণক 1 
নির্দেশ করে যে যোগফলটির অখণ্ড অংশে দুইটি অঙ্ক থাঁকিবে। 4945 নির্ণেয় সংখ্যা 
হইল 80:50, অর্থাৎ, antilog 1:9058--80:50. А 
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নিয়ের মানগুলি নির্ণয় কর š 
antilog 02403 ; antilog 16334 ; antilog 12/8934. 
যদি প্রদত্ত অংশকে চারিটির অধিক অঙ্ক থাকে, তবে মূল মান নির্ণয়ের ক্ষেত্রে 
হয় অতিরিক্ত অঙ্গুলি অগ্রাহ্য করিতে হইবে 59414 দশমিক স্থান 448 অংশকের 
жән মান নিয় করিয়া লইতে হইবে; কিন্ত সুঙ্গমতর এবং অধিকতর সঠিক 
মানের জন্য নিয়ের উদাহরণে প্রদত্ত পদ্ধতি 599% cU: 


Әт! log №=2:92479 হইলে М নির্ণয় কর। 
| N -antilog 292479 
পূর্ণক অগ্রাহ্য করিয়া, antilog 924—8395 | 
মধ্যক পার্থক্য ঃ 744 59- 14 | 
498440: 9, „= 17 
‚ Antilog 92179--8411 


এখন পূর্ণক 2 নির্দেশ করিতেছে যে М এর অখণ্ড অংশে 3টি অঙ্ক থাকিবে । সুতরাং 
N -antilog 2:02479— 841 1. 

Tim] । লগারিদ্ম্‌ এর অংশক সর্বদা ধনাত্মক, [eng 94410 ধনাত্মক, ATIF 
অথবা শুন্য হইতে পারে ॥ লগ্‌ তালিকা হইতে অংশক এবং পর্যবেক্ষণ দ্বারা 9047 
নির্ণয়ের পর log 0:0721 এর মান দেখা যায় 2/8581 ; ইহার অর্থ, পূর্ণক খণাত্মক 
(--2) কিন্তু অংশক ধনাত্মক (= +'8581), সুতরাং log 00721- —2 
4-:8581= —I1419 অৰ্থাৎ লগারিদৃম্টির প্রকৃত মান হইল ইহাই.। কিন্তু 
লগ্‌ বা আযাণ্টলগ্‌-তালিকা ব্যবহারের ক্ষেত্রে ঝণাত্মক দশমিক অংশসহ এ প্রকৃত মান 
অচল, এবং সেইজন্য দশামিক অংশাটিকে 9% তালিকাগডুলি ব্যবহারের পুর্বে ধনাত্মক 
কাঁরয়া লওয়া উচিত 1 যেমন, log এর মান যাঁদ —2:5673 হয়, তবে N নির্ণয়ের 
জন্য আ্যাণ্টলগ্‌ তালিকা ব্যবহারের পূর্বে মানাটিকে নিয়ে প্রদত্ত পদ্ধাততে পারবাঁতত 
কাঁরতে হইবে š 

log N= —2:5673— —3+3—2'5673= —3--4327 — 34327. 
দৃষ্টান্তমূলক উদ্নাহরণসমূহ 

Зи. 1. মান নির্ণয় কর ( লগারিদম্‌ এর সাহায্যে ) : 

Hx$xdpxdsx х3. 


ধরা যাক্‌, নির্ণের মান= x 
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`. log x—(log 11—1og 17)-- (log 7 —log 9)--(log 2—1og 21) 
+(log 9—1og 29)-- (log 36—1og 61) (102 22—108 71) 


log 11=1:0414 log 17--1:2304 
log 7=0`8451 log 9—0:9542 
log 22073010 log 21=1:3222 
log 9-09542 log 29= 14624 
log 36—1:5563 log 61217853 
log 2221/3424 log 7121:8513 
60404 876058 

log х--60404-8:6058(--3-- 9:0404)--3:4346 

x=antilog 3:4346-- "002720. 


| Шаш; 04932х6527 
| 941. 2. লগারিদ্ম্‌ এর সাহায্যে মান নির্ণয় কর ঃ (07213 58356 
4932 x 6537 


ধরা বাক্‌ #= 0721358456 o ( ষনে করা হুইল); 
*. log ৮0০৫ :49324-19৫ 6537) — (log 007213--log 8456) 


log М log D 
log N log D 
log "4932-- 16930 log 0:07213--2:8581 
` +log 6537 —2:8154 -Hog 8456--3:9272 
—2:5084 --277853 


log х= 25084 – 27853-17231 
x-antilogg 17231-05285 


টাকা | antilog লওয়ার পূর্বে দশমিক অংশকে ( যাঁদ ধনাত্মক না হয়) 
ধনাত্মক করিয়া লওয়ার বিষয়ে সতর্ক থাকিতে হইবে_-অখণ্ড অংশের উপযুক্ত 
পরিবর্তনের মধ্য দিয়া ইহা কারিতে হইবে 1 
উদ. 3. লগারিদ্‌ম্‌ এর সাহায্য লইয়! মান নির্ণয় কর £ 
(78:41)? J1423 _ N 
রর নিল হব) 


UA 8944 — 56832 n 
3 log 7841 =3 x 1°8944= 5° ł log 1562—1x1:1937 
+4 log 142 3=4x2 1532—1066 -3( 4431937) 
log p =1'7984 —17984; 
log x=log N —log D —6'9614 
1. x-—antilog 69614 2 91,49,000 (প্রায় ) ! 


17[ AL] 
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উদ্ঘাটন ( Involution ) ও মূলাকর্ষণ ( Evolution ) 
ЗИП. 4. 0101865 এর G) ঘন এবং (й) «aer নির্ণয় কর। 
G) ধরা 41%, х--(0:01865)%; .'. log х=3 log 0701865 
=3х2:2706=6:8118; 
x =antilog 5'8118=0:000006483. 


Gü) ধরা arg, = 2/0701865 
log y=4 log '01865—1x72:2706—3( — 3--1:2706) = T4235 ; 
1. y-antilog T4235— 02652. 


иі. 5. লগ.-তালিক। ব্যবহার করিয়! মান নির্ণয় өз: 
G) 1%/1129% (й) АА ds 
(ü) ধর! যাক্‌, 19/1129 — x অর্থাৎ, 0129) 


log х= ү log 1129— 4 x 30527 —0:1696 ; 
2. x-antilog 0169621:478. 


й) ধরা যাক, х -/ e zu" iras exa 


1১370154048 
4479২ (бы # log (cis) 
46০৫ 1—1og 1235)24(0 —0:0917)- — 09917 


= – 0'0131= —1-4-1— 00131 =Т:9869 ; 
1.  x-antilog 1'9869=0'9703. 


“উদ, 6. 72০ সংখ্যাটিতে অঙ্কের সংখ্যা নির্ণয় কর। 


841414, 729; ), log z=log 729 —20 log 7=20х 08451 
169020 ; 
যেহেতু log 729 এর 94% 16, qem 720 তে নির্ণয় сыпыр সংখ্যা 
=16+1=17. 
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»15 2654x 1:838 
n7. $ 15-2 994 X 1950 
Sri সমাধান কর : (142) ই 
15 108 (1--i)— log 2'654+log 1:838—1og 2:083 —0:3696, 
log 2654--0:4239 : қ 
বা, log (1-5) =s x 0369 
(+) log 1838- 02644 M^ unt se : 
06883 up SALUS ары { 
(=) log 2083--0:3187 ily AM Оро; 
з 03696 1° ; 
ФИ. 8. 244494: 3*-1=4.51-8*, 
(x—1) log 3=log 4--(1—32) log 5 
বা, (108 3+3 log 5)=log 4--log 54-log 3—1og 60, 
বা, x log 375 =log 60 
110860177782: 0. 
log 375 25740 76910 


17783 এর মান নির্ণয়ের জন পুনরায় লগারিদূম্‌ এর সাহায্য "өлі যায়, 


যেমনঃ 
log 177 —0:2480, 570. 

log 2'57 =0"4099 

17787 না zi মধ্যক %1441:4 এর 97-0 7 

nono A „ш | log 2574 =0'4106 


log 1778202501 | সাঃ 
log1778220250 |, `' р 0 
(=) log 25740=0:4106 5122008 18395-06910 
T8395, "fef ati 
প্রন্জন্মাল। ІХ(С) 


1. () প্রদত্ত log 2-030103; মানগুলি fay: log 200, log 00002; 
(ü) «ға log 435036384893; log 0435 এর মান farg 
2. প্রদত্ত log 203010300, log 304771213, log 7 =0'8450980, 
নিয়ের সংখ্যাগুলির লগারিদ্‌ম্‌ নির্ণয় কর £ 
(0 00000945; (4) 0001715; (іі) (00125)! 
(iv) (04059; 0) (096254; (м) (00025)4. 
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3. ewe log 6—07781513 এৰং log 8= 09030900, log 36 নিৰ্ণয় কর ৷ | 
4. প্রদত্ত log 9-0:954242 এবং log 5—0:698970, log 6 নির্ণয় কর। | 
5. (a) প্রদত্ত log %--1:6989700, log 4—1:5228787 ; নিয়ের ংখ্যা- | 
গুলির লগারিদ্‌ম্‌ নির্ণয় কর £ ^ 
43, 42, 8 (005) এবং 48 3/(L08 x 8/(21:6)*. 
(b) লগ্‌-তালিকার সাহায্যে মান নির্ণয় কর : 
log (27) x (0:81)8-- (90). 
6. প্রদত্ত log 2—0:3010300 : 
(a) নিম্নের সংখ্যাগুলির প্রত্যেকটিতে অস্কসংখ্যা নির্ণয় কর £ 
(9 264, (н) 525. 
(b) 240 এর অন্তোন্তকে দশমিক বিন্দুর পরও প্রথম সার্থক অঙ্কের পূর্বে 
কতগুলি শূন্য আছে, তাহা নির্ণয় কর। 
7. লগ_-তালিকার সাহায্যে মান নিয় কর t 


() 428х326х810; (4) 4297х000258; 
(іш) 08176х1364; (i) 845х01357х1163; 
(v) 02543:-009027; (vi) 0001834004316 ; 


P mi "01--0* š 4: 9753 x 10°34 x0'9252 . 
(vii) 0678х901--0:0234; (viii) арава ñ 


(ix) 8/6857 ; 3/06857; (х) 9/10; 


(xi) (78945); (xit) 3/45/37 x (0`7692)* ; 
m ТТ 711 
(xiii) (1045986 ° (xiv) Cn | 
57575 *28)9 x (` 5 { 
52415 . г) (6928)? x (00843)? x (4623) 
(ev) 0824) ° ШП, (323)x(21845 ° 
„у 8/552x2610 , „ду 3/04165 x 5/8264 
(990 N Txs (970) S За, 


(rin) 09160 (1783) 0, | 
Tae ез | 


্রশ্নমালা IX(C) 261 
5 ('32)8 х (625)* (uua 400 x (1:04)80 
e» V (осо Cora xE) (5%) oD —1 ^ 
(xxii) 30 [(1+0'035)15 —1]; (xxiii) 1275 (1— (10575)715)- 
8. (a) প্ৰদত্ত log 659:31--2:8190897 এবং log 6:5932.—0:8190962, 
interpolation পদ্ধতিতে log 659317 এবং log 00000659317 এর মান নির্ণয় 
941 
(b) log 25'819=1:4119394 এবং 1 এর জন্য পার্থক্য 168 হইলে 
log 258'196 এর মান নির্ণয় কর। 
(c) প্রদত্ত log 964:61—2:9843518 এবং log 96462 —3:9843562 ; 
যে সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ 079843545 তাহা নির্ণয় FA | 
(d) প্রদত্ত log 39097 _ 2:5921434 এবং log 3909'8—3:5921545 ; 
antilog 475921506 নির্ণয় কর | 


(e) 3,49,388 এর পঞ্চম মূলের 3 দশমিক স্থান 448 আসন্ন শুদ্ধ মান 
নির্ণয় কর। (প্রদত্ত log 34,938— 45432080, log 34,939— 45433105 ; 
log 12,842 = 41086327, log 12,843 — 41086665. 


9. সমাধান কর £ (0 (3) ess; (ü) 2%-100; 


Gü) 35-2; (im) 5*--400) 

(y). 42*-1=5*+2 ; (wi) (14-:)9 =1:586(1-+х)729; 
(ой) (1—2)12 2075187 ; (viii) (49'-2; 

(x) Gi ষ্ঠ 


[ যেখানে প্রয়োজন, log 374771213, log 7 = 8450980 
এবং log 2= 3010300 ধর 1 ] 
10. (a) 4842-37 এবং 27*1 —3'-! হয়, তবে লগ-তালিকার সাহায্যে x 
এবং y এর ছুই দশমিক স্থান পর্যন্ত আসন্ন শুদ্ধ মান নির্ণয় কর। 
(b) সমাধান 44: 2*. 7? =80000 এবং 37-500, যদি প্রদত্ত থাকে 
যে log 2--0:30103, log 32047712 এবং log 7--0:84510. 


ET у «14 দশমিক স্থান পর্যন্ত আসন শুদ্ধ মান নির্ণয় করিতে হুইবে। ] 
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11. সমাধান কর £ 5.3*—3.27—30000 ; 
3.3* +6.2” = 20000 ; 
[ প্রদত্ত log 2—:30103, log 3—:47712, log 13= 111394. ] 
12. মান নিৰ্ণয় কর £ টোত p নি 
[ প্রদত্ত log 105--2:0211893, log 5303214= 67245391, 
log 3768894 —6:576214. 1 
13. প্রদত্ত log 2592--3:413634 এবং log 432— 2635483 ; log 2 এবং 
log 3 নির্ণয় কর। 
14. নিয়লিখিত সমীকরণগুলি হইতে লগ-তালিকার সাহায্যে x এর 2 দশমিক 
স্থান পর্যন্ত শুদ্ধ মান নির্ণয় কর £ 
(а) 63-55.4**5 —8. 
(b) 29458 AT ESET ROSES 


(c) 55-3=+4ËË+8 = 51-3z _2*+5, 


উত্তরমালা 


1. (i) 280108, 430108 = --9:69897; (ii) 1':6884898— — 08615107 ; 


2. (i) 3:9754819— —4'0245681; Gü) 3'9849640= —9'1657360 ; 
(i) 16199890— - 0'8806180 ; (iv) 1'9845759— — 00654941 ; 
(v). 1:8279829-- —0:1720171 ; (vi) 2:8197044-- — 81809956 ; 
3. 15569026. 4. 017181519. : 
5, (а) 0'2385606, 0:1505150, I'2902821= — 077097679, 16136081 ; 
(b 12918. 6. (а) (4) 90, (ii) 18; (6) 19. 
27; () 1180; (i) 01109; (i) 1115; (iv) 18:84; 
(у) 2৪17; (vi) 004249 ; (vii) 961; (vili) 9043; 
(x) 1900; 04098 ; (x) 12915; (хі) 2:802; (xii) 1948; 
(xii) 0415 ; (xiv) 05988 ; (xv) 2588; (хуй) 070004059; 
(xvii) 8541; (xviii) 1:87; (xix) 8018; (хх) 9505; 
(xxi) 5789; (xxii) 2019; (xxiii) 7928; 8. (а) 58190049, 
— 41809057; (b) 24119495; (с) 964616; (d) 0000390916 ; 
(е) 12:843, 
9. (0 2: (ü) 6643; (Ш) 0691; (iv) 4789; (у) 2958; 
(vi) 0095; (vii) 0875; (уйі) 142; (іх) 69. 
10. (а) x—-271,y—171: (Б) x—04070, y—5'6568. 
11. x=794, y=8'002. 12. 306864. 


13. 0:30108,0:47714. 14. (а) тїї; (Б) 008; (с) 191. 
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পরীক্ষামূলক প্রশ্নাবলী ( TEST PAPERS ) 
(সময়ঃ এক ঘণ্টা) 
1. {иң йэ সংখ্যাগুলিকে লগারিদ্‌ম্‌-মুক্ত আকারে প্রকাশ কর : 


10? logoC . а 19841710840 а logak — 91984 5 


ы logyk — $ 1০887 | alogalogaX i 08০158458) 
ja ; y 


2. প্রমাণ কর যে logyx.log:».logsz— 1. 
3. wfrlog,o22b5 —2--3 108,02 এবং log; o2*b* =4 — 108102 হয়, 
তবে a এবং b এর মান নির্ণয় কর। 
4. প্রমাণ কর যে 
lJogabc.log,ca.log,ab=2--loga(bc)+l1og,(ca) +log,(ab). — 
5. সমাধান #4: log(x9--5)—3 log(x-2). 
6. লগ-তালিকার সাহায্যে মান নির্ণয় কর £ 
(2) 102710; (ü) 108.5; (ШІ) log. 4'79 
7. কোন А.ря pex, এতম এবং rex পাদগুলি যথাক্রমে 1/а, 1/6 এবং 
1/с হইলে প্রমাণ কর যে 
(g —r)bc-- (r — )ca-- (p — a)ab =0. 
যদি a, b, c কোন গুণোত্তর শ্রেণীরও যথাক্রমে pea, তম, 794 পদ হয়, তবে 
প্রমাণ কর যে 
'a(b —c)log a--b(c — a)log b--c(a—b)log c=0, যেখানে যে কোন 
ধনাত্মক নিধান সম্পর্কে লগারিদ্ম্গুলি লওয়া হইয়াছে। 
8. লগ্‌-তালিকার সাহায্য না লইয়া দেখাও ঘে 108,03,4-%% 1002 4 এর 
সহিত প্রায় সমান। 
উত্তরমালা 
1. сё; bc; kth; FI) s x; у". 3. a=5,b=2. 
Б x=-123N2, 6. (0) 1183; (4) 1161; — (i) 2099 


10 
Бій 


( COMPOUND INTEREST ) 


101. সুচনা 

যখন কোন ব্যক্তি অথবা সংস্থা আসল ৰ! মূলখন ( Principal) বলিয়! কথিত 
কোন অর্থ গ্রহণ করিয়া আপন আপন প্রয়োজনে নিয়োগ করেন, তখন উক্ত ব্যক্তি বা 
সংস্থা উহার wg যে অর্থ প্রদান করেন তাহাকে qv বা সরল কুসাদ ( Interest ) 
বলা হয়। সাধারণত gw নির্দিষ্টভাবে উল্লিখিত সমান সময়ের ব্যবধানে өте হয়, 
যেমন প্রতি বৎসরাস্তে ( annually ), প্রতি ছয় মাস অস্তে ( half-yearly ) অথবা 
প্রতি তিন মাস 504 (диагепу)! আসল ও om সমটিকে тй т 
(amount) বলে। প্রতি একক সময়ের জন্য ধার্য সদ এবং আসল এর অন্ুপাতকে 
বলা হয় СИЯ হার (rate of interest)! অন্তভাবে উল্লিখিত না হইলে এক 
বত্সরকে সময়ের একক ধরা হয়। সুদের হারকে সচরাচর শতকর। হারে প্রকাশ করা 
হইয়া থাকে। যেমন, আসল 200 টাকা এবং ইহার এক বৎসরের হুদ 4 টাকা! হইলে 
সুদের হার হইবে 145 X100 qi 2% প্রতি বৎসর (р.а. অথাৎ per annum ) 1 
সরল কুসীদ বা 39 CS. І. অর্থাৎ simple interest) হইল, যে সময় ব্যাপিয়। 
মূল আসল নিয়োগ করা হয় সেই সময়ের জন্য উক্ত আসলের হিসাবক্ৃত সুদ 1 
তাহা হইলে r% р. a. ЧЧ হার n বৎসরের জন্য আসল P এর হুদ I = P.n (7/100) 
এবং ЭП ӨТ А ( আসল+হুদ )= PL + (nr)/100] i 

এখন ধরা 41%, সময়ের বিশেষভাবে উল্লিখিত সংখ্যক সমব্যবধানগুলির প্রথমটির 
WC দেয় সুদকে মূল আসলের সহিত যুক্ত কর! হইল ও এই বর্ধিত আসলকে সময়ের 
দ্বিতীয় ব্যবধানের জন্য দ্বিতীয় আসল বা! মূলধন হিসাবে গণ্য করা হইল, এবং এই 
প্রক্রিয়াটি কোন প্রদত্ত সময় ব্যাপিয়া বন্দায় রাখা হইল। এইরূপ ক্ষেত্রে বলা হয় বে 
Ç মুলধনে পরিণত কর! হইয়াছে ( the interest has been compounded) | 
সময়ের প্রদত্ত সংখ্যক ব্যবধানগুলির শেষে মূল আসলের যে পরিমাণ বৃদ্ধি ঘটে তাহাকে 
& সময়ের চক্রবৃদ্ধি ( Compound interest ) বলা ® | 


ধরিয়া লওয়া হইল যে ছাত্রছাত্রীর! ইতিপূর্বে সরল কুসীদ সংক্রান্ত емер সহিত 
পরিচিত হইয়াছে। স্থতরাং বর্তমান অধ্যায়ে কেবল চত্রবৃদ্ধি সম্পর্কিত প্রশ্নপগুলি 
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বিশদভাবে আলোচনা করা 28091 চক্রবৃদ্ধির তত্ব জনসংখ্যার বৃদ্ধি, পরিসম্পৎ 
(assets) মূল্যের অবচয় (depreciation ) প্রভৃতি সংশ্লিষ্ট 5919 প্ৰশ্নসমূহ 
সমাধানেও প্রয়োগ করা হয়। এইরূপ প্রশ্নগুলি এই অধ্যায়ের ss 
করা হইল | 
102. চত্রবৃদ্ধি 

কোন নির্দিষ্ট সময়ের জন্য মূলধন বলিয়া কথিত কোন অর্থ Өй করা 
হইলে এবং এ নির্দিষ্ট সময়কে উল্লিখিত সংখ্যক ও পরিবর্তন সাধনের কাল 
( conversion periods) 41334 গণনার কাল ( interest periods) বলিয়া 
অভিহিত | সমানকালের ব্যবধানে বিভক্ত করিলে যদি প্রত্যেকটি সমানকালেরঃ/প্রারস্তে 
যে অর্থ নিযুক্ত থাকে তাহার জন্য এ কালটির অস্তে যে সুদ দেয় হয় তাহাকে দেয় 
হওয়ামাত্রই মূলধনে পরিণত করা হয় (compounded), তবে বলা হয় যে 
প্রথমোক্ত অর্থকে 539474 ДОТ ( C. I. অর্থাৎ compound interest) লগ্রী 
করা হইয়াছে। উল্লিখিত সংখ্যক সমানকালগুলির অস্তে মূল আসলের বা মূলধনের 
যে পরিমাণ বৃদ্ধি হয় তাহাকে প্রদত্ত লগ্নীকালের БРГЕ (C. 1.) বলা হয়। 

সাধারণত পরিবর্তন সাধনের কালগুলি তিন মাঁপের, অথবা ছয় মাসের বা এক 
বৎসরের হইয়া থাকে; এইরূপ ক্ষেত্রে যথাক্রমে বল! হয় যে সুদ প্রতি তিন মাস অস্তে 
অথবা প্রতি ছয় মাস অস্তে ( অর্ধ-বৎসরাস্তে ) অথবা! প্রতি বৎসরাস্তে মূলধনে পরিণত 
হয়; বিশেষক্ষেত্রে পরিবর্তন সাধনের কাল সংক্ষিপ্ততর হইতে পাঁরে। - 

যদি পরিবর্তন সাধনের কালের কোন উল্লেখ না থাকে, তবে ধরিয়া লওয়! উচিত 
যে সুদ ৰৎসরাস্তে দেয়, অর্থাৎ, পরিবর্তন সাধনের কাল 1 বৎসর। 


উদ. বাৰিক 6% হারে 1000 টাকার 2 বৎসরের Бача নির্ণয় কর, যদি ` 
প্রতি অর্ধ-বৎসরাস্তে সুদ দেয় হয় (অর্থাৎ যদি পরিবর্তনসাধনের কাল অর্ধ 
বৎসর হয় )। 
এখানে $= 1টি পরিবর্তন সাধনের কালের ( অর্থাৎ অর্ধ-বৎসরের ) D টাকার ww 
=} X180= 0:03 টাকা | 
2 বৎসরের মধ্যে সর্বশুদ্ধ চারিটি পরিবর্তন সাধনের কাল আছে। 
মূল মূলধন = 1000 টাকা। 
প্রথম পরিধর্তন সাধনের কালের 
শেষে দেয় зт= 309. -- -- (1000x003) 
দ্বিতীয় মূলধন — 1030 টা. 
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দ্বিতীয় পরিবর্তন সাধনের কালের 
শেষে দেয় җт= 3090 টা, -- (1030১:0:03) 
তৃতীয় মূলধন=1060'90 টা. | 

তৃতীয় পরিবর্তন সাধনের কালের 
শেষে দেয় সুদ = 31:83 টা. *^ (1060790 x 0703) 

চতুর্থ মূলধন 1092773 টা. 

চতুর্থ পরিবর্তন সাধনের কালের 

শেষে দেয় সুদ. 3278 БІ. -- (1092:73 х 003) 


ছুই বৎসর পরে চক্রবৃদ্ধি=1125'51 টা. — 1000 $\. =125 টা. 51. 


103. গুরুত্বপূর্ণ প্ৰতীকসমূহ ( Important symbols ) 
544% орот নিক্নবণিত দুইটি গুরুত্বপূর্ণ প্রতীক i এবং r, প্রায়ই 
ব্যবহৃত হয় ঃ 
тт বাধিক শতকরা হার 
1=একটি পরিবর্তন সাধনের কালের জন্ত একক টাকার RT | 
স্পষ্টত 
() পরিবর্তন সাধনের কাল 1 বৎসর হইলে i= o. 
(G) যখন হুদ দেয় হয় 
প্রতি অর্ধবৎসরান্তে তখন পরিবর্তন সাঁধানের কাল = বৎসর, সুতরাং 1= 1007ৰ" 
প্রতি তিন মাসাস্তে, তখন পরিবর্তন সাধনের কাল l বৎসর, স্থতরাং i= roort’ 
প্রতি বৎসরে % বার, তখন পরিবর্তন সাধনের কাল 1 বৎসরস্কৃতরাং із оба 
লক্ষণীয় £ যখন সুদের হার বাহিক 43% এবং 
(1) হুদ বৎসরান্তে দেয়, তখন i= {0 =: 045 
(2) হুদ অর্ধ-বতসরান্তে দেয়, তখন ¿=:045=:-0225 
(3) স্থ এক চতুর্থ বৎসরান্তে দেয়, তখন 1—:945—'01125, ইত্যাদি 
104. চক্ররুদ্ধির সূত্র 
সুদের হার d ( অর্থাৎ, একটি পরিবর্তন সাধনের কালের জন্য 1 টাকার к=?) 
হইলে п সংখ্যক পরিবর্তন সাধনের কালের ug মূলধন Р এর সযূলচক্রবৃদ্ধি A নির্ণয়ের 
সুত্ৰ বাহির করিতে হইবে 1 
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প্রারম্ভিক মূলধন- P 
প্রথম পরিবর্তন সাধনের কালের = Pi 
দ্বিতীয় মূলধন. (144) 


দ্বিতীয় পরিবর্তন সাধনের কালের স্থদ= PO +i. 
তৃতীয় মূলধন. Р(1+›)+Р(1+-94 
= PD) 
= Pc 
তৃতীয় পরিবর্তন সাধনের কালের জুদ- (1747) 
চতুর্থ মূলধন= P(1+i)% ইত্যাদি 
^. п পরিবর্তন সাধনের কালের শেষে সমুলচক্রবৃদ্ধি А-Р (৫+-8)"......0) 


an ene E MAUS elu te চক্ৰবৃদ্ধি I= A- P= Pi1 +1)" - 1}--(2) 
অনুসিদ্ধান্ত: (1) সূত্ৰকে লগারিদ্মিক্‌ আকারে প্রকাশ করা যায়, যথাঃ 
log A=log P+n log (1-і) 0 0 06 তি (1a) 


84.1. ধর! হইল, A, P, пете; i নির্ণয় করিতে হুইবে। 
Q) হইতে, 144=/3 বা, lg (1.-0-%-4-ішР | 


(1-Fi) - antilog (os 2 log P. M o (8) 
94.2. ধরা হইল, A, P এবং i প্রদত্ত ; n নির্ণয় করিতে হইবে। 
(1) হইতে, (1+9-$ বা, n log (1+) -log A - log P 


БТ АУ Toup d og iss АН so a 

ай, жерге S nM o 
লক্ষণীয় £ যদি কোন অর্থ চক্রবৃদ্ধিহারে 10 বৎসরের জন্য লগ্নী করা হয় 
п= পরিবর্তন সাধনের কালের সংখ্যা -10, যখন সুদ দেয় হয় বওসরান্তে; 


=10х2=20, , , „ , অর্ধ-বওসরাস্তেঃ 
=10x4=40, , , , এক-চতুর্থ বৎসরান্তেঃ 
ইত্যাদি। 


দৃষ্টান্তমূলক উদ্নাহরণসমূহ 
Sp. 1. эз নির্ণয় কর যখন 
G) বাধিক 4% হারে 2500 টাকা তিন বৎসরের зе mY করা হয় এবং সুদ 3. 
মাস অন্তর দেয় হয়; 
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(4) বাধিক 3% হারে 7350 টাকা দশ বৎসরের জন্য «dT কর! হয় এবং дт 
6 মাজ অন্তর দেয় হয়। 
(i) এখানে Р-2500 টাক! ; i= 180 ৮ $-0:01. 
п= পরিবর্তন সাধনের কালের সংখ্য =3%4=12 
সুত্র (1) হইতে, A —P(1--i)^ —2500(L01)1? টাকা; 
log A=log 2500+12 log 101 
= 33979412 x 00043 = 34495 ; 
7. Acantilos 34495—2815 টাকা (প্রায়) 
1. 5444-2815 9141-2500 টাকা -315 Stai 1 
Gü) এখানে P—7350 টাকা ; i— 39x 390015, п-10х2-20; 
2. (1) হইতে, A=P(1+1)"=7350(1'015)20 ; 
+‘, log A=log 7350+20 log 1:015= 38663 +20 x 00064 
= 39943 ; 
27. A=antilog 39943-9870 টাকা (প্রায়); 
*, 5454-9870 টাকা -7350 টাকা 2520 টাকা | 
7%; 2. "wv বখ্সরাস্তে দেয় হইলে 418% 5% হারে 2 টাকার কত বৎসরের 
amp চক্রবৃদ্ধি 15 টাকা হইবে ? 


এখানে А =15, Р=2, 15005, n=? 
(01) зая সাহায্যে, 15 =2(1:05)"%; .' . log 15=log 2+n log 105 ; 


. . „Жш? 15— log 2 _1'1761 -03010 018751 
эз log 1°05 0`0212 - 00212 


=41'3 বৎসর (প্রায় )। 
উদ. 3. вай হার বাৰিক 5% হইলে কত সময়ে কোন টাকা (894 হইবে? 
ধরা যাক Р, n = যথাক্রমে আসল এবং বৎসরের সংখ্যা, 
3816] হইলে А-2Р, এবং এখানে £- 0:05 ; 
A=P(1+i)" та হইতে, 2P = P(14-0705)" =P(1:05)" ; 
“ (1:05) 2; '. nlog 1'05=log 2, 


log2 03010. 
log L05 00212 Tis sake 


"Боб সময় 5142 qur (প্রায় )। 


n= 


v; нр" 


f» 
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উদ. 4. সদ বৎসরান্তে দেয় হইলে ও মূলধনে পরিণত হইলে тон হার কি 
হুইবে যদি কোন টাকা 10 বৎসরে তিনগুণ হয়? 


মূলধন যদি P হয়, তবে সমূলচক্রবৃদ্ধি А-3Р এবং n 710; 
4. 3Р=Р(1+1)19 বা, (19M)!9—3 ап, 10108 (1+i)=log 3 
9, log(1--i) = 45 X log 3 = 2 x 04771004771 ; 

7, (1-8) antilog 004771 21116 বা, і- 116; 

2. 100 і-116; সুতরাং নির্ণেয় হার =11'6% p.a. ( eiu ) | 


বর্তমান মূল্য ( Present value ) এবং qn ৰা বাটা ( Discount ) 

নির্দিষ্ট সময় অস্তে দেয় নির্দিষ্ট টাকা Ая বর্তমান মূল্য (P.V. অর্থাৎ Present 
Value ) হইল এমন টাকা (ধরা যাক, P ) যাহা এ নির্দিষ্ট সময় পরে বৃদ্ধি পাইয়া এ. 
А টাকা হয়। 


чи A=P(1+i)" হইতে, বর্তমান quy p= аж» аза)» 


А-Р অন্তরফলকে তখন өте বাটা (T.D. অথাৎ True Discount ) 
ৰলা হয়। 


A TD.2A-P-A- = All - (1.-- i7". 


058 
1+0" 
ЗҮП. 5. সুদ যদি প্রতি 6 মাস অস্তে দেয় হয় এবং চক্রবুদ্ধির হার বাধিক 5% 
হয়, তবে 2 4574 পরে দেয় 1000 টাকার বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর এবং পরে প্রকৃত 
বাটা নির্ণয় কর। 
অথবা, সুদ প্রতি 6 মাস 50% দেয় ও চক্রবৃদ্ধির হার 415% 5% হইলে কত 


টাকা 2 বৎসর পরে 1000 টাকা হইবে ? è 
এখানে £-একটি পরিবর্তন সাধনের কালের জন্য একক টাকার সুদ, যাহা প্রতি 
44574 অন্তে দেয় 


r 5 = ()' = = = % 
“охо ПО? 0025, A — 1000 টা. এবং n 2х2-4; 


p= À 41000 & | ,', log P=log 1000-4 log 1025 
(1+i)" (1025)* -3-4х0%0107-29572;, 
*. P-antilog 29572--906 টা. 10 প. ( ers ) 1 
'. T.D.= A - P=1000 Bl. — 90610 $1. — 93 টা. 90 প. 
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841.6. হুদ তিন যাস অস্তর দেয় এবং চক্রবৃদ্ধির হার Ч 8% হইলে কি 
সময়ে 1200 টাকার চক্রবৃদ্ধি 124 টা. 60 я. হইবে Р 
ধরা 51%, ॥=নির্ণেয় বৎসরের সংখ্যা 


এখানে P =1200 টা. i= =0:02 


8 
100x4 
SCIT, A— P- PED)" –1)=12001(1--0:02)** — 1} 81. 

`. 124'60 81. = 12001(1:02)*" —1) টা. 
132460 


12460 an —(1:09)4^ . 
বা বিট +10700)" বা, 20D = (103^ ; 
উভয় পক্ষের log লইয়া, log 1324'60—1og 1200— 4n log 1:02 
log 1324:60--3:1221 xn =log 1324:60— log 1200 
log 1200 -30792 ТЕКЕ 
(15 ই 9 
700844 
4xlog 1:02-4х0:0086 Ea 
=0:0344 7344 | বৎসর З মাস (প্রায়) I 


ЗИП. 7. সুদের হার কি হইলে 6345 টাকার 7 বৎসরে সমূল ваба 
7288 টাকা হইবে? (সুদ 4574128 দেয়) 
ধর! যাক্‌, = একক টাকার" বৎসরে সুদ 
এখানে P —6345 81.; А =7288 টা., এবং n=7 
A — P(1-- i)" সুত্র প্রয়োগ করিলে, 7288 = 6345(1-Е)1 
বা, log 7288=log 6345--7 log (14-i) 
“ай, 7 log (1+i)=log 7288 —log 6345 = 38626 — 38024 — 0:0602 


বা, log 27" 


+ @+i)=antilog 0'0086= 1'020 ; 
*, 1207020; .*, r=100i=100x0'020=2; 
*, নিৰ্ণেয় হার =2% p.a. 
উদ. ৪. চক্রবৃদ্ধিতে লগ্নী কর! কোন টাকার দ্বিতীয় বৎসর অন্তে সমূলচক্রবৃদ্ধি 


10,816 টাকা এবং তৃতীয় বৎসর sc উহ! 11,24864 টাকা হইলে স্থদের হার এবং 
mites টাকার পরিমাণ নির্ণয় কর। 
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Р(1-0%=11,248:64 l(i) | O কে (0) দ্বারা ভাগ করিয়া, 


এবং P(L+)2=10,816  টা....৫) | 11-1286 


+, 1248164 1 439264 43264 — 1 
` 10816  : 10816 10816x100 25 


4. r=100 і-004х100-4; ‚'. бс হার 4% р.а, 


-004; 


3 nt TEE 25:25 
Gü) হইতে, Р-10,816 টা. x 10,816 Bl xc XE 


(1--4)2 
—10,000 টাকা 
লক্ষ্য কর š 
"irs, 10,816 টাকার 1 বৎসরের 47-11,24864 $1. — 10,816 টা. 
= 43264 টাঁকা। 
ধরা 4%, y, z= যথাক্রমে প্রথম বৎসর পরে মূলধন এবং প্রারম্ভিক মূলধন ; 
মূলধন সদ সমূলচন্রবুদ্ধি মূলধন 
10,816 টা. 43264 টা. 11,248:64 টা... 10,816 টা, 
100 8i. 7 10,816 টা. y 
. 2 432:64х100 
ОЕТ Ты 2. y= 10816x 10,816 
11,248 64 
সমূলচক্রবৃদ্ধি মূলধন 
11,248:64 টা. 10,816 টা. 
y 2 i 
.. z= 10,816 x 10816 x 10,816 T" 
11,248:64 x 11,248 64 


Чү]. 9. 4/64 5% হারে কোন টাকার 3 বৎসরের হুদ ও চক্রবৃদ্ধির পার্থক্য 
228 টা. 75 প.ঃ বাধিক 5% হারে এ টাকার 2 বৎসরের ваја নির্ণয় কর। 
] খরা যাক্‌, ৮ নির্ণেয় টাকার পরিমাণ। এখানে £-5/100-005, 23 ; 
2. P এর 3 বৎসরের CI. —P(12-005)? — P= px 01157625, 
এবং P এর 3 বৎসরের 5..-Рх3х005--Рх015; 
0.1. S.I.=P х 0:007625 
বা, 22875 ট1.=P x 0:007625 ; 


ya Р- 22815 "T = 30,000 টা. ; 


*, নির্ণেয় С.Т. = 30,000((1705)* — 1} BI. = 30,000 x 0'1025 টা. 
; =3075 টাকা। 
wi. 10. এক ব্যক্তি তাহার উইলে 18,000 টাক! সম্পর্কে এইরূপ নির্দেশ 
দিয়াছিলেন যে উহ! তাহার 9, 12 এবং 15 বৎসর বয়স্ক তিল পুত্রের মধ এইরূপভাবে 
বণ্টন mu দিতে হইবে যেন তাহাদের প্রত্যেকে 25 বৎসর বয়সে একই পরিমাণ 
টাকার অধিকারী হয়। যদি চক্রবুদ্ধির হার বাৎসরিক SP হয তবে প্রত্যেক পু 
25 বৎসর বয়সে কত টাক! পাইবে? 
ধরা эй, 25 4594 বয়সে প্রত্যেক পুত্রের অংশ = А টাকা 
এবং বন্টনের সময় উহাদের অংশ যথাক্রমে x টা.) y ষ্টা., z টা. 
qazi: х +у+2= 18,000 
এবং ঘথাক্রমে 16, 13, এবং 10 494 পরে x Bh y টা. চিনা 
প্রত্যেকের সমূলচক্রবৃদ্ছি= A. টা. 
এখানে ie DÀ =0'035, reri А=Р(1-Ы) та হইতে, 
A-m3(1035)5, А=}у(1°035)1%, A z(1035)10 ; 
х= А(1:035)-1%, у= A(1035)713, z= A(1035)-10 , 
এখন যেহেতু xy 2718000, 
qu А{(1`035)716 + (1:035)71? + (1:035)-10) — 18,000. 
141% 22 (1035)715 ; |, log a= ~ 16-105 10352 — 16x :0149 
= —'2384= — 1--1— 2384 9 17616» log 5776; 
2. a='5776. 
% ху, (L035)71? = '6401 এবং (1035)7 19 «7096 ; 
*, (57762-6401 4- 7096) = 18,000, 
18,000 


ৰা, Ax 19273518000, ৰা, A-1775 =9340 টা. (প্রায় )। 


সংশ্লিষ্ট প্ৰশ্নসমূহ ( Allied problems ) & 

Что মুলধনে পরিণত করার (compounding ) Gw% জনসংখ্যার বৃদ্ধি, 
পরিসম্পৎ্ৎ (assets) এর অবচয় (depreciation ) এবং 75944 5974 ক্ষেত্রে 
প্রয়োগ করা যায়, কারণ এইসব ক্ষেত্রে বৃদ্ধি বা হাস দিরিষ্ট হারে নিয়মিত ব্যবধানে 
সমরূপে ঘটিতে দেখা যায়। চক্রবৃদ্ধি সংক্রান্ত প্রশ্নগ্তলির সমাধানের "apa পদ্ধাতগুলি 
এক্ষেত্রসমূহেও অবলস্থন করা যায়। 


с ба) নিয়মিত ব্যবধালে সমরূপে বৃদ্ধিসংক্রান্ত eid (Problems of 
Т Uniform Periodical Growth ) 
| 


ФТІ. 11. যদি কোন সহরের লোকসংখ্যা প্রতি বৎসর ওঁ বংসরের প্রারপ্তিক 
লোকদংখ্যার 18 বৃদ্ধি পায়, তবে কত বৎসরে стелла সামগ্রিক afe 
30% হইবে? ' 

ধরা যাক, m sm নির্ণেয় বৎসরের সংখ্যা এবং প্রারপ্তিক লে!কলংখা। P = 100. 

স্থতরাং A= 130, এখানে i= প্রতি এককে বাৎসরিক বুদ্ধির হার 

স্দ1:81100-0018. 
А-Р(1--" w হইতে, 130 = 100(L018)" 
বা, 137 10(1'018)" ; 
2. log 13 = 106 104 п log 17018 ; 


^. neo 13-1og 10, 1'1139—1, 01139. 
logl018 = 00077 “00077715794 (প্রায় )। 


(6) পরিষম্পৎ-এর অবচয়সংক্রান্ত প্রশ্ন ( Problems relating to 
Depreciation of Assets ) 
যস্্পাতি। অট্টালিকাগমূহ refs সম্পত্তি বা পরিগম্পৎগত জব্যাদির মুলোর 
( Value.) বৎসরের পর 4594 ক্ষয়ক্ষতি (wear and tear) জনিত gx বা 
অবচয় ঘটিয়! থাকে।, প্রত্যেক বৎসরের প্রারস্তে একটি নির্দিষ্ট শতকর! ছার чөл 
ওঁ মূলোর একটি অংশ কাটিয়া দেওয়াই (to write ой) হুইল রীতি। ইহাকে 
অবচয় পদ্ধতি (method of depreciation ) বল! 01 সক্রিয় বা কাখকরী 
জীবনের ( useful life ) শেষে পরিসম্পং-এর anka গুরুত্বহীন মূল্য (Scrap 
Value ) বলা হয়। 
অৰচয় পদ্ধতি (Method of Depreciation or Diminishing 
Values ) 
এক্ষেত্রে প্রত্যেক বৎসরের শেষে পরিসম্পৎ, ( assets ) এর এ বংসরের প্রারপ্তিক 
মূল্যের একটি নির্দিষ্ট শতকরা অংশ কাটিয়া দেওয়া ছয় (is written off) বা 
হ্রাস কর! হয়। 
ধরা ат, প্রারস্তিক মূল্য P এবং একক মূল্যের উপর হ্রাদের হার =; 
এক বৎসরের শেষে হ্রাসের পরিমাণ = Рі ( amount written off 41 অবচয় ) 
2.9 বৎসরের শেষে পরিসম্পৎ-এর quio P- Pim P1- i) 
88121] 


т 2 ъз 
vend বৎসরের acm waya = P(1 - 0i 
2. тоя om gen = POL 0) = Л ЩА 
ти, "fent n vore meu write Фан শেখে ( at the 
end of the useful life ) Bate таа qm) ( scrap value ) 


s=p0- 0". 
টাকা । বে সমুদয় ক্ষেত্রে নিয়ামত ব্যবধানে সমর্‌পে এইর্‌প হাস সংঘাটত হয় 
সেই সকলা ক্ষেতে এই sco প্রয়োগ করা উাঁচত। 


89. 12. একটি чїч warmeq Afa মূলোর (on reducing 
balance ) 10% বাৱে wayu ev) উদার «00% মূল) ছিল 10,000 টাকা ere 
іча orea মূলা ( scrap value ) tiw 3750 টাকা। ঘহটির тй 
awawtr ( effective life ) fotu w€ i 

"е কৰা হুইল «494 হার = 10 9 071. «7% mon প্রতি একক মূলে! । 

тип (-01 44: ача 53750 W. P= 10,000 টা.) 

2, S= P(1- 0° কানের қітте "іт, 37509 10,000(1 - 01)" 

3-09)", .*, log 3=log 8n log 09; 
বা, 04771 09031 en x 19542 4, — 04260 = n( - 00458). 


‚ 04260. 
. "00% 93 tort ( em): 


ermo X 
(А) 
1. wafer হার শতকরা 5 чт rr onto onc ron 20 বৎসর পরে 
100 টাকার этү কত হইবে? 
72. тонн те আসলে পরিণত হইলে боса ғу fade কর; 
(0 9510 ея 3000 টাকার 4 TORTI; 
(0 Эх өз moi 7646 টাকার 4 monct т 
3. পক «іт ছার 10, 12 এবং 14 বৎসর тте үл EN 
10,000 P. 8000 টা. এবং 6000 টাকার жаға লিবিয়া ұйыта! এ wq 
LL NN E SIUE LIII E! 
тон বয়সে тет & чон ед হইবে । «сике ача өз পাইবে эт! 
бА লগ “তালিকার meon নির্ণয় wt i 


" 
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4. wf 7% সরল হকের ধারে এবং те পাতি «(жон TITLE 
594% হারে 12,575 টাকা কর্জের উপর 3 বৎসরের те গণনা করা হয় তৰে Вэт 
mere тє tes) өз হইবে? 

5. ক টাকার құн көті 

(0 4% 410% wayñu ту 18 qunta 10,000 টাকা হইবে? 
[ ж” log 1049 20170333, log 493629 = 26934006 ] 

00 5yx fen з уйи oc 15 төте 5000 Ие еч) 

(00 6% бөз тіл Ұй «ел 1000 টাকা হইবে, wf wv «Үз 
"oon «өтт? 

6. cte থে «пы বৎসরে 6 fio зу eke 1500 টাকার 
agresia 3500 p. viter । 

7. 4X C.I. গণনা করিলে 2 or পরে onm 3000 টাকার vista an কি 
"64, 4/6 we (a) mones, (b) Соном onem ? 

З. ^w wu 9% টাকার 3 тола onpmafa 109940 Ит; vag 
হারে ও 16 onto ong হইলে өз টাকার mpm sagà 1481 টা, 07 ч. «ел, 
wf 363 тсе জর и করা vt ағ Ч ец ক্ষেতে গতি түн 
ort ছার একই чө! 

9. СЛ. ап ww টাকার ew< түгү 650 PL өс feit көтеу 
676 টা, құ" হইবে? 

10. 4% тиси oni atu চকা fog "Й করার কলে কোন টাকার fer 
тоз wow 2704 টা, vem pie чоч অন্ধে 2812 টা. 16 প. mars 
Тін! ont ছার এবং anion pma নির্ণয় কর i 

11. 6% "fee হারে কোন টাকার 2 nonem 31. am СІ. mm 
13 9. 50 ч. হলে & টাকার পারিনা দিয় কৰ । 

12. 65 বাদক mor 3 বৎসরের өз my কোন টাকার күт 7% ও р 
বৃদ্ধির wwe 110 টা. 16 0 , ও টাকার পরিহাশ t 

EM OI IN LER IEEE M 


Nx 74 অপেক্ষা fly বৎসরের হক 32 টা. йө, aen ебе қта 


Ла কত nur কোন টাকা বাতিক aon 5 eor চকিতে быз тел! 


Сез log 2903010300, log 3-04771213, log 7 = 08450980] 
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15. 4% বাঁধিক হারে চত্রবুদ্ধিতে কোন টাকা কি সময়ে তিনগুণ হইবে, তাহা 
বৎসরের সংখ্যায় ও বৎসরের অংশে নির্ণয় কর। 

16. অর্ধবৎসর 504 সুদ দেয় এইরূপ 5% চক্রবুদ্ধিতে কোন টাকা কি সময়ে 
দ্বিগুণ হইবে? à 

17. সুদের হার বাধিক শতকরা কত হইলে কোন টাকা চত্রবুদ্ধিতে 17 বৎসরে 
দ্বিগুণে পরিণত হইবে ? 

18. বৎসরাস্তে সুদ দেয় এই প্রকার চক্রবৃদ্ধিতে 1575 টাকার 4 বৎসরের সমুল- 
চক্রবৃদ্ধি 2142 টা. 757.1 বাধিক শতকরা স্থদের হার নির্ণয় কর। 


19. এক-চতুর্থ 494 অন্তে wv দেয় এইরূপ চক্রবৃদ্ধিত কিছু টাকা 
' (4) 25 বৎসরে, (b) 20 বৎসরে তিনগুণে পরিণত হয়। বাঁধিক শতকরা! দের 
হার নির্ণয় কর। 

20. অর্ধবৎসরাস্তে ww দেয় এইরূপ 5% vafa হারে কোন ব্যক্তি যদি সুদ 
পাইতে থাকেন তবে তিনি কি হারে বাস্তবিকপক্ষে হুদ পাইতেছেন? 


21. এপ. সেন এক মহাজনের নিকট হইতে 6000 টাকা বর্জ করিলেন, কিন্ত 
4 বৎসরের মধ্যে কোন টাকাই প্রত্যর্পণ করিলেন না। ফলে মহাজন তাহার নিকট 
এখন 7,500 টাকা দাবি করিলেন। অর্থ 46 দেওয়ার জন্য দ্বিতীয় ব্যক্তি বাঁধিক 
শতকরা কি হারের চক্রবৃদ্ধি দাবি করিলেন? 

22. fs, পি. সুখারজী পুত্র অমিত ও 991 আরতির মধ্যে বণ্টনের নিমিত্ত মোট 
20,000 টাকার mara লিখিয়া দিয়াছিলেন। বণ্টনের শর্ত ছিল, 5 বৎসর অন্তে 
আরতির অংশ বৃদ্ধি পাইয়া একটি নির্দিষ্ট অঙ্কে পৌছাইবে এবং অমিতের অংশ ও একই 
ч পৌঁছাইবে 7 বৎসর অস্তে। ওঁ সময় বাধিক Бала হার 4% হইলে প্রতোকে 
নির্দিষ্ট সময় অস্তে কত টাকা পাইয়াছিল, নির্ণয় কর। 

23. এক ব্যক্তি তাহার 10 বৎসর এবং 15 বৎসর বয়স্ক ছুই পুত্রের মধ্যে বণ্টনের 
ws 2500 টাকার тала লিখিয়া দিয়াছিলেন। নির্দেশ ছিল যে, বণ্টন এইভাবে 
করিতে হইবে যেন 30 বৎসর বয়স হইবার পর উভয় পুত্ৰই সমান অর্থ লাভ করে। 
এ সময় বাধিক চন্রবুদ্ধির হার 5% ছিল বলিয়! ধরিয়! কনিষ্ঠতর পুত্রের 10 বৎসর 
বয়সে কত টাকার ব্যবস্থা হইয়াছিল তাহা! নির্ণয় কর। 


[ইক্ষিতঃ 10 বৎসর এবং 15 বদর বয়নে উভয়ের অংশ যথাত্রমে x টা. এবং y টা. ধরা হইল। 
তাহা হইলে x-ry=3500 এবং x (1:05) 9 —y(1:95)15,] 
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[B] 

l. ক্রম-ক্ষীয়মাণ স্থিতিমূল্যের ( on reducing balance ) উপর 20% হারে 
একটি যন্ত্রের মূল্যের অবচয় হয় । чаба প্রারম্ভিক মূল্য 1,00,000 টাক! এবং উহার 
অস্তিম গুরুত্বহীন মূল্য (scrap value ) 30,000 টাক! ছিল। qaba কার্যকরী 
জীবনকাল নির্ণয় কর। 

2. একটি чая কার্যকরী জীবনকাল 10 বৎসর বলিয়! নিরূপিত হইল এবং 
উহার ক্রয়মূল্য পড়িল 10,000 bta) জীবনকাল wc ইহার গুরুত্বহীন মূল্য 
(scrap value ) নির্ণয় কর, যদি ক্রম-ক্ষীয়মাণ স্থিতিসূল্যের দফাগুলির উপর т 
10% হারে 45% ধার্য করা হয়। 

3. একটি যন্ত্রের কোন বৎসরের 44/89 মূল্যের উপর 10% হারে অবচয় TÈ | 
যন্ত্র 5810 টাকায় ক্রয় কর! হইয়াছিল এবং পরিশেষে পরিত্যক্ত লোঁহালকড় হিসাবে 
2250 টাকার বিক্রয় করা হইয়াছিল । aa কত বৎসর ব্যবহৃত হইয়াছিল? 

যদি বাধিক 85% হারে অবচয় ধার্য কর! হয়, তবে В বৎসর অস্তে абя মূল্য 
কত হুইবে ? 

4. প্রত্যেক বত্মরের শেষে অবচয় ধার্য করার পর কোন যন্ত্রের মূলা, এ বৎসরের 
প্রারম্ভে 4804 যে মূল্য ছিল তাহার 90% হইয়াছিল। чаба ক্রয়মূল্য ছিল 
12,000 টাকা এবং গুরুত্বহীন মূল্য (scrap value ) 200 টাকা হুইয়াছিল। чаб 
কতকাল ব্যবহৃত হইয়াছিল? 

5. কোন কারখানার একটি যন্ত্রের মুল্য 24,537 টাক! femi নিরূপিত হইল 
এবং স্থির করা হইল, প্রত্যেক বৎসরের শেষে Q বৎসরের প্রারম্ভিক মূল্যের উপর 
18% অবচয় ধার্য করিয়া নিরূপিত মূল্য হ্রাস করা হইবে । উহার মূল্য কখন 
(i) 20,000 টাকা, (ii) 414(84 মূলোর এক-দশমাংশ হইবে ? 

6. প্রত্যেক বৎসরের শেষে এ বৎসরের প্রারস্তিক মূল্যের উপর 10% হারে কোন 
যন্ত্রের মূলোর অবনতি ঘটে এবং এইভাবে 594 বৎসর পরে উহার মূল্য হইল 
1,31,220 টাকা । উহার প্রারম্ভিক মূল্য নির্ণয় কর। 

7. প্রথম 10 বৎসরের প্রত্যেক 454094 শেষে কোন যন্ত্রের এ বৎসরের উহার 
প্রারস্তিক মূল্যের এক-দশমাংশ ক্ষয়-ক্ষতি ধর! হয় এবং পরবর্তা 5 বৎসরের প্রত্যেক 
বৎসরে উহ! এক-পঞ্চমাংশ ধর! হয়। 15 বদর পরে 4404 গুরুত্বহীন মূল্য ( Sip 
value ) নির্ণয় 441 
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8. কোন বৎসরের প্রারম্ভে কোন সহরের যে লোকসংখ্যা থাকে, এ বৎসরের 
শেষে যদি তাহা 2% বৃদ্ধি পায় এবং ইহ প্রতি বৎসর ঘটে, তবে কত বৎসরে সহরটির 
লোকমংখ্যার সামগ্রিক বুদ্ধি 40% হইবে? 

9. একটি আধার হইতে বায়ু অপসরণে নিযুক্ত কোন বায়ুনিষ্ধাশন 54 প্রত্যেক 
ঘা ( stroke )-এর পর আধারস্থিত বায়ুর এক-দশমাংশ নিষ্ধাশিত করে। দ্বাদশ si 
এর পর মূল বায়ুর কত অংশ আধারে অবশিষ্ট থাকিবে, তাহ! নির্ণয় কর। 

10. কোন রাজ্যের লোকসংখ্যার বাৎসরিক বুদ্ধি প্রতি হাজারে 25 এবং 
অধিবাসীদের বর্তমান সংখ্য। 26,24,000 ; 3 বৎসর পরে লোকসংখ্যা কত হইবে? 
এক 5534 পূর্বে উহ! কত ছিল? 


উত্তরমাল! Í 
[A] 

1. 965:50 টা, 2. (i) 1,234 টা. (প্রায়); (ü) 956 টা, (প্রায় )। 
3. 18,848 Bl, 18,517 টা., 11,691 p. 4. 299 টা, 25 я, 
5. (i) 4986 টা. 29 я. (4) 9944 টা, (প্রায়); (йі) 888 টা. 80 প. (প্রায়) 1 
7. (a) 277451. (b) 2771 BI. 8. 19809. 9. 69৮ টা, 
10. 4% “(%4554; 2500 bj. 11. 3750 81. 12. 10,000 91. 13. 5000 টা, 
14. 995 বৎসর (eta) 15. 2806 বৎসর (প্রায়) | 16. 141 বৎসর (প্রায়) । 
17. 42%. 18. 8% (ert) | 19. (a) <5%; (b) 56% (প্রায়) | 


20. 5:0625%, প্রতিবৎ্সর 21. 57% 22. 19,640 টা, (প্রায়), 4 অস্ক-বিপিষ্ট 971511721 
অনুসারে, 41, 12,648 টা. (প্রায়), 5 অঙ্কের লগ-তালিকা অনুসারে । 23. 1,090842 টা. 


[В] 
1. 544% (প্রায়)। 2. 3483 1. 3. 9 বৎসর (প্রায়); 2854 8. 
4. 8884994 (йй! 5. ()10945446; (14) 11'6 বৎসর। 6. 2,00,000 $i. 
7. প্রাথমিক মূল্যের 24:7% (প্রায়) 8. 174444 (প্রায়)। 
9. атте TAa 0'2821%. 10. 2,826,000 7 95,60,000. 
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(ANNUITIES) 
111. সুচনা $ সংজ্ঞাসমূহ 


i. সময়ের নিয়মিত ও সমান ব্যবধানে সম-মাকারে প্রদত্ত অর্থ-পরিমাণগুলির' 
অনুক্ৰম ( sequence )-কে Тб বা বাৰিক বৃত্তি ( Annuity ) বল! হয়; 
সময়ের নিয়মিত ব্যবধান এক বৎসর অথবা আরও অল্প সময় হইতে পারে। যে 
সামগ্রিক সময়ের জন্য বৃত্তি স্থায়ী হয় তাহাকে নিরূপিত কাল «1 মেয়াদ 
( Status or Term ) বল। 99—351 নির্দিষ্ট কতিপয় বৎসর হইতে পারে, যেক্ষেত্রে 
বাষিকটিকে বলা হয় নিয়মিত atfás বা বাৰিক বৃত্তি (Annuity certain) ; 
অথবা মেয়াদের পরিমাণ এমন কতিপয় ঘটনা৷ সংঘটনের উপর নির্ভর করিতে পারে 
যাহাদের pics পূর্ব হইতে কোনরূপ ধারণা করা যায় না__এক্ষেত্রে বাধিকটিকে সম্ভাব্য 
বাষিক বৃত্তি ( Annuity contingent ) বলা হয়। আজীবন বাৰিক বৃত্তি 
(Life-annuity ) হইল 7919) বাখিক বৃত্তির একটি উদাহরণ-__এক্ষেত্রে মেয়াদ 
কোন ব্যক্তির সমগ্র জীবনব্যাপী হইতে পারে। 

2. চিরস্থায়ী কিস্তি (А perpetuity) «i চিরস্থায়ী 4184 বৃত্তি 
(Perpetual annuity) হইল এইরূপ 4184 বৃত্তি যাহার মেয়াদ অসীম কাল 
পর্যন্ত (4931 ইহার অর্থ, অর্থপ্রদানের কিস্তির সংখ্যা এই ক্ষেত্রে সসীম নহে ( প্রত্যেক- 
বার অর্থপ্রদানের পরে আবার একবার অর্থপ্রদান করিতে হয় অর্থাৎ প্রত্যেক কিস্তির 
পর আর একটি কিস্তি থাকে-_-কোন কিন্তিই শেষ কিন্তি নহে )। 

3. পর পর দুইবার অর্থপ্রদানের ( অর্থাৎ দুইটি কিস্তির) 54481 সময়ের 
ব্যবধানকে অর্থপ্রদানের পর্বায়কাল ( Payment period ) 41 অর্থপ্রদানের 
অবকাশ বা বিরাম বা বিরতি ( Payment interval ) বলে। 

4. এক বৎসরে দেয় সমগ্র অর্থপরিমাণকে 416% খাজনা (Annual rent) 
বলে। Y 

Әт: “10 বৎসরের wg অর্ধ-বংসর পরে পরে দেয় 200 টাকার বাধিক বৃত্তি” 
বলিলে বুঝিতে হইবে যে এক্ষেত্রে পর্ধায়কাল বা বিরতি হইল 6 মাস, নিরূপিত কাল 
বা মেয়াদ হইল 10 বংসর এবং বাধিক খাজনা 400 টাক! 1 | 
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এইস্ছলে একটি রীতি প্রচলিত আছে__বাঁধিক বৃত্তি 45741099 দেয় 

98% আর অপেক্ষাকৃত অল্মতর সময়ের ব্যবধানেই দেয় হউক, এক 

বৎসরে দেয় সমগ্র টাকার পরিমাণ দ্বারাই উহ পরিমাপ কর! হয়। 
সুতরাং উদাহ্রণটিতে, অর্ধ-বৎ্শরান্তে দেয় 718% বৃত্তি হইল 400 টাকাঁরি। 

5. সাধারণত প্রত্যেক পর্যায়কাল বা বিরতির শেষে অর্থপ্রদান কর! হয়। 
বাধিক বৃত্তিটিকে তখন অবিলম্বিত 41 প্রত্যক্ষ (Immediate) 5441 
সাধারণ ( Ordinary ) বাধিক বৃত্তি বলা হয়। 

কিন্তু যদি প্রথম পধীয়কাল বা বিরতির শেষে অর্থপ্রদানের পরিবর্তে উহার প্রারম্ভে 
অর্থপ্রদান কর! হয় এবং ইহার পর সম-সময়ের ব্যবধানে পরবর্তী কিন্তিগুলি প্রদান 
করা হইতে থাকে তখন এ বাধিক বৃত্তিকে দেয় atas বৃত্তি (Annuity due) 
বলা হয়। 

'টাক1| বিশেষভাবে উল্লিখত না হইলে পর্যয়কাল বা বিরতির শেষে অর্থ- 
প্রদানই (অবিলম্দিত বাষিক বৃত্তি) সর্বদা বিবেচনা করা হইবে । 

6. যদি কোন বাধিক বৃত্তির ক্ষেত্রে অর্থপ্রদান কোন নির্দিষ্ট সময়ের জন্য স্থগিত 
রাখা হয় তবে উহাকে ৰিলম্িত বাষিক বৃত্তি (Deferred annuity) বলা 
হয়। 43415 এইরূপ বাধিক বৃত্তির ক্ষেত্রে স্থগিত সময়ের মেয়াদ শেষ ন| হওয়া পর্যন্ত 
প্রথম কিস্তি প্রদান কর! হয় 911 

কোন সাধারণ বাধিক বৃত্তি ( বিরাম_এক বৎসর ) n বৎসরের স্থগিত আছে__এই 
কথার অর্থ হইল যে (॥4+1)তম বৎসরের শেষে প্রথম কিন্তি প্রদত্ত হইবে | 

বিলম্বিত চিরস্থায়ী কিস্তি (Deferred perpetuity )র ক্ষেত্রে স্থগিত 
কালের অস্তে অর্থপ্রদান শুরু হইবে এবং পরে অনির্দিষ্ট কালের জন্য উহ! চলিতে 
থাকিবে । 


112. নিয়মিত afr বৃত্তির মোট অঙ্ক (Amount of an 
` Annuity certain ) 

সংজ্ঞা । কতিপয় সংখ্যক পর্যায়কালের জন্য বাঁষিক বৃত্তি প্রদান যদ স্থাগত 
থাকে তবে বলা হয় যে উহা এ সময়ের জন্য 184% ( forborne ) আছে ! 

স্থগিত কালের জন্ত প্রত্যেকটি স্থগিত কিস্তির চক্রবৃদ্ধি সহ স্থগিত সমগ্র কিস্তিগুলির 
সমষ্টিকে afis বৃত্তির মোট অঙ্ক ( Amount of the Annuity ) বলা 23 | 

ধরা যাক, একটি তহবিল হৃষ্ট করা হইল, যেখানে নিয়মিত ব্যবধানে প্রদত্ত সমুদয় 
কিস্তির অর্থ চক্রবৃদ্ধি-দহ সঞ্চিত হইতে দেওয়া হইল। বাধিক বৃত্তিটির মেয়াদ 
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) নিয়মিত বাধিক বৃত্তির মোট == : 281 
{ অথবা নিরূপিত কাল ) 80% যে সমগ্র অর্থ প্রাপ্য হইবে তাহাই বাধিক বৃত্তির মোট 


wg 
অঙ্কপাঁতন (Notations ) $ যে বাৰিক বৃত্তির (নিয়মিত ) নিয়মিত ব্যবধানে ' 


প্রদত্ত কিস্তি এক টাকা এবং উহা! п সংখ্যক ব্যবধানের জন্য দেয়, তাহার মোট 
অন্ধকে নির্দেশ কর! হয় 55105 কোণ %_-এইরূপ পড়িতে হুয় ) প্রতীক দ্বার! 

যদি প্রতি ব্যবধানের জন্য স্থদের হার £ হয়, তবে মোট অঙ্কে নির্দেশ করা যায় 
S5, হারে S কোণ &__এইরূপ পড়িতে হুইবে ) প্রতীক 9111 

বাধিক খাজন! P হইলে 4/49 বৃত্তির মোট "esce S+ P বা S, P প্রতীক 
8/41 নির্দেশ কর! হয়। 

প্রতি বৎসর Р হিসাবে কোন অবিলদ্দিত বা সাধারণ বাখিক বৃত্তিতে 
অর্থপ্রদ্দান যদি n বৎসর স্থগিত থাকে তবে চক্রবৃদ্ধি স্বীকার করিয়া 
লওয়া wacer (প্রতি বৎসরান্তে ww আসলে Mes হইবে) afas 
বৃত্তির মোট অঙ্ক নির্ণয় করিতে হুইবে। 


[ To find the amount of an' immediate annuity P per year 
left unpaid for n years allowing compound interest (to be 
compounded annually. ] 

ধরা যাক, £সএকক টাকার এক বৎসরের সদ । যেহেতু বাগিক বৃত্তি প্রদান n 


বৎসর অপ্রদত্ত অবস্থায় আছে; সুতরাং P এর প্রথম বৎসরের শেষে দেয় প্রথম কিস্তি 


(n —1) বৎসরের জন্য সঞ্চিত থাকিবে এবং Bata সমূল চক্রবৃদ্ধি হইবে P+)"; 
দ্বিতীয় কিস্তি (п-2) বৎসরের জন্য সঞ্চিত হইবে এবং উহার সমূল চন্রবৃদ্ধি হইবে 
P(l--i)"-2, অন্থ্রূপে তৃতীয় কিস্তিতে সমূল 54548 হইবে Р(151)-3; এইরূপ 
হুইতে থাকিবে যতক্ষণ না শেষ fefe আসে, যাহার man চক্রবৃদ্ধি হইবে কেবল Р. 
কারণ, ধর! হইয়াছে, ইহ! %তম বৎসরের শেষে দেওয়া হইবে | স্থতরাং, 

মোট ww А (অর্থাৎ ShP )= এই n সংখ্যক সমূল Батаа সমষ্টি 

— Pi) 7 P)" 3. + P ; ইহা একটি G.P. যাহার 
প্রথম পদ =P(14+1)"-2, 5158876 = (12-0)! এবং পদের সংখ্যা n; 
AE dE Ra ЕЕ emi 
টা 12079 


_Р(1+0(1+0"Ч1-(1+407"%_ P" 71), 
14i-1 i 
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অতএব, 457414 দেয় এবং n বৎসরের জন্য প্রদত্ত বাথিক বৃত্তি 
P এর মোট অঙ্ক A হইলে, 


SP :j 
4(=5 дР)= ৮0৮19” 1j 


যেখানে i=1 টাকার 1 বৎসরের সদ | 

যদি বৎসরে p বার অর্থপ্রদান করা হয়, বাধিক ізгі P হয় (অর্থাৎ নিয়মিত 
ব্যবধানে প্রদত্ত কিস্তি Р/р 8.) এবং £-একক টাকার প্রতি বৎসরের সুদ, তবে x 
বৎসরের wg 4186 বৃত্তির মোট 5% A হইল £ 


Р 
47052৮17205 dx -1} а= +" -1} 
p 


Sgi.: এক ব্যক্তি নগদ 1000 টা. এবং ইহার পর 10 বৎসর ধরিয়! প্রতি 
বৎসরের শেষে 1000 টা. করিয়া এমন একটি প্রতিষ্ঠানে অর্থ বিনিয়োগ করিলেন, 
যাহা বাৎসরিক 5% হারে Бара প্রদান করে; 10 বৎসরের শেষে তাহার কত টাকা 
সঞ্চিত হুইবে ? 

সঞ্চয় A= (i) 1000 টাকার 10 বৎসরের সমূল চক্রবৃদ্ধি + (i) 1000 Bi. 
সাধারণ বাধিক বৃত্তির 10 বৎসর পরে মোট 5% 1 


ধরা যাক্‌, х-(1:05)19 2. A X000 4 i)19 + 5 5,1000(:2 0:05) 
2. log x*10 log 1:05 1000 
=1000(1'05)10 + === ((105)10 _ 
=10х00212 (10549 06 050—1 
=0`2120 =1000 x 1'629 +199000 x 9:629 
2. x=antilog 02120 = 1,629 + 12,580 
-18629, =14,209 bts | 


113. “(Ее বৃত্তির বর্তমান মুল্য (Present value of an Annuity) 
সংস্ঞা। বাধিক বৃত্তির বর্তমান wen হইল, 2 «jer খাতে দেয় 
ভাঁবয্যতের সকল কিস্তির বর্তমান মুলাসমুহের সমণ্টি । সুতরাং ইহা হইল সেই 
পরিমাণ অর্থ যাহা বর্তমান সময়ে বাঁক TORA সাহত তুল্যমূল্য। 
881414, বাধিক বৃত্তি পাইবেন এইরূপ এক ব্যক্তি ভবিষ্যতের কিন্তিসমূহের 
পরিবর্তে বর্তমান সময়েই এককালীন থোক্‌ টাক! পাইতে ইচ্ছুক; তাহা হইলে তাহাকে 
এখন যত পরিমাণ টাকা দেওয়া উচিত তাহাই বাখিক বৃত্তিটির বর্তমান মূল্য । 
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অঙ্কপাতন ( Notations); 1 টাকার অথবা একক অর্থের সাধারণ বাখিক- 
বৃত্তির মেয়াদ n সংখ্যক পর্ধায়কালে বিভক্ত হইলে উহাকে а, দ্বারা নির্দেশ কর! হয়, 
এবং যদি প্রতি পর্যায়কালের প্রতি একক অর্থের ИЯ হার £ হয় তবে বর্তমান মূল্যকে 
asy чїй! নির্দেশ করা যাইতে পারে, কারণ হারটির উল্লেখ এখানে বাঞ্ছনীয় । প্রতি 
পধায়কালের কিন্তি মূল্য যদি P হয়, তবে বাধিক বৃত্তির বর্তমান qu V কে ay, 
বা, az; P প্রতীক দ্বারা নির্দেশ কর! হয়। 


п বওসরের মেয়াদী সাধারণ atas বৃত্তি P এর বর্তমান মূল্য নির্ণয় 
করিতে হুইবে, 414 চক্রবৃদ্ধি (প্রতি 4544108 чи আসলে পরিণত. 
হইবে) স্বীকার করা হয়। 

[To find the present value of an immediate annuity of Р" 
which will continue for n years, allowing compound interest ( to- 
be compounded annually ). ] 

ধরা যাক্‌, 7/(-4712)-% সংখাক কিস্তির বর্তমান qonga সমষ্টি, যেখানে" 
প্রত্যেক কিন্তিমূল্য P, 

1=একক অর্থের প্রতি বৎসরের সুদ. এবং 11(4-7)-%7 তাহা হইলে এখন" 
হইতে 1 বৎসর পরে দেয় প্রথম কিস্তি Р এর 4941857) 


шығы ору 


1-і 
এখন হইতে 2 বৎসর পরে দেয় দ্বিতীয় fefe Р এর বর্তমান মুল্য 


Ерла 
"ea 

এখন হইতে 3 বৎসর পরে কাত কিস্তি P এর বর্তমান মূল্য 
e 


এখন হইতে п বৎসর পরে নেয় শেষ কিড এর বর্তমান মূল্য 
е. Зар, 4% 
т 
у= P(vtv9 trt +y") 
= Py(1--v-.v? 4 v7) 
Ad যাহার সা. অয়,» U 


Қаға EH =Р1- а-а") 


=p C deb Гү 
lE 
"dcn n ТЕ Т 


(1+:)" 


284 বাৰিক অথবা ifie বৃত্তি 
সুতরাং n বৎসর স্থায়ী বাধিক বৃত্তি P এর বর্তমান মূল্য হইল 
GE pal (LDP EEE EE 
v= P= -a+ arid 
ELD - 1), 
1 a+ | 
যেখানে i=একক টাকার প্রতি 1 বৎসরের 9 | 
যদি বৎসরে? বার অর্থ প্রদত্ত হয় এবং 456 খাজন! হয় Р ( অর্থাৎ নিয়মিত 
ব্যবধানে ' প্রদত্ত কিস্তি Р/р), আর প্রতি বৎসরে প্রতি একক টাঁকার 3% d, তবে n 
(p) 
тән মেয়াদী বাখিক বৃত্তি P এর বর্তমান মূল্য / কে নির্দেশ করা হয় anl Р প্রতীক 
7141 এবং উহার মান হইবে : 
2 
(৯ 2 ^ ga Eu тү 
р-«ер-"һ-(83 Дт v-t8-( 7). 
p 


চিরস্থায়ী afis বৃত্তির বর্তমান মূল্য (Present value of а 
Perpetuity ) 
। চিরস্থায়ী ifte বৃত্তির ক্ষেত্রে n হুইল শী বৃহৎ সংখ্যা, TON: 


(1-0 কে যতদুর ইচ্ছা! বৃহৎ করা যায়, ফলে diy =(1+)7" কে ইচ্ছামত 


75 হইতে 7434 কর! যায় এবং শেষ AGE ইহা শূন্যের দিকে অগ্রসর হইতে হইতে 
“4 হয়। 
i /-46৮-%1-01-2 
[ প্রতীক চিহ্ন = এর অর্থ, п অনিপিষ্টভাবে বৃহৎ। ] 


টাকা (0) বাঁধক বৃত্তির ক্রয়-মূল্য ( purchase-price ) বা কেবল 
মূলা বলিতে এই বর্তমান মুল্য বুঝায় । (а) যাঁদ কোন বাঁধক বৃত্তি Р এর বর্তমান 
মুল্য nP হয়, তবে বলা হয় যে এ বাঁধক বৃত্তি п বৎসরের বর্ষ-গুণকের মূল্যের 
( worth n years? purchase ) সমান | 


114. Fš? গুরুত্বপূর্ণ শব্দ ( Terms ) 


1. শুন্ধহীন সম্পত্তি (free-hold estate ) বলিতে বুঝায় এমন S 
বাহা 418891 ( тепе) বলিয়! অভিহিত চিরস্থায়ী বাধিক বৃত্তি বা! কিস্তি ( perpetual 


\ 
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annuity ) প্রদান করে, আর পারা বা ইজারা বলে প্রাপ্ত সম্পত্তি ( lease- 
hold estate ) হইল নিৰ্দিষ্ট মেয়াদের জন্য অধিকৃত সম্পত্তি, যাহা & নির্দিষ্ট মেয়াদের 
জন্য খাজনা প্রদান করে। 

2. чча সম্পত্তির মূল্যকে চিরস্থায়ী বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য হিসাবে গণ্য 
করা যায় কারণ চিরস্থায়ী বাধিক বৃত্তির প্রত্যেক কিন্তি সম্পত্তির খাজনার সমান । 
чое, নিয়মিত 41-404 সম্পত্তির ( certain lease-hold property ) মুল্য 
হইল এইরূপ নিয়মিত বাধিক বৃত্তির বর্তমান qm) যাহার প্রত্যেক fafa nafaa 
খাজনার সমান এবং যাহার মেয়াদ হইল তত বৎসর যত বৎসর পরে UU বা 
ইজারাকাল শেষ xx d 

3. সম্পত্তির лие প্রায়ই “এতগুলি বৎসরের বর্ষ-গুণকের, মূল্যের” 
( of so many years’ purchase ) 47%) উল্লেধ কর! হয় : ইহার তাৎ্পধ হইল 
এই যে যদি কোন সম্পত্তি x বৎসরের বর্ধ-গুগকের মুলোর হয়, তবে 

74804 বর্তমান pr] m xx এ সম্পত্তি-প্রদত্ত খাজন!। 
4. শুকহীন সম্পত্তির মূল্য চিরস্থায়ী বাষিক বৃত্তি P এর বর্তমান মুল্য (যেখানে 


বাধিক খাজনা Р) -? =х.Р (wm যাক্‌)) Әя সম্পত্তিটি বর্তমানে তাহ। হইলে 


x বাঃ? 1 বৎসরের বর্ষ-গুণকের মূল্যের | 


5. ধর! যাক, এক ব্যক্তি n বৎসরের মেয়াদের একটি পাটা (lease ) ам 
করিয়াছেন, যাহার বাধিক খাজন! P টাকা; আরও ধর! wp, x বৎসর (n> x) পরে 
তিনি mata মেয়াদ яза করিয়া পুনরায় অতিরিক্ত y বৎসরের uu বৃদ্ধি করিতে 
ইচ্ছা করিলেন। তখন তাহাকে অবস্থাই কিছু অথ দিতে হইবে, যাহাকে বলা হয় 
পাট্রাটির y বৎসরের জন্য পুনণবীকরণের জরিমানা! (fine)| এই জরিমানা হইল), 
y বৎসর মেয়াদের ও (n—x) Tera ww বিলঙ্গিত বাধিক cfe P এর বর্তমান 
т! বিলগ্গিত বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য নির্ণয়ের ma পরে প্রদত্ত হইল | 
দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণসমূহ 

З. 1. 4/84 44% সুদের হারে 15 বৎসর মেয়াদের 3000 টাকার বাধিক 
বৃত্তির মোট অর্থ ( amount ) এবং বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর। 


15, im Ф425, 
এখানে P=3000 টাকা, п=15, i 100" 109 7 00425 ; 


2. А(=55уу ов)” FT)" = 200 070425) - 1) 


.286 বাধিক অথবা বাধিক বৃত্তি 


3000 3000 (1-868. ]) _ 3000 x 0'868 _ 3000 x 8680 


7070425 00425 425 
-61,270:59 টা. А 
/(-415:0425) =Ра F ৫+9-7-8990- (1:0425)-15) 
3000 cao 3000 х0:4648 3000 x 4648 
-(о051-0552-:% 095 ха 


=32,809`41 টা. 31 32,809 টাক! 41 পয়সা 1 
Swi 2. 12 বৎসর মেয়াদের এবং প্রতি 3 মাস 50% কিন্ডি দেয় এইরূপ 480 
টাকার বাখিক বৃত্তির 6% হারে মোট অঙ্ক এবং বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর, যদি 44-594 
বৎসর পরে পরে 44 আসলে পরিণত করা হয়। 
এখানে $-0:06, п-12, বাধিক বৃত্তি Р-480 টা., যাহা প্রতি বৎসরে 4 
বার দেয়। 


д ЖР (1158 
d মোট ат А=(1+%) 1} 
_ 480 f[, 006993. 1. у ы 
০৫১ 2. 1)-8000(1:015)48 1} 
=8000 x 17029 —8232 
бст মোট 546-8232 টা. (প্রায় ) І 
p i\-4™ _ 480 0:06)- 
বর্তমান মূল্য У (1-043) Іі -(.226 n 
১4800711115 
af- 1015) | 
=8000 (1.—0:4929) — 8000 x 0:5071— 405680 (প্ৰায় ) 
2. боб বর্তমান মূল্য 4056780 টা. (প্রায় )। 


ধরা ай, х= (1-015)58 | ধরা যাক্‌, /(1:015)-48 
2. log х= 48 log 1:015 7. log у= —48 log 17015 
—48 x 00064 —0:3072 = —48 х 00064 — —0:3072 
21, xcantilog 0:3072= 2:029 = 16928 ; 


`. y=antilog Т:6928 = 04929 


А 
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ЗҮ. 3. শতকর! 4 Bl. হারে 5 বৎসর মেয়াদের বৎসরান্তে fefe দেয় 300 টা. 
বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূলা নির্ণয় কর। 

[ প্রদত্ত log 104--2:0170333, log 00821923 = 2:9148335 ] 

এখানে P =300 টা.) n=5, і--4/100- 04; ' 


7৮-21-0492 ক -(1+004)-5} 


ধর! Пф, х= (1'04)-5 
+, log x= —5 log 104 


= (1-021923) | 
Fr 178077 | = —5х 00170393 


_3х1780°77 _ 534231 Bit уры 
০77 —1:9148335 
71335558 টা. (প্রায়) | —log 0821923 

`, х--0821923 


উদ্দা. 4. প্রতি qum 41% চক্রবৃদ্ধি হারে 15 বৎসর মেয়াদের 500 টাকার 
নিয়মিত বাৰিক বৃত্তির মোট অঙ্ক এবং বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর। 


এখানে ৮500 টা, n7 15, i= = 13 20045; 
= ач)" -1]- 390. (a7045)15 -1]- 207. (193528 — 1 
m 500x 528 _ SX90523. 0 70560 P ; 
«e Уе [зд Tol aras | 


500. 193528—1_ 500 093528 500000. 93528 


“0045 193528 0045 193528 45 193528 


_ 100000 x 10392 
COUR S T =5369'77 টা. | 


ЗҮ. 5. কত মূল্যে 4 বৎসর মেয়াদের 1050 টাকার বাধিক বৃত্তি ক্রয় কর! 
যাইবে, যদি চক্রবৃদ্ধির হার বাঁধিক 3196 হয়? 

বাৰ্ষিক বৃত্তির mqm; হইল উহার বর্তমান মূল্য। এখন V = РД (1077) 

এবং এখানে Р-1050 টা. п=4, i= $0 =0"035 ; 


288  ধাধিক অথবা বাধিক বৃত্তি 


" 


“Ve уу 1 - (095) | Vos 17 c4 log 1093 
Hie 08718) | а 
m RET 
„551282 = 3846 X d 19404 

: UMEN E. 


উদ. 6. বাদিক 61% түл প্রতি onto কিন্তি দেয় চিরস্থায়ী বাধিক বৃত্তি 
825 টাক! , Beta মূলা কত? 

fear বাগিক বৃত্তির үл হইল Bera বর্তমান মূল) à 

এখন V=, এবং এখানে Р=825 টা. I 

г. у Ee 825% 1614200, 2. facft qme 13,200 B. 
ча m কর্ড সংক্রান্ত antt (Problems on Loans) 

wea কোন বাকি কিছু w tnt меч করেন এবং সম-কিন্তিতে vi পরিশোধ 
করিতে dira va, তখন গৃহীত গণের «4 «тт বাগিক ( annuity ) বৃত্তির 
বর্তমান মূলোর সমান। 

89.7. এস. রায় 4% эжи হারে 20,000 টাকা কর্ করেন এবং প্রতি 
Жә দেয় 108 সমান কিন্তিতে qene & টাক! পরিশোধ করিতে স্বীকৃত та! 
প্রতি কিস্তির পরিমাণ feat কর | 

ধরা থাক্‌, প্রতি কিন্তির পরিমাণ = টা, у wie) হইলে 20,000 টা. হুইল, বাগিক 
4% হারে 10 বৎসর মেয়াদের P টাকার বাদিক বৃদ্ধির বর্তমান т! 


এখন, ৮1-0+9- ат 
ача / = 20,000 BL, n= 10 এবং i= тфр=004 
7. 20900 «p - 1:977] - P tt- 104710] 


= a 0676) = P x03239 
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5 
2. pe 20000008. 8000000,. 2460808... 
', নিৰ্গে প্রতি কিন্তির পরিমাণ  2,469:90 Brot | 
(Р= 80000902470, 4-ww বিশিষ্ট লগ-জালিকাঙ্ছগারে । প্রতি (би 
পরিমাণ তাহা ein 2470 টাকা। J 
ФТ. 8. এক বাকি 1000 টাক! wé করিলেন এই শর্তে থে প্রতি wt মাস 
чоч দেয় 4টি সম-কিন্তিতে তিনি Be পরিশোধ করিবেন এবং কণ গ্রহণের সময় হইতে 
ছয় মাস পরে প্রথম কিছ দিবেন। প্রতি (йүп পরিমাণ নির্ণয় কর, fv wet মুলা 
বাষিক 5% ছয় (if the money is worth 5% pa.) | 
এখানে 1000 টাকা = বংসরে ছুইবার দেয় এইরূপ 48 পধায়কালের P (ধরা 4) 
টাকার বিলম্বিত wi সাধারণ সাদিক এর বর্তমান মূলা, ষেখানে সুদের ছার i9 005, 


m 1009-3 - (1+ 29 | 


= ы |1-(1:025)-4) ধরা WT, x= (1025)** 
005 +", log x= ~ 4 log 1:005 
= 0050-0908) = -4x00107 
= —0428 
Рх (70939 P = 19572 
^ 500 x 1000 7. x= апор 19572 
+, Pa 939 em 09061 


АА бб meie PL 266 (жт), 


ГАЛА ГЕТЕ 2500 Bret কর্ করিলেন 
এবং 18টি эжее কিছ্িতে теле Se) পরিশোধে Aae পাইলেন। প্রথম 
বৎসরের শেষে প্রথম fefe ang হইয়া Тест কতি কিন্তির পরিমাণ foc wq | 

ধর! যাক, P= প্রতি কিন্তির পরিমাপ ; are হইলে 2500 টাকা ৮18 বৎসর 
মেয়াদের P NE NUM UEM EM E: 
বাৎসরিক 2%, | 

тий, এখানে /-290 টাকা, я =18, am 1-5 - 025, 


59141.) 
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у= EEIN) qa হইতে, 


A+ 
(L02599—1| P 155966-1 
uS е (1025)18 БИР] '025' 155966 | 
ШОР 055966. 
0025" 155966! 
«pe 2500x 07025 x 155966. 25 X25 x 155966 
d 055900 — 559660 
= 100х 100 x 155966 
8954560 217417 (aft); 


2. প্রত্যেক কিন্তির নির্ণেয় পরিমাণ». 17417 টা. (প্রায় ) | 
উদ্দা. 10. এক ব্যক্তি 40,000 টাকায় নিয় শর্তে একটি বাড়ি ক্রয় করিলেন : 
তিনি 10,000 টা, নগদ দিবেন এবং ক্রয়ের দিন হইতে এক বৎসর পরে প্রথম কিন্তি 
সহ 10টি সমান বাধিক কিস্তিতে অবশিষ্ট টাকা পরিশোধ করিবেন। বাতিক 5% 
চন্রবৃদ্ধির হার হইলে প্রত্যেক কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় কর। 
বাড়িটির যুল্য 40,000 টা. 
ক্রয়ের সময় প্রদত্ত অর্থ = 10,000 টা. 
- অবশিষ্ট দেয় টাক! = 30,000 টা, 
এই টাক! 10টি সমান বাৎসরিক কিস্তিতে দিবার কথা 
, fq যাক, P= প্রত্যেক কিস্তির পরিমাণ ; তাহা হইলে অবশিষ্ট 30,000 টা. হইল 
daba বৎসর মেয়াদের Р বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য। 
এখন, /-- Eg- (1+5)-"}; 
এখানে V -30,000 টা, n=10 এবং io 155—705; 
E 30,000 = P ft - (1:05)-10 | ধর! atg, х--(105)-10; 
05 2. log х= – 101065 1:05 


=:05®- 06138) = -10x00212 
= P 03862 = —0'2120 
05 =-1+1-02120 
-рхже eres 
ү 30,000 x 500 _ 7 2. x=antilog 17880. 
s. Ра উহ 3883:997 —0'6138 


2. প্রত্যেক কিস্তির নির্ণেয় পরিমাণ_3884 টা. ( প্রায় )। 
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ংকিং ফাণ্ড al দেন।-পরিশে।ধ তহবিল (Sinking Fund ) : 
ТӨЗ মেয়াদ অস্তে খণ-পরিশোধ ( Repayment of Loan after a 
certain period ) : 

472% খণ পরিশোধের জন্য বা কোম্পানির 4484 বা কাগজ ( debenturé 
stock ) এর 41% wd প্রদানের জন্ত অথবা! কলকারখানার কলকজ! (machinery y 
যন্ত্রপাতি বা প্র্যাণ্ট ( plant) প্রভৃতির স্কায় মূল্যবান 494 পুরাতন অবস্থায় নৃতনের 
দ্বার! প্রতিস্থাপনের পক্ষে উপযুক্ত ও অভীষ্ট পরিমাণ অর্থ সঞ্চয়ের জন্ত প্রতি বৎসর 
faf পরিমাণ অর্থ পৃথক করিয়া 441 হয়, যাহাতে চক্রবৃদ্ধি হারে ү হয় ও 

` সঞ্চিত হয়-_-এইভাবে যে অর্থ-তহবিল meu তাহাকে পিংকিং ফাণ্ড ৰা দেনা- 
পরিশোধ তহুবিল বল! হয়। 

সুতরাং দেনা-পরিশোধ তহবিল 4) মিংকিং жест অভীষ্ট মূলধনের সমান 
‘মোট 047 বাধিক বৃত্তি (annuity ) হিসাবে গণ্য করা যাইতে পারে এবং ফলে এই 
সংক্রান্ত প্রশ্রগুলির সমাধানের নিমিত্র za А( = Sa) কে প্রয়োগ করা যাইতে পারে। 

Sql 11. একটি чи খরিদ করিতে কোন এক সংস্থার 65,000 টা, খরচ হুইল ; 
чаба কার্যকরী জীবন (effective Ше) 25 বৎসর বলিয়া wefis হইল। 
কাথকরী জীবনের শেষে, чаба অকেজে। লোহালন্ধড় বিক্রয় করিয়া মাত্র 2500 
টাক! পাওয়! যাইবে ধরিয়া উহার প্রতিস্থাপনের ww একটি সিংকিং ফাণ্ড 2 করা 
হুইল। লাভের ww হইতে Q ফাণ্ডে প্রতি বৎসর কি পরিমাণ অর্থ রাখ! উচিত তাহা 
নির্ণয় কর, যদি বাধিক 319 চক্রবৃদ্ধি হারে উহা! সঞ্চিত হয়। 

. qafa ক্রয়মূল্য = 65,000 টা, 
গুরুত্বহীন ( scrap value ) me 2,500 Bi. 
অন্তর ( balance ) 62,500 টা. 

"йз 2549444 чиш" ча ক্রয় করিতে এই পরিমাণ অর্থ তখন чї 
হইবে $ সুতরাং প্রতি বৎসরের সঞ্চয় যদি P টাকা হয়, তবে বাধিক 34% হারে P 
বাধিক এর 254594 পরে মোট ww 62,500 টা, হওয়া উচিত। 62,500 টাকাই 
অভীষ্ট qme ধরিয়া mer হইল; বাস্তবক্ষেত্রে 25 বৎসর পর এ ws দাম হয়তো 
বৃদ্ধিই পাইবে i s 

এখন Ае 11+0*-1)) 


- m5 m 187. 
এবং এখানে А 62,500 টা.) n 225, í 100" 100 '035 ; 
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2. 625002 Б 035)#* —1}| ধরা যাক্‌, х= (1085)25 ; 
" +", log x=25 log 1:035 
= P (оз58— v , 
m 2352 358-1) 25х0'0149 
He —0:3725 
7035 К 2. x-antilog 03725 
paz 62.500 x ‘035 оқа 
1:358 
_ 62,500 x 35 
1358 


log P =log 62500--log 35 – log 1358: 
=4'7959+1'5441 — 31328 —3:2072 ; 

2. P=antilog 32072751612, A 

2. প্রত্যেক বৎসর সিংকিং ফাণ্ডে যে অর্থ রাখিতে হুইবে তাহার পরিমাণ 
71612 টা, (їч)! 

উদা. 12. প্রত্যেক чачта অস্তে সুদ আসলে পরিণত হুইবে এইরূপ বাধিক 
4% Бакуа হারে এক ব্যক্তি 16,000 টাকা এই চুক্তিতে wé করিলেন যে উহা 
14 সমেত 20টি (4/86 কিস্তিতে তিনি পরিশোধ করিবেন) ইহার মধ্যে প্রথম 
19টি কিস্তির প্রত্যেকটি 1000 টাকা করিয়া হইবে এবং বর্জ গ্রহণের ছয় মাস পরে 
প্রথম কিন্তি СМИ হইবে। তাহা হইলে শেষ কিন্তির মান wina টাকায় নির্ণয় কর। 

প্রথম 19টি অর্ধবাধিক কিস্তি একটি বাধিক fafo Әт করে যাহার মূল্য 
1000 812-2000 টা. প্রতি বৎসর এবং যাহা বাতিক 4% হারে ছয় মাস অগ্তর 
Oi স্থতরাং 

Р-2000 টা., п-2), ї=тфу=`04; সুতরাং প্রথম 19টি কিস্তির বর্তমান 
Xm V হইলে 


ЖЕДЕ 


841414, х-(102)8, 


2000, 
== - 06864 
041 ) +", log x= —191og 102 
= T 31362 2x 31360 = —19x0'0086 
4 = —1634— 18366 


715680 2. x-antilog T8366 0'6864 


«ай. aiit 
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2. প্রথম 19টি কিস্তি প্রদানের পর দেয় অর্থের যাহ! অবশিষ্ট থাকে তাহার 
বর্তমান 52] ৮16,000 টা,-15680 81.2320 8.1 এখন অবশিষ্ট সমগ্র অর্থ 
20টি অর্ধ-বৎসর অস্তে প্রদত্ত হইতেছে; 
সুতরাং তাহার orm কিস্তির নির্ণেয় মোট ww A হইলে 
75320 টাকার 20টি sucesor অর্থাৎ 10 বৎসরের মোট অঙ্ক, যেখানে বাঁধিক 
4% হারে প্রতি (4554 50% gw দেয় 
«320 [1 0?) "* = 32001:02)20 ; 
+ log A=log 320--20 log 102 = 25051420 x 00086 
725051 4-172 2276771 ; 
7, A=antilog 2677154754 ; 
+", নির্ণেয় শেষ কিন্তির'পরিমাণ»্.475 টাকা ( PII মান )। 
শুদ্কহীন (Free-hold) এবং ইজ্জারাপ্রাপ্ত ( Lease-hold ) সম্পত্তি 
নিয়লিখিত বিষয়গুলি স্মরণ করিতে হইবে : 
() wd সম্পত্তির л{=а„ P) = Pn Ps, যেখানে P= ৰাধিক খাজনা 
এবং ox (-1) হইল তত বৎসর যত বৎসরের б-н মূল্যের & খাজনা। 
(i) ইজার! প্রাপ্ত সম্পত্তির খাজন! P হইলে উহার বর্তমান মূলা নির্ণয়ের us 
Затта অবশিষ্ট সময়ের ua P বাগিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য নিরূপণ করিতে হইবে৷ 


(а) ইজারা প্রাপ্ত সম্পত্তি ইজারার মেয়াদের শেষে মূল মালিককে বর্তায় 
(теуегіз) যদি A মূল্যের সম্পত্তি n বৎসরের পর মূল মালিককে বর্তায়, তবে উহার 
প্রত্যাবর্তন মূল্য (the value of reversion) = A 3 বর্তমান “т-та ? 
যদি বার্ষিক খাজনা P হয়, তবে (1) এর সাহাধো পাওয়া যায় A» P, সুতরাং 

P 
প্রত্যাবর্তন মূল্য = ру 

উদ্া. 13. যদি 5% Бан অভীষ্ট হয়, তবে কোন শ্রন্হীন সম্পত্তি কত 
বৎসরের বর্ষ-গুণকের মূল্যের vert উচিত? 

শুদ্ধহীন সম্পত্তির মুপা চিরস্থায়ী fafa P (বাধিক খাজনা ) এর বর্তমান дт! 
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Ў т-2- xP ( যেখানে х হইল তত বৎসর যত বৎসরের বর্ষগুণকের মূল্যের 
এ еа সম্পত্তি ) 


“Ah 
Жу; 
i 


- Ж =20 ( বৎসরের বর্ষ-গুণকের মূল্যের ) 
941.14. একটি বাণিজ্যালয় (a house) 133 বৎসরের বর্ষ-গুণকের মূল্যের ; 
সুদ 6% প্রতি বৎসর হিসাবে 5441 করিয়! ইজাঁরার মেয়াদ আসন্ন বৎসরে নির্ণয় কর। 
ধর! যাক, £-বাৎসরিক খাজনা । এখানে i= 0'06 ; %-ইজারার মেয়াদের 
অবশিষ্ট সময়। তাহা হইলে 134Р=6% প্রতি বৎসর হারে n বৎসর মেয়াদের P 


বাধিক বৃত্তির বর্তমান qm -:6201-0:06)-%, 
রদ 38 
11, АР দি; (1 06) h 


বা, 21 0671 -৫:00- বা, (16)-"-1- 81-019 


ше. ала Еа 12758045 02212 
বা, -я-іш 019/08 106= 0253 00253. 


7212 
253 
841.15. (а) 1,00,000 টাকা মূল্যের একটি সম্পত্তি 99 বৎসরের 59 
ইজারা দেওয়া হইল। মূল অধিকারীকে প্রত্যাবর্তনের মুল্য নির্ণয় কর (চক্রবৃদ্ধি 
5% প্রতি quara ) 


EL 


=29 বৎসর (প্রায় )। 


প্রত্যাবর্তন মূল্য 100,000 টাকা মূল্যের সম্পত্তির বর্তমান মূল্য 
ধর! যাক, (1:05)-99, 
+", log x= —99 log 1705 


жолақ aa = 100,000 8. x l -5 
= —2:0988 a To) 
=—3+3— 20988 —100,000 i. x 007966 
-99012; | =797 টা, ( আসন্ন টাকায় ) 1 


x-antilog 39012 
--"007966 
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(b) যদি উপরের প্রশ্নে সম্পত্তির মূল্যের পরিবর্তে বলা হয়, উহার বাধিক খাজনা 
5000 i., তাহা হইলে সমাধান পদ্ধতির কি পরিবর্তন করিবে? 


প্রথমে সম্পত্তির মূল্য a=? [ P= বাধিক steal ] নির্ণয় করিতে হইবে) 


A= > = 1,00,000 টা.; এখন উপরে প্রদত্ত পদ্ধতিতে অগ্রসর 761 


11:6. ffas বাৰিক বৃত্তি (Deferred Annuity ) 

| বাৎসরিক P মূল্যের যে বিলম্বিত ( সাধারণ ) বাধিক বৃত্তির প্রথম fafa প্রদান m 
| বৎসর পরে শুরু হয় এবং তাহার পর n বৎসর ধরিয়া উহা স্থায়ী হয়, তাহার বর্তমান 
| মূল্য D হইলে এবং প্রতি বৎসর প্রতি একক টাকার চক্রবৃদ্ধি হুদ i হইলে 

| 02711 2 Y 

x V7 iym (9 
| Ara tait | 48060 

= t asam) Tu conl 
чаа কর! যাইবে খে যখন সাধারণ বাধিক বৃত্তির কিস্তি প্রদান m বৎসরের 97 
| স্থগিত রাখ! হয়, তখন প্রথম কিন্তি দেয় হয় (m-- 1) বৎসরের weg, কারণ 41540 
শুরু হইতেছে m বৎসর পরে; দ্বিতীয় fefe দেয় হয় (14-2) বৎসরের weg, তৃতীয়টি 
(т-Е3) বৎসরের অস্তে এবং পরবর্তীগুলি 844 হইবে, যতক্ষণ না শেষ কিস্তি দেয় 
হয় (m+n) বৎসরের অস্তে। এই কিন্তিগুলির বর্তমান মৃল্যসমূহ তাহা হইলে হইবে 
যথাক্রমে 


(B) 


4 22) P Sue C АЗГЕ 
| (17275 Q-)"? 04-)"? > aHa” 


f যেহেতু facta বর্তমান মূল্য-1/ এবং যদি »- ধরা হয়, তবে 


р P P р 
тетет (Rt ар 


=ру"*ї + py"*3 + py"n*8 ы... p pyn*» 
= phm +р"+2 ৮8 + Көз yn) 


4 Pr v) [গুণোততর শ্রেণীটির সমষ্টি লইয়া, যেখানে C. R.»«c1] 


ШР ает 2 ya % 
^d Qc)" (А) 
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"Mug নন্দ) 


не Ka ০৮8 duos 


০০০০৮ TR SCR 


(B) হইতে ইহা পাঁওয়া যায় যে: 

m VHC জন স্থগিত কোন বিলম্বিত বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য 
=(m+n) বৎসর মেয়াদের সাধারণ 4158 বৃত্তির বর্তমান মুল্য 
-m ч] মেয়াদের এ সাধারণ বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য 
T spa] ат). 


বিশেষ ожа: বিলম্বিত চিরস্থায়ী tfi বৃত্তির ক্ষেত্রে, যদি উহা! m বৎসর 


পরে শুরু Cu, তবে п-- এবং dye Wesh বর্তমান মূল্য p এর 

মান হয় = 

৮০7৮1 | 

94.1. কোন্টি csbea—10 বৎসরের মেয়াদের 150 টাকার বাধিক বৃত্তি, 

না 7 বৎসর পরে খাজনা প্রদান শুরু হইবে এইরূপ বার্ধিক 7920 টাকা খাজনার 
শুকহীন সম্পত্তির প্রত্যাবর্তন, যদি হুদের হার বাধিক 5% হয়? 

উভয়ের বর্তমান মূল্য নির্ণয়ের পর দেখিতে হইবে, কোনটি বৃহত্বর। যাহার বর্তমান 

‚ মুল্য বৃহত্তর হইবে, স্পষ্টত সেইটি শ্রেঠতর । ধরা qç উহাদের বর্তমান মূল্য যথাক্রমে 

V, 81. এবং V 8.1 


(ї+й-т, বা fen. 


প্রথম ক্ষেত্র 
৮,-51-0+9-0 | ধরা ঘা,» (1:05)-19 
150 | ৮,1০8. —10 log 1:05 
zn -(1:05)-২০ 
TA DU. --10х 0212 
- Sa — 06138) | --212--141-—:212 
150 “788 
=X 
'05 Mov +". x =antilog 1:788 —0'6138 


=30 x 3862 —1158'60 
ME ICI মূল্য (P.V) -1158:60 টাকা। 
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দ্বিতীয় ক্ষেত্র 
ইহা চিরস্থায়ী বাধিক বৃত্তি, যাহা 7 বৎসরের জন্য স্থগিত। এখানে 
Р-7920 টাকা। ets, 


৮০০৪৫ nm 541414, х--(1:05)-1 
'. log х= —7 log 105 
2. TE 05)-т = -7x:0212 
= - '1484 
-92,0 7106 --1-41-11484 
-792Х7106 | =T8516 
5 *. x=antilog T'8516 
='7106 
*. log Va=log 792--log 7:106 — log 5= 2:8987--0:8517 – 0:6990 
-20514; 


2. Da =antilog 3'0514= 1126;.', বর্তমান মূল্য (P.V.) 1126 টাকা; ' 

t, প্রথম বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য শুদ্ধহীন সম্পত্তির বর্তমান মূল্য অপেক্ষা 
বৃহত্তর হওয়ায় ও 41/88 বৃত্ভিটিই শ্রে্টতর | 
মেয়াদী তহবিল ( Endowment Fund ) 

প্রতি একক চিরস্থায়ী বাধিক басе i হারে রক্ষিত কোন তহবিল যদি 
প্রতি বৎসর একক অর্থ (unit money ) প্রদান করে তবে উহার মুল্য কোন 
চিরস্থায়ী বাথিক বৃত্তির বর্তমান মূলোর সমান, Wut এ মূল্য =; প্রতি বৎসর 


P খাজনা সুনিশ্চিত করে এইরূপ তহবিলের m=? 


উদ্বা. 2. 1,000 টাকার এক বাৎসরিক বৃত্তি ( scholarship ) দানের মেয়াদী 
তহবিলে আমি পাচটি সমান বাৎসরিক কিস্তিতে চাদা দিলাম। আমার পাঁচটি কিস্তির 
শেষ কিস্তির দুই বৎসর পরে প্রথম বৃত্তি দেওয়া হইবে । বাৎসরিক 31% হারে 4» 
ধরিয়া! প্রত্যেক কিস্তির মূল্য কত ছিল তাহা! নির্ণয় কর। 

841414, প্রত্যেক কিন্তির মূল্য R টাকা। 

রত্তিটির জন্য মেয়াদী তহবিল za নিমিত্ত পাচটি কিস্তির প্রথমটি এখন দেওয়া 
হুইল বলিয়া ধরিয়া লওয়া হইল, এবং অপর চারিটি ইহার পর প্রতি এক বৎসরের 
ব্যবধানে দেওয়! হইবে বলিয়াও মনে করা হইল | 
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494% বৃত্তি প্রথম দেয় হইতেছে ষষ্ঠ বৎসরের অস্তে এবং ইহা চিরস্থায়ী qias 
বৃত্তি; স্থতরাং এ বৃত্তি ( scholarship ) একটি 1000 টাকার চিরস্থায়ী বাধিক বৃত্ত 
গঠন করে, যাহা 5 বৎসরের জন্য স্থগিত আছে, কারণ পরবর্তী বৎসরের শেষে প্রথম 
বৃত্তি দেওয়া হইবে। স্পষ্টত মেয়াদী তহবিলের এবং বৃত্তির বর্তমান Жеп সমান। 
সুতরাং এই বর্তমান PTR যথাক্রমে 27, টা. এবং Va টা. হইলে 

/:-প্রথম কিস্তি £২+ অপর চারি কিস্তির বর্তমান মূল্য (যাহার! প্রত্যেকে R 
টাকার এবং 4 বৎসর মেয়াদের সাধারণ বাখিক বৃত্তি গঠন করে ) 


-২+811-0+0-1-817840-0:035)-4 


035 
R+ R 39: 
=R+;əəs(1 = 08718) 
= Ё. 01082. p 4 1282R,. 16328 
R+ qgs x 012827 В SRL 1690. 


০৫142) —1000\]-озву-в = 1000, 8494 842400 
а= (lti) = (1:085) 1035 X 8404-5420 


541414, y — (1:035)-5 


16328 842400 +, log у= —5 log 1035 
йы. pua 
বা, R= 71632 9161764... = —'0745 
প্রত্যেক চাদার কিস্তির নির্ণয় মূল্য 5 
—5,16176 টা. (প্রায়) -T9255 


2. у= апор 19255—:8424 


Әң. 3. 20,000 টাকা বাৰিক খাজনার একটি শুকহীন সম্পত্তি 10 বৎসর পরে 
মালিকের নিকট প্রত্যাবর্তন করিল। বাধিক সুদ 4% চত্রবৃদ্ধি হারে প্রত্যাবর্তনটির 
বর্তমান*মূল্য নির্ণয় কর। 

(8441 বর্তমান মুল্য-10 বৎসরের জন্য স্থগিত 20,000 টাকার চিরস্থায়ী বাঁধিক 
বৃত্তির বর্তমান মূল্য 


3811-47-52 20,000 9... 20,000,7.2 
=£(1 =“, 10 — <U, 
i (1+2) 004 : (1:04) 0°04 x 0'6756 


73,837,800 টাকা (প্রায় ) | 
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ensia] ХІ 

1. 5% 544% হারে 25 বৎসর মেয়াদের 25,00 টা. বাধিক বৃত্তির মোট ww 
নির্ণয় কর। প্রদত্ত হইল (4 log 105— 102119 এবং log 33864252975. 

2. 4% C.I. হইলে 1000 টাকার বাধিক বৃত্তির 15 বৎসরের মোট অঙ্ক 
নির্ণয় কর। ' 

3. যদি 44% চতক্রবুদ্ধি স্বীকার করা হয় তবে 20 বৎসর মেয়াদী 100 টাকার 
বাধিক বৃত্তির মোট অঙ্ক যত হইবে, তাহার আসন্ন শুদ্ধ মান নির্ণয় কর। 

4. শতকরা 31 চক্ররৃদ্ধির হার হইলে 1250 টাকার 20 বৎসরে মোট অঙ্ক 
কত হুইবে? 

5. শতকর! 3 হারে 8 বৎসর মেয়াদী ও বৎসরাস্তে কিস্তি দেয় এইরূপ 1800 
টাকার বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর। প্রদত্ত আছে যে log 10'3= 101284 
এবং log 0078937 —2:89728. 

যদি উক্ত বাধিক চিরস্থায়ী বাধিক বৃত্তি হয়, তবে বর্তমান মূল্য কত হইবে ? 

6. বাধিক 5% চত্রবুদ্ধি হারে বৎসরান্তে দেয় ও দশ বৎসর মেয়াদী 500 টাকার, 
বাধিক বৃত্তির বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর। 

7. 12 «wm মেয়াদী 150 টাকার নিয়মিত বাধিক বৃত্তির মোট অঙ্ক এবং 
বর্তমান মুল্য নির্ণয় কর, যদি বাধিক 34% হারে সুদ গণনা করা হয়। 

প্রদত্ত £ (1035) = 1:511056. 

8. 418% 4% হারে 15 বৎসরের মেয়াদের 150 টাকার বাধিক বৃত্তির মোট ww 
নির্ণয় কর, যদি বৃত্তি এবং 44 উভয়ই প্রতি অর্ধ-বৎসর অস্তে দেয় হয়। 

9. বাধিক 44% Батая হারে 30 বৎসর স্থায়ী 1800 টাকার বাধিক বৃত্তির 
বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর। eme হইল যে 

log 1045-- 201915, এবং log 2663800 = 64255 
10. G) 418% 34% হারে 20 বৎসর মেয়াদী 80 টাকার 414% বৃত্তির এবং 
Gi) বাধিক 4% হারে প্রতি মাসান্তে দেয় 15 টাকার চিরস্থায়ী কিস্তির বর্তমান মূল্য 
, নির্ণয় কর। 
11. প্রতি বৎসর 3% 7% ( চত্রবৃদ্ধি) প্রদান করে এইরূপ একটি ব্যাঙ্কে এক ব্যক্তি 
প্রতি 4574129 300 টাকা জমা রাখিতে মনস্থ করিলেন। যদি কিন্তিগুলি সঞ্চিত- 
হইতে দেওয়া হয় তবে 15 বৎসরের শেষে মোট অঙ্ক কত হইবে ? 


300 418% অথবা বাধিক বৃত্তি 


12. এক ব্যক্তি 34574 পরে দেয় 2522 টাকার একটি 44 তিনটি সমান বাধিক 
কিস্তিতে পরিশোধ করিতে ইচ্ছা করেন। টাকার ат বাৎসরিক শতকরা 5 vafa 
হইলে প্রতি কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় কর। 

13. প্রতি বৎসরাত্তে দেয় 30টি সম-বাঁধিক কিস্তিতে 10,000 টাকার একটি 44 
পরিশোধ করিতে হইবে । বাধিক 4% হারে চক্রবৃদ্ধি সহ 9 qa পরিশোধ কর! হইলে 
প্রত্যেক কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় কর। 

14. এক ব্যক্তি 4000 টাকা এই শর্তে কর্জ করিলেন যে তিনি উহ! বাধিক 5% 
হারে চত্রবুদ্ধি স্থদ-সহ 6টি সমান বাধিক কিস্তিতে পরিশোধ করিবেন এবং প্রথম 
কিন্তিটি 44 গ্রহণের এক বৎসর অস্তে প্রদান করিবেন। প্রত্যেক কিন্তির মূল্য নির্ণয় 
কর। [ পাঁচ অঙ্কবিশিষ্ট লগ.-তালিকার সাহায্য লও। ] 

15. 40,000 টাকার “ওভারড্রাফট» ( ০৮:৫৪:৮ বব্যাস্ক প্রভৃতিতে গচ্ছিত 
জমার অতিরিক্ত যে পরিমাণ টাকা গ্রহণ করা! হইয়াছে ) 30 বৎসর ধরিয়া সমবাধিক 
কিস্তিতে পরিশোধ করিতে হইবে। বাধিক 4% হারে Бака সুদ গণনা করিয়া 
প্রত্যেক কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় কর। 

16. যদি টাকার মৃল্য বাধিক 43% হয়, তবে কত মূল্যে 25 বৎসর মেয়াদী 
1800 টাকার বাধিক বৃত্তি ক্রয় করা যাইবে? 


17. এক ব্যক্তি 1500 টা. কর্জ করিলেন ও স্বীকার পাইলেন যে উপযুক্ত হুদ সহ 
উহু! দশটি সমান 4/86 কিস্তিতে পরিশোধ করিবেন এবং কর্জ গ্রহণের এর বৎসর 
পরে প্রথম কিন্তিটি দেয় হইবে৷ Баат হার বাধিক 5% ধরিয়া তাহার প্রতিটি 
বাধিক কিন্তিমূল্য নির্ণয় কর। [ (1:05):০-1:629] 

18. এক ব্যক্তি এই চুক্তিতে 20,900 814144 করিলেন যে 22টি সমান m tfi 
কিস্তিতে উহা পরিশোধ কর! হইবে এবং wa গ্রহণের তারিখ হইতে ছয় মাস পরে 
প্রথম কিন্তি প্রদত্ত হইবে। যদি অর্থ-মূল্য বাধিক 33% হয়, তবে তাহার প্রত্যেক 
কিস্তির মূল্য আসন্ন টাকায় নির্ণয় কর। প্রদত্ত থাকে যে log 101752700750 
এবং 10980068391. —3:83500. 

19. একটি কোম্পানি 10,020 টাক! এই শর্তে কর্জ করিল যে বাধিক 5% হারে 
SEIA QAZ উহ! 1,002 টাকার qifa কিস্তিতে পরিশোধ কর! হইবে। কত 
4574 খণ পরিশোধ হইবে ? 
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20. 2,00,000 টাকা মূল্যের একটি 53 সম্পর্কে এইরূপ সিদ্ধান্ত কর! হইল যে 
20 বৎসর পরে উহার পরিবর্তে সমমূলেয একটি নৃতন যন্ত্র স্থাপন কর! হইবে এবং এই 
উদ্দেশ্যে লাভের একটি নির্দিষ্ট অংশ প্রতি বৎসর পৃথক ভাবে =Й দ্বারা একটি অর্থ 
তহবিল সৃষ্টি কর! হইবে । вара wor হার 6% হইলে প্রতি বৎসর যে নির্দিষ্ট, 
পরিমাণ অর্থ পৃথক্‌ করিয়! রাখিতে ও mi করিতে হুইবে তাহা নির্ণয় কর। 

21. 25 4554 অন্তে 1,00,000 টাকার 4444 মোচনের জন্য (for the 
redemption of debentures ) এক 44 পরিশোধ তহবিল (sinking fund ) 
সৃষ্টি করা হুইল । аба হইতে বাধিক 4% হারে চক্রবৃদ্ধি আয় হয়, তবে প্রতি 
বৎসর লাভ হইতে কত পরিমাণ অর্থ লইয়া এ তহবিলে জমা দেওয়া উচিত? 

22. এস, রায় 17,000 টাকা মূল্যের একটি xan-x ক্রয় করিতে ইচ্ছুক। তিনি 
বর্তমানে নগদ 9,000 টাক! এবং অবশিষ্ট টাকা ৪টি সমান বাধিক কিস্তিতে দিতে 
өзә! সুদ যদি বাথিক Барба 34% হারে গণন করা হয়, তবে তিনি প্রতি 
বৎসর কত টাক! দিবেন? 

23. একটি মাল-টান| গাড়ি (wagon) এইরূপ কিন্তি-ভিত্তিতে ক্রয় করা হইল 
যে চুক্তিদহির সময় 5000 টাকা দেওয়া হইবে এবং ইহার পর প্রথম, দ্বিতীয়, তৃতীয়, 
এবং চতুর্থ বৎসরের শেষে প্রতিবার যথাক্রমে 3000 টাকা করিয়! চারিটি বাধিক 
কিস্তিতে অবশিষ্ট টাকা পরিশোধ করিতে হইবে। যদি বাঁধিক 5% হারে 54% av 
ধার্য হয়, তবে ফরমা করার সঙ্গে সঙ্গে দাম পরিশোধ করিলে কত টাকা লাগিত 
( cash-down price ) 7 

24. মিত্র মহাশয় কোন এক বৎসরের শুরুতে স্থির করিলেন যে প্রত্যেক বৎসরের 
শেষে তিনি 4% হারে চক্রবৃদ্ধি gw দেয় এইরূপ একটি ব্যাঙ্কে 45'50 টাকা করিয়া জমা 
দিবেন। যদি প্রদত্ত fafgefm এইভাবে সঞ্চিত হইতে থাকে, তাহা হইলে দ্বাদশ C 
বৎসরের শেষে তাঁহার হিসাবে কত টাক! জমা থাকিবে? 

25. বর্তমানে 10,000 টাকা জম! পড়িলে 10 বৎসরের মেয়াদে কি বাধিক বৃদ্ধি 
দেওয়! যাইবে, যদি এখন হইতে এক বৎসর পরে প্রথম কিন্তি এবং পরের বাৎসরিক 
কিন্তিগুলি পরবর্তাঁ বৎসরসণৃহের গ্রত্যেকটির শেষে দেওয়! হয়? চক্রবৃদ্ধি বাধিক 5% 
হারে ধরিতে হইবে।  [ টাকার আন শুদ্ধ মানে উত্তর দিতে হইবে। ] 

26. এক ব্যক্তি 60 বৎসর বয়সের পর অবসর গ্রহণ করিলেন এবং তাহার 
নিয়োগকৰ্তা তাঁহার অবশিষ্ট জীবনের জন্য অর্ধ-বাধিক কিস্তিতে বাৎসরিক 1200 
টাকা করিয়া পেন্সন্‌ বা অবসর-বৃত্তি (pension) a43 করিলেন। যদি আশা 
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করা হয় যে এ ব্যক্তি আরও 13 বৎসর বাচিবেন এবং যদি ধর! হয় যে ваа সুদ 
বাধিক 4% হারে প্রতি অর্ধবেৎসরান্তে দেয়, তবে কি একক মোট অর্থ তাহার 
অবসর-বৃত্তির তুল্য হইবে? 

27. এক পৌর-পরিষদ সরকারের নিকট 50,000 tpl এই শর্তে ধার. করিলেন 
যে 20 বৎসরে উহা! বিন чот শোধ করা হইবে। qf যথ| সময়ে ও খণ পরিশোধ 
করিতে হয়, তবে একটি দেনা-পরিশোধ তহবিলে বাৎসরিক কি পরিমাণ টাকা জমা 
দিতে হইবে, যেখানে চক্রবৃদ্ধির হার বাৎসরিক 4%? 

28. এক লিমিটেড, কোম্পানি (limited company) 25 বৎসরের শেষে 
1,00,000 টাকা মূল্যের সম্পত্তির বিনিময়ে সমমূলোর qux সম্পত্তি প্রাপ্ত হইবার 
উদ্দেশ্যে একটি অবচয়-তহবিল (depreciation fund) = করিতে ইচ্ছুক। যদি 
স্থদের হার 3% হয়, তবে মুমাফ! হইতে প্রতি বৎসর কি পরিমাণ অর্থ এ তহবিলে 
জম! দিতে হইবে তাহা! নির্ণয় কর ৷ : 

29. এক ব্যক্তি তাহার ব্যাঙ্ক হিসাবে নির্দিষ্ট পরিমাণ অর্থ গচ্ছিত রাখিয়া 
বিশ্ববিদ্যালয়ের নিকট উহ! 14) জুলাই, 1969. তারিখে এই শর্তে দান করিবার 
প্রস্তাব দিলেন যে G) উহা হইতে প্রতি বৎসর 1,000 টাকার একটি বৃত্তি (scholar- 
ship) 104598 যাবৎ, প্রদান করিতে হইবে এবং (ii) 20 বৎসর যাবৎ প্রতি বৎসর 
500 টাকা 4074 পুস্তক পুরস্কার প্রদান করিতে হইবে । বাখিক 5% হারে sarafs- 
লহ প্রদত্ত অর্থ এইভাবে উক্ত কুড়ি বৎসরের শেষে тїй যাইবে 1 চুক্তিমত বৃত্তি 
এবং পুরস্কার 1970 সাল হইতে শুরু করিয়া প্রতি বৎসরই Imi জুলাই প্রদত্ত হইবে 
ইহা ধরিয়া লইয়া ler জুলাই, 1969 তারিখে কথিত উদ্দেশ্যে কত টাকা দান করার 
প্রয়োজন হইয়াছিল তাহা নির্ণয় কর। 

30. এক কোম্পানির একটি ча ক্রয় করিতে 97,000 টাক| লাগিল এবং чаб 
কার্যকরী জীবন 12 বৎসর বলিয়া নিরূপিত হইল। যথাসময়ে aba লোহালকড় 
(scrap) হইতে যদি মাত্র 2000 টাক। পাওয়ার আশ! থাকে, তবে qaia প্রতিস্থাপনের 
WU এখন হইতে প্রতি বৎসরের শেষে কি পরিমাণ অর্থ মুনাফা হইতে পৃথক্‌ করিয়া 
জমা রাখিতে হইবে, যখন চক্রবুদ্ধির হার বাধিক 5%? 

31. বাধিক 5% চন্রবৃদ্ধির হারে এরতিবংসর কত টাকা করিয়া! 20 বৎসর যাবৎ 
ad করিলে কাঠামো সহ কোন একটি ча প্রতিস্থাপন কর! যাইবে, যখন উহার 
XU বর্তমান মূল্য 60,002 টাকা অপেক্ষ। 25% অধিক হইবে বলিয়া! অনুমান করা 


হইতেছে? 


—ÓÀ— 
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32. 1,00,000 টাকার একটি wasa মোচনের জন্য 25 বৎসর ধরিয়! প্রতি 
বৎসরাস্তে সমপরিমাণ কোন অর্থ 444 করিয়া রাখা হইয়াছে। যদি і 2% 
চক্রবৃদ্ধির হারে & অর্থ সঞ্চিত হইয়া, থাকে তবে এ বাৎসরিক কিস্তির মূল্য আসন্ন 
টাকায় নির্ণয় কর। 5251.02 ZE প্রয়োগ কর। ( অর্থাৎ প্রতি বৎসর অর্থের বাখিক 
বৃত্তির 2% বাধিক হারে 25 বৎসরের মোট অন্ধ =32'03030 ; এখন প্রমাণ কর যে 
প্রতি বৎসর 2% চক্রবৃদ্ধির হারে লগ্নীভূত একক অর্থের 25 বৎসরের সমূল চক্রবৃদ্ধি 
1:640606 হইবে |)! 

33. এক ব্যক্তি 6% saasa হারে 20,000 টাকা 46 করিলেন এবং 5 
হইলেন যে তিনি আসল ও স্থদের পরিমাণ হ্রাসের 9044 প্রথম চারি বৎসরের প্রত্যেক 
বৎসরের শেষে 5000 টাকা হিসাবে দিবেন এবং অবশিষ্ট অর্থ পঞ্চম বৎসর অস্তে 
দিবেন। তাহার শেষ কিস্তির পরিমাণ wing টাকায় নির্ণয় কর। 

34. এক ব্যক্তি বিশ্ববিদ্যালয়কে len জুলাই, 1969 তারিখে অর্থদান করিবার 
উদ্দেশ্যে তাহার ব্যাঙ্কের হিসাবে 40,000 টাকা জমা দিলেন এবং শর্ত দিলেন যে 1970 
সাল হইতে শুরু করিয়! প্রতি বৎসর 1ল! জুলাই 1500 টাকার «4014156 বৃত্তি 
প্রদান করিতে হুইবে। ব্যাঙ্ক বাধিক শতকর! কি হারে চক্রবৃদ্ধি প্রদান করিবে? 

35. বাধিক 4% হারে 544% পাইতে হইলে কোন শুক্ধহীন সম্পত্তির wg কত 
বৎসরের বর্ষ গুণকের মূল্য প্রদান করা উচিত? 

36. কোন সম্পত্তি যত বৎসরের বর্ষ-গুণকের মূল্যের, তাহা হইল 131) হুদ যদি 
বাঁধিক 5% হারে চক্রবুদ্ধি গণনা করা হয় তবে ইজারার মেয়াদ ( আসন্ন বৎসরে ) 
নির্ণয় কর। 

37. বাধিক 23% চত্রবৃদ্ধির হারে 5,500 টাকা тїї করিয়া কত টাকার চিরস্থায়ী 
কিস্তি ক্রয় করা যাইবে? 

38. «ifie 21% সুদের হার হইলে 500 টাকার চিরস্থায়ী কিস্তির মূল্য কত? 

39. 800 টাকার যে চিরস্থায়ী কিন্তির প্রথম কিন্তি 6 বৎসরে পরে প্রদত্ত হইবে, 
তাহার বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর, যদি চত্রবৃদ্ধি সুদ বাধিক শতকরা 4 টাকা হারে 
গণনা করা হয়। 

40. একটি শুক্হীন সম্পত্তির qm ছিল 2,00,000 টাকা। বাধিক 4% হারে 
ака ধরিয়! উহার বাৎসরিক খাজনা! নির্ণয় কর। 


304 বাধিক অথবা বাধিক afe 
উত্তরমীল! 


1. টা, 1,19,890. 2. টা. 19,975 5. টা, 3,13712 

4. টা, 35,241/29 প. (প্ৰায় ) 5. টা. 12,637/80 প. ; 31. 60,000 

6. 91. 8,862 7. 91. 2,190/29 я. ; টা, 1449/50 я. 

8. টা, 3,041/25 э}. 9. 51. 29,344/80 প. 

10. (i) টা. 1,194186 я. (প্ৰায়) (1) 4,500 11. 51. 5,560 

12. টা. 800 13. টা, 57890 ' M. টা, 5৪৪0৮ (প্রায়) | 
15. çi 9,818/44 পণ (প্রায়) 16. টা, 26,676 (প্রায় ) 17. টা. 194/24 প. ( প্ৰায় ) 

18. টা, 1,157 (প্রায়) 19. 142 বৎসর (প্রায় ) 20. টা. 5,439/71 প. (প্রায়) 

21. 9. 2,408 22. l. 1,167 (প্রায়) 23. টা. 15,644 

24. টা, 682/50 প, 25. টা. 1,295 26. টা. 12,075 

27. টা. 1,684 (প্রায়) 28. টা. 2,755 (প্রায়) 29. টা, 18,957 

30. টা. 5,960 91. টা. ৪9০6... 32. টা. 3,1283 i 
33. টা, 8,580 34. 31% p. a. 35. 95 | 
36. 29 37. 5.11 38. টা. 20,000 39. টা. 16,440 . 


40. টা, 8,000 
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সুচক শ্রেণী ও লগারিদ্মিক শ্রেণীর প্রয়োগ 
( USE OF EXPONENTIAL AND 
LOGARITHMIC SERIES ) 


121. Ба! 

অষ্টম অধ্যায়ে অসীম ছিপদ শ্রেণীর সহিত পরিচয় হইয়াছে এবং উহাদের কতিপয় 
গ্রয়োগও প্রদণিত হইয়াছে। আরও দুইটি গুরুত্বপূর্ণ অসীম শ্রেণী আছে-_উহারা 
চক শ্রেণী ও লগারিদ্মিক 0421 বর্তমান অধ্যায়ে সুচক 99419 এবং লগারিদ্মিক 
শ্রেণী কি жіті যথাযথ বিবৃত কর! হইবে । কিন্তু উহাদের রীতিসিদ্ধ প্রমাণ দেওয়া 
হইবে না, কেবল উহাদের প্রয়োগসমূহ বিবেচনা! করা হইবে। আলোচনার ufa 
জন্য অধ্যায়টিকে দুইটি বিভাগে ভাগ কর! হইল-_.&. বিভাগে 95% শ্রেণী এবং В 
বিভাগে লগারিদ্মিক্‌ শ্রেণীর কথা বল! হইল | 

পূর্ববর্তী অধ্যায়ে সাধারণ লগারিদ্‌ম্‌ ( অর্থাৎ নিধান 10 সম্পর্কে লগারিদ্‌ম্‌) এর 
বিষয় আলোচন! করা হইয়াছে। কিন্তু উচ্চতর সকল গণিতে নিধান е (ইহার সংজ্ঞা 
নিয়ে দ্রষ্টব্য) সম্পর্কে লগারিদ্মের হিসাব কর! হয়। ৫ কে নিধান ধরিয়া যে 
লগারিদ্মিক্‌ হিসাব পাওয়া যায় তাহাকে স্বাভাবিক লগারিদূম্‌ ( Natural 
logarithms ) বলে । এই অধ্যায়ের অবশিষ্ট অংশে অন্যরূপ উল্লিখিত না৷ হইলে 
স্বাভাবিক লগারিদ্ম্ই প্রয়োগ কর! হইয়াছে বুঝিতে হইবে। 


বিভাগ 4 সূচক শ্রেণী 
122. সূচক 8929 ( The Exponential Theorem )$ বিবরণ 
1. অসীম শ্রেণী, যথাঃ 
DelRlelelee.lke 
1 12 [3 14 17 
হইল অভিসারী ( convergent ) এবং ইহার সমষ্টিকে e ছার! নির্দেশ কর! হয়। 
স্থতরাং সংজ্ঞা অনুসারে 


E 1 


TERME 

sisi pos 
[1 12 13 lr 
20 [ Al. ] 305 


+= 
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e এর নিম্নলিখিত ধর্মগুলি আশ প্রমাণ করা হইবে £ 
(0 ৫ মূলদ (rational ) সংখ্যা নহে) 
(ü) 2<е<3; 
(4) ছয় দশমিক স্থান পর্যন্ত е এর শুদ্ধ আসন্ন মান হইল 2718282. 
2. সূচক শ্রেণী ( Exponential series ) 


18181717514 যথাঃ 


112 
হইল অভিসারী এবং ইহার সমষ্টিকে (অসীম পদের সমষ্টি বলিয়াও কথিত ) 
е" দ্বারা নির্দেশ করা হয়। তাহা হইলে লেখা যায় যে 


\ (nM CNN A pa us (ая সকল বাস্তব মানের জন্য ) 
লব্ধ ফলটিকে সুচক BANT বলা হয় এবং (1) নির্দেশিত অসীম শ্রেণী সুচক 
শ্রেণী বলিয়া কথিত হয়। | 
বিকল্প রূপ | যদি log ,a—m হয়, যেখানে a ধনাত্মক, তবে ae" ; 
2 
=1+х logea (оры +25 log, a)8 +- 


141% pre 8৮4৭ e ৫) 
ІЗ ү 


"js (log,a)' ++ 
"regis, 25] বিবৃত করা যায় যে, 
17185155538 ৫৯0 হইলে অসীম শ্রেণী, যথা £ 
кам 2 (оваја (logea)? +--+ 5 (орғау Te 
DEM Ца, স্থতরাং 
а*=1+х loge 0ов,а) "bs. (log, а)! +- -Q) 


(z এর সকল বাস্তব মানের জন্য এবং а>0) 
ইহাও সুচক 89919 বলিয়া কথিত হয়। 
এস্থলে ইহা লক্ষ্য করিতে হইবে যে উপপাগ্টির দুইটি আকারের যে কোন একটিকে 
'অপরটি হইতে নির্ণয় করা যায়। 


সুচক 9449: বিবরণ 307 
ERIS প্রসঙ্গের পক্ষে প্রন্নোজনীয় ফলসমৃহ (Results) 


1 етн С. 
EA Та 
2. Deco 14215 ү 
us 
1 
৪1177884978 
dud Ir 


1% 


4. ei21-l 
u^ A 13 


Ls eR D 


5. Xe e") =1+®+®* E a 


EAS Ee El HOC HOt 718 
6. ie*—e*) xA UE жрет" 


7. Kette!) dor Е dee 


T +1 
12114 Rr 
Jod 1 


в. Мете) Ee pt 


নিমের বিরৃতিটির তাৎপর্য £ 

OAE p EA ОНГА m 
ИЕ এই শ্রেণীর অসীম পদের সমষ্টি হইল е 
বিবৃতিটির অর্থ হইল এই ca, 


যদি s, -অলীম শ্রেণীটির п সংখ্যক পদের সমষ্টি হয়, তবে যখন 
л> তখন 5, এর সীমাস্থ মান হুইল এই শ্রেণীটির অসীম পদের saf? | 


этш, Jim (140 JE "M е 


লক্ষ্য কর, ইহাও সত্য যে 
T 


1 
Jia (+0 ny БН ТЕС m 
ат 1 
4, lim (1+7 к i-e ইত্যাদি, ইত্যাদি। 
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12:3. প্রশ্মোগসমূহ 

Syl. 1. GU donor к Fs eaa 
HP аа 
[112814 


1--1 -2000 000 0 
121 ৯0500 000 0 
1/31 —0'166 666 7 
1/4! ৯004]. 666 7 


1151 —07008 333 3 
116! -0001 388 9 
1/71 —0'000 198 4 
18! -0000 024 8 
1191 -0000 092 8 


` 


lI 
N 
“3 
= 
6০ 
го 
° 
= 
о 


S. е=2'718282 (ছয় দশমিক স্থান পযন্ত শুদ্ধ মান ) | 


উদ. 2. প্রমাণ কর যে e মূলদ সংখ্যা নহে। 
সংজ্ঞা অনুসারে, 
1 


zT HEE 
e= "nr UE NH T 


স্পষ্টত 654461 প্রমাণ করিতে হইবে ৫ 44% সংখ্যা হইতে পারে wig 
সম্ভব হইলে ধরা যাক е=р/0, যেখানে р এবং q হইল দুইটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ॥ 
id Й 
Tett 1 1 
heit ji ТЫ Сама 
UO RN গুণ ТЫЫ যায় 
61210742144. Д. 
Plg- Pitat + এ 
1 
- [L4 TIU e ++ =} - (D 
(1) এর বামপক্ষ-1 |4- 1-{19+19+9(9—1)-3+ eem +1} 
= দুইটি অথ সংখ্যার 594, স্থতরাং ইহা একটি অখণ্ড সংখ্যা ॥ 


1 1 $ 
16 272১-৬৭-87 
ভাত 


=F (মনে করা যাক্‌) ' 
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স্পষ্টত F> C অপর পদগুলি ধনাত্মক এবং উহাদের লওয়া হয় নাই ) 


1 1 1 
Nes Me оз Geni 
ps 1 1 
f ৫+2৯৫+), ** sm 
estt кы юе ; ইত্যাদি ] 
(9+2)(9+1) <бт 
3৪441 
1 1 Ш: а ЭШИ ЗА S REIN ds 
“খন агнаж UHI NY 
q+1 
Г. ইহা একটি অসীম গুণোত্তর প্রগতি, যাহার সাধারণ অনুপাত 1/(a+1)<1.] 
LA 


"req প্রমাণিত হইল যে zH* ве 


যেহেতু q ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা, wes F d ধনাত্মক প্রকৃত ভগ্নাংশ । তাহা 
ছুইলে দেখা গেল যে (1) এর বাম পক্ষ একটি পূর্ণ সংখ্যা, কিন্তু ডান পক্ষ একটি ধনাত্মক 
enge ভগ্নাংশ ; অতএব ইহারা সমান হইতে পারে sl | 

সুতরাং е-р/а, এই অনুমান যুক্তিসিদ্ধ নহে; 

অর্থাৎ е зәт সংখ্যা হইতে পারে না। 


Ls 2 
উদা. 3. m এর বিস্তুতিতে x" এর সহগ নির্ণয় কর। 
уке (d - Seat" 


ТЕ a estos um 
=(1-3x+x?)(1 Ее 51" HC 1)". ua °) 
2. x" (n2 1) এর সহগ 


5] ১৫৪-*এএএর সহগ- 3 ৯:৪-*এ£%-4এর সহগ+-1১৫৪-"এ x7? সহুগ 


- nl A 1017 1 —1)-75. 1 
-( Des 3x(-1) gi ў 10 p ER 
(-1)* — YW Tn (n- 18153 

ЕТ f14-3n-n(n- 1) 5 C7 1)". Enc 


1-0, n=1 এর ক্ষেত্রেও ইহা! সত্য, কারণ প্রথম পদ দুইটি 1— 4. 
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উদ]. 4. অসীম পদ 444 নিয়ের শ্রেণীটির সমষ্টি নির্ণয় কর £ 
1-22-72 1471 
শ্রেণীটির ॥তম পদ 
_2п-1_2я-2+1_ 
[n-i. |n-1 


2 1 
n-à mur dE 
পর্যবেক্ষণ দ্বারা, প্রথম পদ=0+1 


ІГ 
সূত্রটি হইতে, তৃতীয় পদ ET 
sons 

৭৮৮7 

nw পদ = 2 


1 
(-21 @ О) 
. Ç z d pa 1 

, m সংখ্যক পদের সমষ্টি {+++ же 
ix dU ETE 

ңінде ০৮71 
সুতরাং যখন n>, অসীম পদ 449 সমষ্টি = 2e +e — 3e. 


উদ্বা. 5. অসীম পদ পযন্ত সমষ্টি নির্ণয় কর : 


22-1, 2(99-1), 3424  . 
IN UST TENURE ERU 
= n(n+ 12 +1} n(n+ 1)(n+1) n 
BLU тту (DI (DI 
z (nt Dnln - 1-2] | (n+1)-1 
(п+1)1 (৮41)! 


-৫710%0৮-19120571)4 (4-1): 2-01 
(п+1) 1 (1-1)! (n+l)! (QD! 


12194351758 
8৮527723751 চি LT 


্রশ্নমাল XII(A) 


LI 
পর্যবেক্ষণ দারা, 1ম পদ ০+2+77 3, 


1j do MNT 
ZaD হইতে, 3য় পদ TESTA 


caula [CET TESI IM ы পাল 
1 
PA CES i) 


edle mn $i 


ңіз re +21) 


, n সংখ্যক পদের সমষ্টি = he ta 


পালা) 
fang যখন п>, তখন অসীম পদ পযন্ত সমষ্টি 
7 e--2e-- (e - 1) е-1-2) 


=Зе+1. 


erista XII (A) 
[A] 


1 সেই শ্রেণীগুলি লিখ যাহাদের অসীম পদ পযন্ত সমষ্টগুলি হইল £ 


() etiri) (е-е G8) е2 (0) 3 
2. ১/৫ এর 5 দশমিক স্থান পর্যন্ত শুদ্ধ মান নির্ণয় কর। 
3. নিয়লিখিত রাশিগুপির বিস্তৃতিতে x" এর সহগ নির্ণয় কর £ 
() адан ІСІГІ pe 7454] $ 


х«%-3х+1, 


(а) ef; в) — 
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4. নিয়ের রাশিটিকে е এর সাহায্যে প্রকাশ কর : 
88871186511 i TT 
[rtt ... +++ + d “) 
5. নিয়লিখিত শ্রেণীগুলির অসীম পদ পর্যন্ত সমষ্টি নির্ণয় কর £ 


© ETAETA меу) MES eg | 
(їй) iti eere. s (iv) sint зе; 
% 1-4 5-5, өзе, (ni) +++ ©; 
(vii) Қатын, vs i) LE ATA (38 
(ix) 27+27+47+ еу (х) ERE эө; 


6. (e*—1)" এর বিস্তৃতিতে x" এবং х"*1 এর সহগ নির্ণয় কর। 
7. নিম্নের শ্রেণীটির অন্তর্গত x" এর সহগ নির্ণয় яя: 


Zl, (ж-Е1)9 (hpa 7 
কিনি КЕ ঠা 
8. প্রমাণ কর যে 
2,4,6,8 n Шана Us Phe Uh VIR 
твер" e atus) 
Бх х 
` 9. €_ বকে x এর ঘাতের Әнінді সচ্দিত শ্রেণীতে বিস্তৃত কর | 
[B] 
1. প্ৰমাণ কর যে 2 
PI EA 1902288: лан 4 
MEAS ES S +18+15+ I 
2- দেখাও যে | 
apo, TS. 2 | 
[2 12 474. 
i Lu =L il ee | 
155 = 


[2 14 
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QU 7518 1 
3. d Ly e p Eco. dt ҖД. এ 
44444 71511235 125457" 
4. প্রমাণ কর যে 
054. 


у 1-2 TET Lon EE 


7! 


5. ॥ ধনাত্মক অখণ্ড সংখা! হইলে (e'- 1)" কে দুই প্রকারে বিস্তৃত করিয়া 
এবং x^ এর সহগ দুইটিকে সমতাচিহ্ন দ্বার! যুক্ত করিয়া প্রমাণ কর যে 


nt n(n- 19 67 Dg - 2 — eere cx পদ 444-п! 
6. f এর x এর বাতের উর্ধ্বক্রমে সজ্জিত শ্রেণীতে x এর সহগ যদি О, 
হয় তবে প্রমাণ কর যে 
U Uaa 
ri 
ইহা! হইতে U , এর মান নির্ণয় কর। 


7. দেখাও যে х- =l+logz-+ 3, 0০৫,431 1 (loge) + ж 
8. অসীম পদ পযন্ত নিয়লিখিত সমষ্টিগুলি নির্ণয় কর £ 


з 28 
@ > thé 118 BESSER v: (5৭ 


(n+1) _ 12 23,34 
о ern чен нүү + 


৮৮ +3 it S 


(iv) 2550 Cn Dc php ert a 
21 
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উত্তরমালা 


[A] 


> 9 2 2 3 
LO রী +++; 


2 94 96 928 X 
Qi) 18485 ve “рр 
(iii) Mu tg Euh 


5 9 9» оз қ 
(іу) ҮЕ РЫ t" з 


2. 1564872. 3. (i) (-9)-*14a3— 4nab4-(n— 3nb3 yn | 


Gü) К, যদি 7৯৪, —k, যদি x<9 হয়; যেখানে ৮০0780৮1877 


(іі) те: (») Crna 
4 AY S @ 5: 00 e-r Gp 9; (у ZL 


() 00—674); (vi) 2e; (уй) ез-е; (wi) Бе; (ix) 12e-3; 


e?—8 
e ве 

; Lam (2)* (8х)* у, (ах, 
6. 1; i. 7. т 9. সিনা + ভাটা УГ ) 


[В] 


Ti ৪757৯ 8. G) бе; (ii) Зе; (йй) бе; (i) Је. 
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বিভাগ ৪- লগারিদূমিক্‌ শ্রেণী 
124. লগারিদৃমিক্‌ শ্রেণী 
যদি — 1<x<1 হয়, তবে নিয়ের অসীম শ্রেণীটি, যথা £ 
PES ULL UC UNS (077127 > 5: RNA) 


হইল অভিসারী এবং অসীম পদ পযন্ত ইহার সমষ্টি হইল log, (1+ x). 
স্থতরাং ইহা লিখিতে পারা যায় যে 
log, 042)-2-$514৪--4+(-1)172 “+ ЖЕРІК) 
( сңїїя—1<х‹<1) 
অর্থাৎ ইহাই হইল log, (1--х) এর x এর ঘাতের «ror সঙ্জিত বিস্তৃতি এবং 
ইহাই লগারিদ্মিক্‌ শ্রেণী বলিয়া পরিচিত 1 


প্রয়োজনীয় বিশেষ ক্ষেত্ৰসমূহ 
() x=1 হইলে (2) হইতে পাওয়া যায় যে 
log,221-144-1- 7 + +, жй: 
(ii) (2)4 x এর পরিবর্তে х লিখিয়া পাওয়া যায় যে 
log. (1- x)= —x—3x?-4x*- +. -z ০০550) 
( যেখানে _ 141). 
(Hi) ইহা জান! আছে য়ে দুইটি অভিসারী শ্রেণীর মধ্যে যোগ অথবা বিয়োগ 
কার্য কর! যায়। এখন (2) হইতে (3) বিয়োগ করিয়া পাওয়! যায় যে 


1০8০(1+2)-1০8501-2)-2151+$5+855+ E eA ru | 


2 
(যেখানে 1441) 
Rep s BULDSB LU у du arua 
অর্থাৎ, овет лае cbe) 


( যেখানে 1«x«1). 
(iv) (4) এর দুইটি গুরুত্বপূর্ণ বিকল্প আকার আছে, IA 


=i 
(A) ধরা যাক, Ет, ge хат, 


তাহা #®1—1<х<1 এর অনুরূপ সর্ত হইল m0, 


316 স্থচক শ্রেণী ও লগারিদ্মিক্‌ শ্রেণীর প্রয়োগ 


81০8০ দহ) um m 


1 (৮01 

2--1т+1 
1--Х< т+1 1 

B তা 

Œ) NS с m Nes 2m-1' 

তাহা হইলে -1<х<1 এর чу শর্ত হইল m0. 
T 1s 14148 E: ЭГ) CRM 
„Лов, (mi 4:1) log mo z+ бан! tatu + 


77179) 
125. প্রয়োগসমূহ 


ЗҮП. 1. 102,2 এর 5 দশমিক স্থান পযন্ত শুদ্ধ মান নির্ণয় কর 
কোন সংখ্যার স্বাভাবিক লগারিদ্ম্‌ নির্ণয়ে নিম্নের সম্পর্কটি অপেক্ষাকৃত অধিক 
fester, যথা £ 
т-1, Цт- 10% 


1 = Цт- тб u: 
zoem- тіз EU + e $ 


এখানে т=2 লিখিয়া পাওয়া যায় 


log,2— 25-365) +513) 3) + 2 ] 


cH (5), (যেখানে m> 0) 


5 —0333 333 3 
muc Шаа қул 
gs =0°0370370; 5. 2 -002 345 7 
Teu 11277 
gs “00041152; 5. 4 =0000 823 0 
E e ата а 
51 700004572, 5 1 =000 065 ও 
1 Jama. 
38 “00000508; Æ =0000 005 6 
l -0.0000056) i 1-0:000 00 5 
m= пч 
প্রথম টা —2x0' 3465734 


--0:6931468 
7. 108,2--069315 ( পাচ দশমিক স্থান পৰ্যন্ত 5%) 


প্রয়োগসমূহ у 
উদ্দা. 2. 102,10 এর 5' দশমিক 44454 শুদ্ধ মান নির্ণয় কর। 


| 
ios টা ус: т , এই সম্পর্কে 
т- 9415 5 ধর হইল। তাহা হইলে 1-1 

“ log,10—1og,8— [+ ১9) +55) + ЖАР | 


=2х 01115718 = 0'2231436. 


ГИП. 1. এর ata এই হিসাবটি করিবে |] 
`. 108.10--3 1og,2--0'2231436 — , 
--3 Х06931468--0:2231436 
= 270794404--0:2231436--2:3025840 
+", 1og,102:2:30258 (5 দশমিক স্থান পৰ্যন্ত শুদ্ধ )। 


Sri. З. সাধারণ লগারিদৃষ্‌ 

যদি 10810N = হয়, তবে М-10%; 

তাহা! হইলে, log, N —1og510* =x log,10. 
log,N 
log,10 
(অৰ্থাৎ নিধান 10 সম্পর্কে ғ918Ң4) পাওয়া যায়, অনুরূপ স্বাভাবিক লগারিদ্‌ম্‌কে 
l/log,10 (ইহা সাধারণ লগারিদ্‌ম্‌ এর মডিউলাস বলিয়া কথিত এবং / অক্ষর 
দ্বারা নির্দেশিত হয়) দ্বারা গুণ করিয়া । ইহা! যাচাই করিয়া! দেখা যাইতে পারে যে 


সুতরাং x=logioN = 


у এইভাবে কোন সংখ্যার সাধারণ লগারিদ্ম্‌ 


d А 
=- — =0"4342944819 
2৫42 
108102 এর মান নির্ণয় করিতে হইলে প্রথমতঃ log ,2 এর মান নির্ণয় করা হয় ও 
পরে È মানকে и দ্বার! গুণ করিতে হয়। 
108102--108.2 X #=0'6931468 x 043420448 
03010297736 


=0'30103 ( 5 দশমিক স্থান পৰ্যন্ত শুদ্ধ মান ) | 
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ЗҮП. 4. প্রমাণ কর যে 

log,n-log,(n-1)-1 ыы рыны), 
ইহা হইতে 106103 এর মান নির্ণয় কর) দেওয়া! bay 17043429448. 
এখানে 0<1<1 ; স্থতরাং নিয়ের সম্পর্কটিতে, যথা : 

—log,(1— 2) 9 x-- 4a 343 р. ** তে 
к=} ধরা হইল; তাহ! হইলে, 

-logs (1 - j-le tatus 
অর্থাৎ log,n —log,(n— )=1 ta att 
এখন উভয় পক্ষকে и দারা গুণ Ss পাওয়া যায় যে 

u log,n —u log,(n— D-^ aata 3T 


বা, logion- logio(n— СЗ z tat 


n=10 ধরিলে পাওয়া যায় যে 


1081010- 10109-16 zotat 
«043409448 | 043429448 | 0° 043409448 , 
%),1-21ш403---- DM 8090. 


-00434294484-0.0021714724-000144765 
30000010857 --0:000000869--0:000000072 
0000000006 4---. 
= 0045757489, 
4 log103= 4(1—0:045757489) = 0477121255. 


উদ্দা, 5. log (L--x-Fx?) এর বিস্তৃতিতে х" এর সহগ faa ক্র, 
(প্রদত্ত |x| <1.) 


log (++) 10871 log (1-23) ~ log (1-2) 


ажа: 


প্রয়োগসমূহ + 818 
কিন্তু যদি -1<х<1 হয়, তবে 
log (1-23) _৪-%৪-4৮৪- 
lg(l-x)9-x-4x3-]a- 22 <. і 
log (1+ x-F x9)  (x-- 39 tgrt te) - (38 3x tht H) 
যদি r, 3 এর গুণিতক না হয়, তবে =" এর সহগ হইল কেবল 1, 
যদি 7, 3 এর গুণিতক হয়, তবে x” এর সহগ হইল 1-3--2 


Зи. 6. নিম্নলিখিত শ্রেণীটির অসীম পদ 44% সমষ্টি নির্ণয় #1: 
erg 6+ sat; ? g+ 
শ্রেণীটিকে এইভাবে লেখ যায়, যথা 
(48513001570) нара) 
= ЗАСВ) + HB 300? Ән QU 300? 1 
734 log TH+ H -log 158) 


= 105 214-108 9— log 8)= 10; 2)+4(2 log 3-3 log 2) 
=log 3. 


Әні. 7. অসীম পদ পর্যন্ত নিয়গিখিত শ্রেণীগুলির সমষ্টি নির্ণয় а : 
@ +++ 

(i) ҚЫРТЫСТЫ 
(їй) ror Зәру sa 


4) А, 
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1 1 


: 5 1 x КЕ: 
OE spa তম ir гта Pn 


প্রথম পদ -i-4 
24 পদ-ঠ-ু 
ওয় পাঠ 
OIM EIS 
1979 কা 
= [TS p ia 5 AND 
. গতম পদ পযন্ত সমষ্টি 44-45 tà 


যখন n— =, তখন (i) এর অসীম পদ পযন্ত সমষ্টি _108,2. 
[৮ 1০82-17-87$-87$-$77] 
ou IRR 
2n(2n--1) 2n 24-1 
lq পদ-$-% 
2য় পদলঠ-$ 
ওয় পদ-$-4% 


(й) noa A= 


l5 3 
তম পদ 2n Znal 


; + 3t 1 1 
& 541% 9 -4- 4) е 
. প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি=$-$+4- + T 7 
1- (প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি )= 
1 


1-ің-ан---Д +1 


যখন по, তখন 1— ( অসীম পদ 444 নির্ণেয় সমষ্টি )=log,2 
faci সমষ্টি —1-—1og,2 


уи SONA Үт» Шу, э SES ss 1 ІТ 
pum পদ্ম кз mD 

5 -4(1-4-4-4 ... 7 ден! 

JA n সংখ্যক পদের та? = 1-4 - 44 Eid n 
(4255 u 

Ңі-ін-і- 21-ы) 


*'. যখন пэс, তখন 44 পদ 44 (8041 m? = 106,2 4(1— 1og,2) 
=log,2—1. : : 
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Ç Ж 5--2(n - 1) 
(v) গতম পদ = - 12423 (а-1)2434(а-1)2) 
z 2n+3 
(2n = 12n(2n-- 1) 


= 2n + 3 i 
(2n—1)2n(2n--1) (2n— 1)2n(2n+1) 


ijv d 3 
am -1 Pro M СТЕНТТЕУ! 


1 1 

lini: ii 31^? 123 
1-1 1 

2য় পদ 5 3345 


T RP LL 
গতম mel i ЫН DEED 


1 1 1 1 
প্রথম п সংখ্যক পদের m= [1 - зз" 


1 
Т) 
যখন п->, তখন up এবং দ্বিতীয় йи awpa রাশি-১1০%+2-% 
[ উদ. (ii) অন্থসারে 1 


*, অসীম পদ পর্যন্ত নির্ণেয় иа? = 430106,2 4) 
-3104,2- 1=log, |). 


Sel. 8. iym er ( | x | <1) হয়, তবে দেখাও যে 


в@?=1+х+х%+х%++1 o. 
ewe |х| «1, 
7, ym-log(1-x) বা, е”?-(1-х) 
বা, t= ella) elata 
ri] 


С. দ্বিপদ বিস্তৃতি অঙ্থ্সারে ; এখানে প্রযোজ্য কারণ | x | <1] 


21[ AL ] 
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easi] XII(B) 
[108,2 কে log x দ্বারা নির্দেশ করা হইল 1 | 
[A] 
1. 4 দশমিক স্থান 44 log (1:02) এর মান নির্ণয় v3 1 
2. লগারিদম্‌ শ্রেণীর সাহায্যে প্রমাণ কর যে 


log (p--1)—log 212091, ভে | 2৯০, 


ইহার সাহায্যে 5 দশমিক স্থান পর্যস্ত log 3—1ов 2 এর মান নির্ণয় কর। log 2 
=0'693147 হইলে log 3 এর মান নির্ণয় কর। 10803 এর মান কত হইবে 
যদি 1/log 10e =0'43429 হয় ? 
3. log13—1og 12 এর 5 দশমিক স্থান পর্যন্ত শুদ্ধ মান নির্ণয় কর। এখন 
4 দশমিক স্থান পযন্ত log 13 নির্ণয় কর, যদি сезі থাকে যে 
log 2-0:693147 এবং log 321098612. 
4. প্রমাণ কর যে log 12820023716 ; ইহা হইতে দেখাও যে 
log 10--2:302585, যখন log 2206931472, 
5. %"%108102--:30103000, = 043429448 ; মান নিৰ্ণয় কর £ 
108107, 1081011, 1021013. 


[B] 
1. বৈধতার শর্ত এবং x" এর সহগ উল্লেখপূর্বক лең বাতের উরধক্রমে নিয়ের 
বিস্তৃতিগুলি নির্ণয় কর ঃ 


(O log (1—35); (а) log (24-x); 
Gü) log (1+3x+2x2) ; (v) (=x)? log (1-2); 
(о) log (1—x2--x4) (vi) log ute) ; 
—x 


5 


(৮7) log (1--x-Fx3-Fx94-x*); (viii) log 6-25) 
(x) (14) log (1+x)+(1— x) log (1—х). 


2. যদি ax2+bxz-c=0 এর বীজ দুইটি ৭, ৪ হয়, যেখানে ৮৯০৯৩, 


তবে log (৫৮৪4-৮+০) এর বিস্তৃতিতে x" এর সহগ <, চর সাহায্যে নির্ণয় কর ও 
বিস্তৃতির বৈধতার শর্ত উল্লেখ কর। 


3. «ft log, 


্রশ্নমালা XII(B) 
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) এর বিস্তৃতিকে এর দাতের উর্ধবক্রমে সঙ্জিত 


শ্রেণীরূপে প্রকাশ কর! হয়, তবে দেখাও যে x" এর সহগ হইবে -L afr m 
514 991 


নিয়লিখিত শ্রেণীগুলির অসীম পদ পর্যন্ত সমষ্ট নির্ণ কর ( 145 হইতে 10নং ) 
1. 


2. 


12. 


[c] 


(141 <1) 


Ай p Xe жан... 
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о 
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82312934 ^ 


প্রমাণ কর যে 


P Da. еше ce 


প্রমাণ কর যে কোন নির্দিষ্ট সর্তে ( 748445 করিতে হইবে ) 


tor Bp RUE 
sabo sha si Pu tay sys 


যেখানে »=2%2-1. o 
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13. যদি 0<х<1 এবং মি হয়, তবে নিয়ে প্রদত্ত শ্রেণী, যথা s 
2284548৯52৮ 22 এর অসীম পদ 948 সমষ্টিকে y এর 
ঘাতের Vg ক্রমে সজ্জিত শ্রেণীরূপে প্রকাশ কর। 
14. যদি | х | ১2 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
2 28 25 
- 35 9028 E 3 525 t 
=5 log £ £t? Ho og EL 


[D] 


1. প্রমাণ কর cq 


11151 
1+3 হত চুন Rot coloni 


2. অসীম পদ পৰ্যন্ত সমষ্ট নির্ণয় কর £ 


2x8 ,3x* , 4x5 
226 15778 


(40: neq পদ= enn us প্রথম n সংখ্যক পদের সমষ্টি নির্ণয় করিয়া উহ 
ыы. 
3. বাচাই করিয়া দেখাও যে 


б) )+805+ zx বা = ৯1985 42, 


4. যদি 108 (l-x—2?-kx3)! কে « এর ঘাতের Vu সন্ধিত 
Momo meds এর সহগ হইবে 


যথাক্রমে = fas 


n 
5. 2% পদ পর্যন্ত যোগফল নির্ণয় কর £ 
G) iue ec (| x | <1). 


(i) $E. +. (| 28 | <1). 


6. প্রমাণ কর যে ТЕГЕН ০) 


SEHR EE s SE 
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7. দেখাও с 
24 
102০4 xt ox* í9x* 13х11 |... 
q-985 7237457 67 


(সম্পর্কটির বৈধতার শর্ত বিবৃত কর। ) 
8. যদি y—2x—x3y, এবং | x | <1 হয়, তবে দেখাও যে 


PLUS LL of rS P Re A 
stitit (rM ) 
9, чў уа ок ле үй AW aem yr LE ET 
2 [3 ў পায় 
তৰে প্রমাণ কর যে 
x loge r = z 
উত্তরমালা 
[A] 
1. 070198. 2, 040547; 1:0986 ; 047719. 
8. 008004 ; 25649. 5. 08450980 ; 1:0418997 ; 1:1139494. 
[B] 


ы 0) Sim <<. 
an) logi |-Қ-1Уе); -8ex«3. 
(ii) SUCHE 1н): ах 
(») NC Hos 7৯৪ -1<х<і. 
0) x এর সহগ=0, afr r waq হয় ১৮4(-:)৮7% afe r=6p হয়; 4-1), 


যদি г=6р+2 হয়; || <1. 
(vi) এর sinl, যদি r অধুগা হয়; =0, যদি r=4p হয়; = 44 r=4p+9 


হয়; -і<х<і. 
Ми) x айл = t যদি r=5p হয়; =1 যদি 17459 হয়: -1<х<1. 
Чий) যো এর সহগ=-} 9, যথন। যুগ্ম; -Ц2-7 ), বন? mis -ісх<і. 
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(ix) Mus" -1<х<і. 
2. (вч) 1x1 E| iol -sorsa | 
| 
[С] | 
1. 1069. 2. log (4), 3. plog (4), 4. -ilog (1-x*)- 
5. 2-04. ё ве, 7. [== =) ова, 
8 n. 9. 11052. 10, 4log 1-1. 
2 
[Dj | 
| 
2 1-3) lgü-x)J-* 5. () 35৮7০875070) =} log (07৯. | 
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Syllabi of Trigonometry 
( West Bengal Council of Higher Secondary Education ) 


Measure of an angle—Degrees. Radians, Trigonometrical ratios 
of compound angles. Multiple and ৪1070011019 angles, complementary 
and supplementary angles. Graphs of trigonometrical functions ; 
Graphical and general solutions of Trigonometrical equations. Inverse 
circular functions. Properties of triangles. Solution of triangles. 
Problems relating to heights and distances. . 
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অধ্যায় 1 : কোণ পরিমাপ 
সূডনা-কোণের উৎপত্তি : ধনাত্মক ও фетр কোণ : কোণ পারমাপ--কোণ 
পাঁরমাপের বিভিন্ন পদ্ধতি 1 1-1 


অধ্যায় 2: ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত 

স্‌চ্না-_তৰিকোণমিতিক অনুপাত: জ্যামিতিক সংজ্ঞা: চিহ্ন;  সংখ্যা-মানক, 
আয়ত শ্থানাঞ্ক পদ্ধতি, Тосек অনুপাতে সংজ্ঞা, তিকোণার্মাতক অনুপাতের 
চিহ্ন; একই কোণের ভিকোণাঁমতিক অনুপাতগ্যীলি বক: অননাতা ; মৌলিক 
"CERTI: ঠিকোণমিতিক অনুপাতগ্লির মানের সাঁমাবন্ধতা ; অপেক্ষক সক্তান্ত 
সংজ্ঞাসমূহ। 12-29 
অধ্যায় 3: ধনাত্মক 90919: সমকোণী ত্রিভুজের সমাধান ; উচ্চতা 
ও দূরত্ব সম্প্কীয় সরল প্রশ্নসমূহ 

স্‌চনা--কোন ধনাত্মক scores িকোণমাতিক অনুপাত, প্‌রক কোপসম্‌হের 
'ভ্িকোণাঁমাতক অনুপাত : সহ-অপেক্ষক, 45° কোণের তিকোণাঁমাতক অনৃপাত, 30" ও 
60" কোণের তরিকোণার্মাতক অনুপাত, 0”, 90°, 180" ও 270" কোণের তিকোপামিতিক 
অনুপাত ; সমকোণাঁ їл সমাধান ; প্রয়োগ : উচ্চতা ও «qa বিষয়ক সরল 
প্রশ্ন । 30-42 
অধ্যায় 4: 54% ও সম্পূরক কোণ : সংযুক্ত কোণ : সরল লেখ 

সূচনা--9কোণের রিকোণামিতিক অনংপাতের সাহায্যে ( — 0) কোণের তিকোণামাতিক 
অনুপাতকে প্রকাশ ; 9 কোণের িকোপামাঁতক অনুপাতের সাহায্যে (90-9) কোণের 
এ অন্‌পাতের মানকে প্রকাশ: প্রক কোপ; 6 ИЙ সমকোণ অপেক্ষা "EUR 
ধনাত্খক কোণ হইলে (909) কোণের তিকোণামাতক অনপাতগ্যাঁলকে নিয়তা 
অবস্থায় প্রকাশ ; সম্পূরক GEM: (180'- 0) কোণের (ФЕ অপেক্ষক ; 
180'--0 270'—6 এবং 270 --0 ; Мае APEN আনয়নের সাধারণ সূত্র; 
অপেক্ষকমূলক বিবরণ ; অপেক্ষকের A এবং লেখ: y=sin x এর লেখ, 
у=соз x এর লেখ, y=tan x এবং ycot x এর UMW,y*"cosec x এবং 
০০৪৬০ x এর লেখ। 43-59 

iii 


iv সূচীপন্ত 
অধ্যায় 5: যৌগিক কোণ 

সন্চনা_ যোগ ও বিয়োগ চিহযুন্ত যৌগিক কোণের সাইন ( sine ) এবং কোসাইন 
( cosine ) অনুপাত সম্পর্কে উপপাদ্য ; sin (A+B) এবং cos (A+B) এর সূত্র 
দুইটির সাধারণ প্রমাণ, কাঁতিপয় প্রয়োজনীয় অনুসিদ্ধান্ত ; সমষ্ট, অন্তর এবং গুণফলের 
সূন্রাবলী। 60-76 
অধ্যায় 6: গুণিতক ও অংশ কোণ অভেদ 

সূচনা_দ্বিগুণ কোণের সূত্রাবলী ; অর্ধ-কোণের sara; দিবগুণ কোণে 
প্রকাশ; 18° কোণের ভ্রিকোণামাতক অপেক্ষক ; 3° 36°, 54°, 72° প্রভীত 
কোণের Пасата йа ће অপেক্ষক : 3° কোণের গড়ণিতকসমূহ ; ত্রিকোণাঁমাতক অভেদ। 

77-97 

অধ্যায় 7: ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ : সাধারণ মান 

সুচনা_বিশেষ সমাধান : sin х-0, сов х-0, tan х-0, cot x=0 
প্রভৃতির সাধারণ সমাধান ; sin x =b, যেখানে -1<b<1 হইলে £ এর সাধারণ 
মান ; cos ж==Җ(—1<Ё<1) সমীকরণের সাধারণ সমাধান ; tan х=}, যেখানে 
-%<%<4», এর সাধারণ সমাধান; ন্রিকোণামাতক সমীকরণের সমাধান 
প্রণালী : বিভিন্ন প্রকার অপেক্ষককে একাটমান্র অপেক্ছকের আকারে প্রকাশ দ্বারা ; 
বিশেষ বিশেষ কৌশল (৪18০০) প্রয়োগ দ্বারা | 98-112 
অধ্যায় ৪: বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক 

Ay esini x: সাধারণ মান : প্রধান বা মুখ্য মান: লেখ; অনন্য 
বিপরীত ভ্রিকোণামাতক অপেক্ষক : মধখ্য বা প্রধান মান, কাঁতপয় та ফল; 
কাতিপয় গুরুত্বপূর্ণ ফল; প্রশ্ন সমাধানের পদ্ধাতি। 113-125 
অধ্যায় 9: লগারিদ্ম্স 

সন্না--সাধারণ লগারদম্‌-তন্ত, প্রদত্ত লগারিদম্‌ সম্পর্কে অনুরূপ সংখ্যা, 
িকোণামাতক অপেক্ষকের লগারদ্‌স্‌, সমানুপাতিক অংশের নখীত-নির্ভর 
মধ্যবাতিতার নিয়ম | 126-131 
অধ্যায় 10: ত্রিভুজের ধর্ম 

সূচনা-কাঁতপয় প্রাতপাদ্য ; সাইনের সূ, আঁভক্ষেপ সূত্র, কোসাইনের সূত্র 
অর্ধ'কোণের সূত্রাবলী, ত্রিভুজের .ক্ষে্ুফল নির্ণয়ের সূত্রসমূহ, কাঁতপয় প্রয়োজনীয় 


ерт, দষ্টান্তমূলক উদাহরণসমূহ, ত্রিভুজের rua DIM, ত্রিভুজের RAITA ; 
বাহবৃত্ত। 4 132-153 


ন্িকোণমিতি v 

অধ্যায় 11: ত্রিভুজের সমাধান 

সূচনা লগারদ্যামক গণনার ক্ষেত্রে ট্যানজেন্ট সূত্র: তিনাট বাহ; প্রদত্ত হইলে, 
দুইটি বাহু এবং উহাদের 549% কোণ প্রদত্ত হইলে, দুইটি কোণ এবং একটি 
বাহ; প্রদত্ত হইলে, তিনটি কোণ প্রদত্ত হইলে, 471) বাহু এবং উহাদের বিপরীত 
কোণটি প্রদত্ত হইলে 154-161 
অধ্যায় 12: সমীকরণের লৈখিক সমাধান 

সূচনা-)১-2 sin х(-л<х<л) এর লেখ অঙ্কন, y= cos 27447) 
এর লেখ অঙ্কন, p= sin z+ cos х এর (0427) লেখ অঙ্কন, у= {хіп x 
এর লেখ অঙ্কন যেখানে 02 л, সমীকরণের লৌখক সমাধান 1 162-167 
অধ্যায় 13: Gwa এবং দূরত্ব ( কঠিনতর প্রশ্ন ) 

সূচনা__অনুভ্ীমক সমতলের উপর দণ্ডায়মান অনাধগম্য ALAA উচ্চতা ও দুরত্ব; 
দুইটি দৃশ্যমান অথচ অনাঁধগম্য বস্তুর মধ্যে 47%; দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ 1 168-174 
পরিশিষ্ট: লগারিদৃমিক্‌ তালিকা 175-199 


FORMULAE AND RESULTS ` 
1. Greek alphabet. | 


Aa alpha Н» eta Му nu Тт tau E 
Bf beta O 0 theta EE x Yo upsilon ` 
Гу gamma 1. ша Oo omicron Фф ры | 
AS delta Кк kappa Пт pi Xx chi | 
Ее epsilon A À lambda P p rho Жұ psi E 
26 теа Ми mu У с sigma ' Qw отера. 
2. Radian measure, 


A radian is the angle subtended at the centre of a circle by an 
arc equal in length to the radius of the circle. 


(i) 1 radian = 180/7 degrees = 200/7 grades = 57° 17' 44-9" 
(approx.) 
(ii) 1 degree = 7/180 radians = 10/9 grades = 0:174533 radians 
^. (approx.) 
(iii) 1 grade = 7/200 radians — 9/10 degrees, 
(iv) The length s of any arc of a circle of radius ris s = 70, where 
біз the central angle in radians, 

(v) т = 22/7 (roughly), or — 355/133 (more accurately but 

still approx.) 
= 3:1416 (roughly), or = 3:1415926536 (more accurately 

but still approx.) 


3. Simple relations : Restrictions on values : Signs, 

(i) tan 0 = sin 0/соѕ 0, cot 0 = cos бізіп 0 = 1/ғап 0. 

(i) sec 0 = 1/сов 0, cosec 0 = 1 [sin 0, 5 

(ii) sin? 0 4 còs2 0 = 1, 1 + tan? 0 = sec? 0, 1 + cot? 0 = cosec? 0. 

(iv) —1 < sin 0, cos < 1 ; | ০০০০৪ | > 1, I seco | > 1. 

(v) ALL (positive in first quadrant), SIN (also cosec, positive 
in second quadrant), TAN (also cot, positive in third quadrant), 
COS (also sec, positive in fourth quadrant). 

vi 


FORMULAE & RESULTS ` vii 
4. Trigonometric ratios of some special angles. 


85 
EIE p ЗЕН 
"T ЕНЕЛЕТЕЕГІТЕН 
el а а 1 


5. In terms of 0. 
sin (— 0) = — біп 0, cos (— 0) = cos 0, tan (- 0) = — tan 0. 
sin (90? — 0) = cos 0, соз (90% — 0) = sin 0, (ап (90° — 0) = cot 0, 
sin (90?--0) = cos 0, cos (90*-- 0) = —sin 0, tan (90°+0) = —cot б, 
sin (180* — 0) =sin 0, cos (180%--0)-- —cos 0, tan (180*—0)  —tan 0. 
sin (180?-|- 0) = —sin 0, cos (180°+ 0) = — соз 0, tan (1807--0) =tan 0. 
When n is an integer, positive, negative or zero ; 
sin (Олл -+ 0) = sin 0, cos (2лт--0) = cos 0, tan (2nr-+ 0) = tan 0. 


6. Addition theorems. 
(1) sin (A + B) = зіп А cos В + cos Asin В 


(ii) cos (4 Е В) = cos A cos B F sin A sin В 


Gü) tan (4 +B) = ра най 


(iv) tan (A + B + C) 
tan А +- tan В + tan C — tan A tan B tan С 
= [—tan B tan Ç — tan Ç tan А — tan A tan B° 
7. Sum, difference and product formulae. 
sin A cos B = š (sin (A + B) + sin (A — В)). 
cos А cos B = | (cos (4 + B) + cos (4 — B). 
tin A ain B е পল | (eos (A + B) = eos (4 = B)), 


viii PLANE TRIGONOMETRY 


sin C + sin D = 2 sin (C + D) cos $(C — D). ` 
sin C — sin D = 2 cos 3 (C + D) sin 3 (C — D). 
cos C + cos D = 2 cos š (C + D) cos 4 (C — D). 
cos C — cos D = — 2 sin š (C + D) sin 4 (C — D). 


8. In terms of multiple and sub-multiple angles. 
(1) sin 2x — 2 sin x cos x. 
(i) cos2x = cos? х — sin? x = 2 cos? x — I = 1 — 2 sin? x. 
(iii) tan 2x — 2 tan x/(1 — tan? 2): 
(iv) sin 3x = 3 sin x — 4 sin? x. 
(v) cos 3x — 4 cos? x — 3 cos x. 
(vi) tan 3x — (3 tan x — tan* x)/(1 — 3 tan? x). 
(vii) sin? x = 3 (1 — cos 2x). 
(viii) cos? x = 4 (1 + cos 2х). 
(ix) sin? х = 1 (3 sin — sin 3x). 
(x) cos? x = 1 (3 cos + cos 3x). 
(xi) sin 18° = 1 (4/5 — 1). 
(xii) cos 18° = 1 {V I0 + 2 4/5). 
9. General values. 
віп 0 = sin a implies 0 = nz + (— ж 
cos 0 = cos a implies 0 = nm +a 
tan 0 = tan a implies 0 = nz + a 
where n is an integer. 


10. Inverse trigonometric forms. 
8107-14-41 cosy = $r = їап-15 + coti = Sec-1x -+ соѕес-1х. 


tanix + tan-1 у = tan EX. i 
d I xy 
tani x + taniy + tani z = (ап-і id my tr zy; 


1 —z;— — ху” 
11. On triangles. 3 
(i) afsin А = b|sin B = [зїп C = 2R. 

(ii) sin А = 2418০. 

(ii) cos A = (52 + 2 — а?) |2bc. 

(iv) a = b cos C + c cos B. 

(у) A= зіп A = 2//42 = Vs (s а) (s — 1B (s —2). 

(vi) tan 4 (B — С) = ((b — 2106 + ০)) cot šA. 

(vii) r= Ajs = 4R sin 34 sin 4B sin 4C = (s — a) tan $A. 
(viii) r, = A/(s — а) = 4R sin 14: cos šB сов ЗС = s tan šA, 


а 


1 
কোণ পরিমাপ 


( Measurement of angles ) 


130 

Tri বা Tris (তিন ), gonia (কোণ ) এবং metron (মাপ )-«% 
তিনটি গ্রীক মূলশব্দ হইতে উৎপন্ন ত্রিকোণমিতি (Trigonometry) শব্দটির 
আক্ষরিক অর্থ হইল ত্রিকোণ-পরিমাপ বা! ত্রিভুজ পরিমাপ বিষয়ক আলোচনা 1 
বর্তমান গ্রন্থে কেবল সমতল ত্রিকোণমিতি (Plane Trigonometry ) অর্থাৎ 
সমতলে অবস্থিত ত্রিভুজ পরিমাপ সম্পর্কিত বিষয়ে আলোচনা সীমাবদ্ধ রাখা হইবে। 
গণিতশাস্তের এই শাখা প্রাথমিক অবস্থায় ত্রিভুজের বাহ, কোণ ও ক্ষেত্রফলের মধ্যে 
fios ta পারস্পরিক সম্পর্কগুলি প্রতিষ্ঠিত করার কাজেই নিবদ্ধ ছিল। বর্তমানে কিন্ত 
উহার ক্ষেত্র আরও ব্যাপক এবং নির্দিষ্ট ভ্রিকোণমিতিক অপেক্ষক ( Trigono- 
metric functions—w পরে দেওয়া হইল ) সম্পকিত সকলপ্রকার TIATA 
কার্য 944 প্রসারিত। প্রারম্ভিক পর্যায়ে ত্রিকোণমিতিকে জরিপবিষ্ঠা, নৌবাহবিজ্ঞান, 
জ্যোতিবিদ্যা, araa অন্তর্গত ত্রিভুজাক্কৃতি কাঠামোগঠন প্রভৃতি বিষয়ে প্রয়োগ 


24 হইতে থাকে, কিন্তু অধুনা শব্দ, আলোক ও তড়িৎবিজ্ঞান, রঞ্জনরশ্মিপ্রযুক্ত 


চিকিৎসাবিজ্ঞান, эң, শারীরবিত্ত, অপরা তড়িৎকণাঘটিত ব্যাপার এবং 
অন্যান্য আরও বিষয়ে উহ! গুরুত্বপূর্ণ ভূমিকা গ্রহণ করিতেছে। : 

পূর্ববর্তী শ্রেণীগুলিতে ইতিপূর্বেই ছাত্রছাত্রীরা ত্রিকোণমিতি সম্পর্কে প্রাথমিক 
ধারণার সহিত পরিচিত হইয়াছে। স্থতরাং এখানে তাহাদের জ্ঞাতবিষয়গুণির 
সংক্ষিপ্ত পুনরুলেখসহ অবশিষ্ট বিষয়গুলির বিশদ আলোচনার চেষ্টা কর! হইবে। 

কোণই. ব্রিকোণমিতির ভিত্তি, সুতরাং কোণের উৎপত্তি ও পরিমাপ প্রণালীর 
আলোচনা দিয়া শুরু করা হইল। 
12. কোণের উৎপত্তি ধনাত্মক ওখণাত্মক কোণ £ কোণ পরিমাপ £ 

ধরা xig ох স্থির অর্ধরেখ! এবং ОР অর্ধরেখ। প্রারম্ভিক অবস্থায় উহার উপর 
সমাপতিত wig! এখন OP, О বিন্দুকে কেন্দ্র করিয়! ঘুরিতে লাগিল এবং ХОР 
কোণ উৎপন্ন করিল (চিত্র L1 айр)! এক্ষেত্রে ০ হইল শীর্ষবিন্দুং অর্ধরেখা ох 
প্রারম্ভিক রেখা এবং অপর অর্ধরেখা ОР কে বল! হয় জীমারেখা। ( bounding 
Іше)! এখন ঘূর্ণায়মান অর্ধরেখাটি বিভিন্ন দিকে ও বিভিন্ন পরিমাণে ঘুরিয়া যে 
কোন একটি নির্দিষ্ট অবস্থানে আসিতে পারে। বিভিন্ন দিক অর্থে দুইপ্রকার ЧИЯ 
হইতে পারে, যথা: ঘড়ির কাটার গতির অভিমুখে (যেমন 1.1 চিত্রে B অথবা c 
কোণ উৎপন্ন করিয়া ) এবং ঘড়ির কাটার গতির বিপরীত অভিমুখে (যেমন А, D 
অথবা E কোণ উৎপন্ন করিয়া)। সুতরাং ইহা বলিলেই যথেষ্ট হইবে না যে স্থির 

1 


2 কোণ পরিমাপ 


অর্ধরেখাটি সাপেক্ষে gima অর্ধরেখাটি একটি বিশেষ অবস্থানে আসিয়াছে; কি 
প্রকার ঘূর্ণনের ফলে উহ! Q পূর্বনির্ধারিত অবস্থানে আসিয়াছে তাহাও জানিবার 
প্রয়োজন হইতে পারে । agza রীতি হইল, ঘড়ির কাটার গতির বিপরীত 
অভিমুখী ঘূর্ণনকে ধনাত্মক ও গতির অভিমুখী ঘূর্ণনকে খণাত্মক wat 1 


D প্রারভিক রেখা 
c 
а? ধনাত্বক % 
А x ; x 
B প্রারম্ভিক GAM ARET রেখা 
{Ба 1.1(а). {Ба 1.15). চিত্র 11(c). 

এখন প্রশ্ন হইপ__কোণের পরিমাপ বলিতে কি বুঝায়? প্রারম্ভিক অর্ধরেখ। ০৯-এর 
সহিত সমাপতিত অবস্থা, হইতে অন্তিম অবস্থান ОР তে আসিতে MaA- oP, 
শীর্ষ ০ কে cem করিয়া যে পরিমাণ ঘূর্ণন সম্পন্ন করে তাহাই হইল ox এবং 
ОР (441454 অন্তর্বর্তী ХОР কোণের পরিমাপ । কৌণিক পরিমাপের সবাপেক্ষা 
স্বাভাবিক একক হইল একটি sper ঘৃর্ণন। প্রারম্ভিক অবস্থানে ox অর্ধরৈখার 
সহিত সমাপতিত ОР অর্ধরেখা ০ বিন্দুর চারিদিকে ঘড়ির কাটার গতির অভিমুখের 
বিপরীত দিকে একটি পূর্ণ খূর্ণনের ফলে আবার OX অর্ধরেখার উপর আসে, যাহাতে 
প্রারম্ভিক রেখ! ও সীমারেখা দুইটি পুনরায় সমা পতিত হয়। এইরূপ একটি পূর্ণ ঘূর্ণন 
পরিমাণের এক-চতুর্থাংশকে সমকোণ বলা হয়। পরবর্তী অনুচ্ছেদে দেখা যাইবে, 
এক সমকোণের 90টি সমান ভাগের প্রত্যেকটি ভাগকে এক ডিগ্রী বল! হয়। সুতরাং 
1 সমকোণ 90 ডিগ্রীর সমান (ইহাকে লেখা sa 90° ) 1 তাহা হইলে A, В, С, D 
কোণগুলির প্রত্যেকটির পরিমাণ 4 সমকোণ বা 360° অপেক্ষা কম; অবস্থা 
অনুমারে উহাদের চিহ্ন ধনাত্মক বা ANAS হইবে। সেক্ষেত্রে E কোণের পরিমাণ 
360' অপেক্ষা (481 অধিকন্ধ OP অর্ধরেখা অস্তিম অবস্থানে আসিবার পূর্বে ০ 
বিন্দুর চারিদিকে enfes অবস্থান নির্দেশক ох অর্ধরেখার মধ্য দিয়া যে কোন 
সংখ্যক পূর্ণ ঘূর্ণন সম্পন্ন করিতে পারে এবং এইভাবে ভ্রিকোণমিতিতে যে কোন 
পরিমাণের কোণ হইতে 4141 একটি বিশেষক্ষেত্রে যখন OP অর্ধরেখা আদৌ 
গতিশীল মা হইয়া আদি ও অস্তিম উভয় অবস্থানেই OX অর্থরেখার উপর. সমাপতিত 
থাকে তখন ХОР কোণের মান শুন্য বল। হয় I 


মন্তব্য 8 

1. ঘূর্ণন দ্বারা গাতশাঁল অর্ধরেখাটিকে OX হইতে ОР অবস্থানে 
[ চিত্র 11(z)] দুই প্রকারে লওয়া যায়: হয় А কোণের মধ্য দিয়া এবং সেক্ষেত্রে 
কোণাট ধনাত্মক (ধরা যাক্‌ +45 ), অথবা B কোণের মধ্য দিয়া, যেক্ষেত্রে কোণাট 


কোণ পরিমাপের পদ্ধতি 3 


ঝণাত্বক এবং উহার মান 2804—(360°— 45° )= —315" (af A=-+45° 
হয়)। AS B কোণ 6 04 সম্পর্ক এইরূপ যে উহাদের পরম মান অর্থাৎ সাংখ্য 
মান দুইটি একত্রে একটি পূর্ণ ঘূর্ণনের সমান £ 45+4-315+-360; এইরূপ 
বিবেচনায় 4৯০ কে হয় +45" নতুবা —315° মনে.করা যায় । অনুরূপে 1.1(0) 
চিত্রে ХОР কোণ হয় —60° নতুবা 44300", যাঁদ c কোণকে — 60° ধরা হয়। 

2. ইহা লক্ষণীয় যে, যে সকল কোণের অন্তর 360 র অখণ্ড. 449% তাহারা 
জ্যাঁমাতক বিচারে পরস্পর অভিন্ন ॥ চিত্র 1.1(0) হইতে ইহা পরখ করা যায়|. | 

3. AAFS ইহাও লক্ষ্য করা যায় যে XOX কোণের ARITA হয়৷ 0 অথবা 
+ 360°, £729", +9.360১--ইত্যাঁদ 1 | 

4. সুতরাং ত্রিকোণামাততে সমতলায় একটি কোণ সম্পর্কে মনে করা যাইতে 
পারে যে সমতলে অবস্থিত একটি স্থির বিন্দুর চতুর্দিকে এ দমতলস্থ এবং 
ও বিল্দুগামী একটি অর্ধরেখার ঘূর্ণনের ফলে ওঁ কোণ উৎপন্ন হইয়াছে 
এবং কোনাট ধনাত্মক, খণাত্রক, শুন্য অথবা যে কোন মানেরও হইতে পারে 1 

5. ইউীক্লাডয়ান জ্যামততে কোণের যে ধারণা করা হইয়াছে তাহার সাঁহত 
1ত্রকোণামাতক কোণের পার্থক্য লক্ষণীয় । সেখানে সকল কোণের মান 4 সমকোণ 
অপেক্ষা 55:44 এবং তাহারা সবদা ধনাত্মক 1 


13. কোণ পরিমাপের বিভিন্ন পদ্ধতি 

পূর্ববর্তী পরিচ্ছেদে দেখ! গিয়াছে, সমকোণ মাত্রেই সর্বক্ষেত্রে সমান ১ সেইজন্য 
কোণ পরিমাপের বিভিন্ন পদ্ধতি নিভূলভাবে স্থির করিতে ইহাকে উপযুক্ত ভিত্তিরপে 
төш যায়। প্রধানত তিনটি পৃথক পদ্ধতির উদ্ভব এইভাবে হইয়াছে, যথা: 
বষ্ঠীমূলক পদ্ধতি, শতমূলক পদ্ধতি এবং বৃত্তমূলক পদ্ধতি 1 

ষষ্ঠী মূলক পদ্ধতি ( Sexagesimal system ) 

এই 9141905 এক সমকোণের 1/90 ভাগকে 1 ডিগ্রী, এক 19414 1/60 ভাগকে 

1 মানউ এবং 1 মানটের 1/60 ভাগকে 1 সেকেন্ড বলা হয়, অর্থাং 
1 সমকোণ =90 ডিগ্রী (সাঞ্কোতিক পদ্ধাততে লেখা হয় 92" ) 


d^ =60 1849 (1252159 পদ্ধাততে লেখা হয় 60" ) 
1 =60 সেকেন্ড ( সাঙ্কোতক পদ্ধাততে লেখা হয় 60") ' 


এই পদ্ধাঁত প্রাচীন. কাল: হইতে চালয়া আসতেছে 1 বহুসংখ্যক জ্যোতিঃশাদ্্ন 
সম্পর্কাঁয় তালিকা, নাবকদের ব্যবহৃত পাঞ্জকা ও ভৌগোলিক মানাচন্র এই পদ্ধতির উপর 
নির্ভরশীল 1 ক্ষুদ্রুতর অংশে (492604 আধিকাংশে 89154 অংশের সাহায্যে করা 
হয় йен ইহাকে হষ্ঠীমূলক পদ্ধাত বলা হয় । ইহাকে সাধারণ বা ইংরাজী পদ্ধাতও 
বলা হয়। 

শতমুলক পদ্ধতি ( Centesimal system ) 

এই পদ্ধাঁতিতে 75454 অংশে কোণের 1499444 শততম অংশের সাহায্যে করা হয় 1 

ইহাকে ফরাসী পন্ধাতও বলা হয় । এক্ষেত্রে 457949 ও 4445 152545 নিম্নরূপ 2 


4 i কোণ পরিমাপ 
1 সমকোণ= 100 গ্রেড (সাঙ্কেতিক পদ্ধাতিতে লেখা হয় 100: ) 


и —100 মানট (সাঙ্কোতিক পদ্ধাততে লেখা হয় 100 ) 
in =100 সেকে'ড (সাঙ্কোতিক পদ্ধাতিতে লেখা হয় 100" ) 
যষ্ঠীনুলক ও শতমূলক পদ্ধতি দুইটির মধ্যে সম্পর্ক 


উভয় পদ্ধাততেই নট ও সেকেণ্ড শব্দ দুইটি ব্যবহৃত EN | সূতরাং উভয় ক্ষেত্র 
ইহাদের পার্থক্য বুঝাইবার জন্য শতমূলক পদ্ধাততে ইহাদের যথাক্রমে শতমূলক 
মিনিট ও শতমূলক সেকেণ্ড বাঁলয়া উল্লেখ করা হইবে ; এবং 

1 সমকোণ-93+-100£ বা 9'—10* এই সম্পর্কের সাহায্যে এক পদ্ধাততে 
প্রকাঁশত কোণকে অপর পদ্ধাততে প্রকাশ করা হইবে। 


тета পদ্ধতি 

বৃত্তমূলক পদ্ধাতর মূলে হইল রেডয়ান । রোঁডয়ান অপেক্ষাকৃত কম পাঁরাচত, 
কিন্তু বর্তমান ও গাঁণতের অন্যান্য গ্রন্থের পক্ষে একটি মৌলক ও অপারহার্য একক । 
রোঁডিয়ান সম্পর্কে আলোচনা শুরু করার পূর্বে কিছ: প্রয়োজনীয় তথ্য জানা 
. আবশ্যক । এইরূপ একট সংপাঁরচিত তথ্য হইল: যে কোন 'বৃত্তের পরিধি ও 
উহার ব্যাসের অনুপাত সকল বৃত্তের ক্ষেত্রে এক । এই шде sme 

গ্রীক অক্ষর л দ্বারা সুঁচিত করা হয় । ইহার অর্থ: 
কোন বৃত্তের পাঁরাধ а 1871৮871847 
এ বৃত্তের ব্যাস 
) বিভিন্ন প্রণালীতে z এর সাংখ্য মান দশমিক চিহ্নের পর যে কোন স্থান পর্যন্ত নির্ণয় 


কর! সম্ভব, কিন্তু ইহা বর্তমান গ্রন্থের আলোচ্য а বহিভূ্ত। যাহা হউক, ইহ! 
মনে রাখিলেই wie উদ্দেশ্য সিদ্ধ হইবে যে m এর একটি সাধারণ আসন্ন মান 22/7, 
এবং 7494 আর একটি মান 355/133 ; আবার দশমিক ভগ্নাংশে প্রকাশিত একটি 
মান 314159 (প্রায়) এবং আরও %% মান 31415926536. 

"esl: বৃত্তের পরিধি c, ব্যাস d এবং ব্যাসার্ধ r হইলে 


jn বা c=nd=n.2r —-2mr. 


" অর্থাৎ বৃত্তের Я = 2 x іі M "o0 তথ্য 2 

স্বতঃসিদ্ধ হিসাবে গ্রহণযোগ্য আর একটি তথ্য এস্থলে বিবৃত হইল : 

কোন বৃত্তের Старз কোণগুলি, উর যে যে বৃত্তচাপের উপর 
দণ্ডায়মান, তাহাদের সমানুপাতী। 5 শত. তথ্য ও 

এখন রেডিয়ানের সংজ্ঞা ও প্রথম প্রতিজ্ঞাটির প্রমাণ দেওয়া হইল। 

25912 যে কোণের শীর্ষ কোন বৃত্তের কেন্দ্র 006 ( চিত্র 1.2 দ্রষ্টব্য ) অবাস্থত 
এবং বাহ;দৰয় পারাধ হইতে বৃত্তটির ব্যাসার্ধের সমান দীর্ঘ চাপ ছিন্ন করে তাহাকে 
এক রোঁডয়ান বলে। 4 


কোণ পরিমাপের পদ্ধতি 5 


প্রতিজ্ঞা 1. এক cafes একটি 4% GTH 

প্রমাণ £ ধরা যাক, কোন বৃত্তের কেন্দ্র o, ব্যাসার্ধ r (চিত্র 1.2) এবং চাপ 
АВ লব্যাসার্ধ-7, তাহা হইলে সংজ্ঞা 59/4 АОВ = 1 রেডিয়ান। 4 

যেহেতু сетя কোণগুলি, উহার! যে যে চাপের উপর vete, তাহাদের 
সমান্থপাতী (তথ্য 3), 
Z^oB 360' 


তরাং 
সুতরাং NS চাপ ARN 


/০৪-৪০০*১7- .180 
Amr п 


বা 1 রেডিয়ানল 18° 


LIEN 


অতএব, প্রতিজ্ঞাটি প্রমাণিত হইল 1 চিত্র 1.8 

কখনও কখনও 1 রেডিয়ান বুঝাইতে 1° এই প্রতীক চিহ্ন ব্যবহৃত হয়। স্ৃতরাং 
a^—m রেডিয়ান। কোন কোণের অন্তর্গত রেডিয়ান সংখ্যাকে কোঁণটির cafe 
মান বা বৃত্তমূলক মান বল! হয়। 


айе ও теди পদ্ধতি দুইটির সম্পর্ক Nd ur 
afai 1 হইতে পাওয়া যায়, 1 রেডিয়ান্‌= 2 ^ 834159 (প্রায়) 
—57:29577 ডিগ্রী (প্রায়) 


25717448' (প্রায়) 
অথবা স্থুলভাবে, 1 রেডিয়ানস5771745, 


314159 
- 74 
180 রেডিয়ান = 180 রেডিয়াঁন — 00174533 রেডিয়ান (প্রায়) 


বৃত্ত চাপ, কোণ এবং রেডিয়ানের মধ্যে সম্বন্ধ : বৃত্তচাপের দৈর্ঘ্য 
প্রতিজ্ঞা 2. > ব্যাসার্ধবিশিষ্ট বৃত্তে o রেডিয়ীন মানের 06573 কোণ 
s ট্দৈর্ঘ্যের চাঁপ ছিন্ন করিলে 5-79. 


প্রমাণ £ চিত্র 1.2 এবং তথ্য 3 gT | 
যেহেতু বৃত্তের cwm". কোণসমূহ, উহার! যে চাপগুলির উপর দণ্ডায়মান, তাহাদের 


আবার 1-2 


লহিত সমামুপাতী, 
„ Слов ZAOC বাঁ 1 রেডিয়ান_ 44০০ 
হৃতরাং Ав চাপ АСЫР п r TU 


অর্থাৎ Z A00=" রেডিয়ান 


কিন্ত /лос-0 রেডিয়ান ; 2. $95, ql s=r0 
অতএব প্রতিজ্ঞাটি প্রমাণিত 524 | 


6 d কোণ পরিমাপ 


দেখা গেল, বৃত্তচাপের “দৈর্ঘ্য ব্যাসার্ধ» কেন্দরস্থ কোণের রেডিয়ান 
সংখ্যা | 

লক্ষ্য কাঁরতে হইবে যে 5 এবং” কে যে কোন সুবিধাজনক দৈর্ঘের এককে মাপা 
যাইতে পারে, কিন্তু উভয় দৈর্ঘযকে একই এককে প্রকাশ কাঁরতে হইবে | 

তিনটি পদ্ধতির মধ্যে সম্পর্ক 

কোন কোণের অন্তর্গত ডিগ্রী সংখ্যা, রেডিয়ান সংখ্যা এবং গ্রেড সংখ্যার মধ্যে 
পারস্পরিক সম্পর্কটি নিম্নলিখিত তালিকার আকারে প্রকাশ করা যায় ই 

তালিকা 1 


2180309848 С 
0 25. ш E 7/2 MART Л/200 
Grades f 0 |юо/з| so | Proben 10/9 |o] 1 | 


ইহ! হইতে অন্যান্য সম্পর্কগুলি এখন পাওয়া যাইবে 1 

মন্তব্য $ 

1. মাথার উপরিভাগে লিখিত с প্রতীক দ্বারা রোডয়ান মান প্রকাশের পদ্ধাত 
ইতিপূর্বে দেখান হইয়াছে, যেমন 1° (এক রোঁডয়ান)। ইহাকে + প্রতীকের 
সাহায্যও প্রকাশ করা যায়, যেমন lor (এক রোডয়ান )। কিন্তু সাধারণত কোন 
প্রতীকচিহ' ব্যতীতই কোণের রোঁডয়ান মান প্রকাশ করা ( তালিকা т) হইয়া 

থাকে। এক্ষেত্রে সাধারণ রণীতিই হইল, এইভাবে ізге কোণকে রোঁডর়ানে' প্রকাশিত 

কোণ হিসাবে ধাঁরতে হইবে ; যেমন, ত্রিভুজের কোণ তিনাটিকে যথাক্রমে A, B,C 
сооз озан аце n. 

2. স্মরণ রাখতে হইবে যে 27 রোডয়ান এবং 360° একই কোণ, যেখানে 
সঃপারাচিত 4% m=3'14159...... І 

3. রোঁডিয়ানের অংশজাত কোন ЭБЕ একক নাই | রোঁডিয়ানের কোন অংশকে 
দশামক বা সামান্য ভগ্নাংশের আকারে লেখা: হইয়া থাকে। প্রসঙ্গত আরও দুইটি 
তুল্য রাশি হইল 2 


1'— 0:0003 гай 
1'—0:000005 রোডয়ান 


aasta] 1(A) 
олар কোন মানের উল্লেখ না থাকিলে নিম্নলিখিত ক্ষেত্রে 7--3:1416 
са 1 
1. নিয়ের প্রত্যেকটি কোণকে রেডিয়ান ও শতমূলক এককে প্রকাশ কর ঃ 
(а) 1 সমকোণ$ (b) 30°; (c) 1357 (8) 12530, ; (e) 42224735”, 


| (প্রায়) 


পরশ্নমাল! 1(A) 7 


[ (এর সমাধান š 
42435! cag PADS ডিগ্রী =42°41° (প্রায়) 


371416 
ADAI = 42" ২১ 
42 1x380 রোডয়ান =42'41 x 180 রোডয়ান 


i =0'7402 রোডয়ান (প্রায় )। 
আবার 42°24'35" = 4241 x 30 গ্রেড = 47 1222 গ্রেড (প্রায়) 
—47:1222" (প্রায়)।] 
2. প্রত্যেকটি কোণকে ডিগ্রীতে প্রকাশ 94: 
(а) m4 রেডিয়ান (Б) 5л/9 রেডিয়ান ; (c) 2:5 রেডিয়ান? (d) 4/3 রেডিয়ান। 


[(9এর সমাধান ғ 


| ТВО од TB 
25 রোঁডয়ান=2'5% ‘ডিগ্রী রি ডিগ্রী 


=143°14'22” (প্রায় ) 

অথবা, 275 রোডয়ান- 5( 57°17'45”)=143°14'22'5” (প্ৰায় ) 1 ] 

3. যষ্ঠীমূলক মানে প্রকাশ কর ঃ 

(а) 56487507, (b 1423“; (с) 375“. 

[ এর সমাধান š 

568750“ = 56'8750* = 44 (56'8750)+-511875 

7০11875601৮ 1117 
510 | 51 114-4) - 5111715*.] 


4. কোণগুলিকে শতমূলীয় মানে প্রকাশ 44: 
(a) 57/12 রেডিয়ান ; (b) 9/16 রেডিয়ান ; (c) 137/48 রেডিয়ান। 
[ (a) aq সমাধানঃ 
л _ [5< 2001“ _ [250\* әз. ind 
57 | ( 5 J' =83:33393 গ্রেড (প্রায় ) 
= 8333333 (প্ৰায় ) 1 ] 
5. প্রত্যেকটি কোণকে রেডিয়ানে প্রকাশ কর £ 
(а) 93*75 ; (b) 87550 ; (c) 7841250”, 


[ baa aAa T T 
) = 37:52 = Ee E 
37150 = 37:5 2 XU রৌডয়ান 1g রোডয়ান 
3 
=— x3'1416 রোডয় 
de 3 রোডয়ান 


-0:58905 রোডয়ান ৷ ] 
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6. (а) কোন ত্রিভুজের কোণগীল 1:3:5 অনুপাতে আছে ; কোণগুলির 
রোডয়ান মান 1844 কর। 
(b) কোন іе কোণগুলির অনুপাত 2 : 3 : 5 হইলে বৃহত্তম কোণাটকে 
রোডয়ানে প্রকাশ কর 1 
, 7. (а) একটি ভ্রিভূজের দুইটি কোণ যথাক্রমে 55:12:36” এবং 64'47 24" হইলে 
অবাশিন্ট কোণাটকে শতমুলক মানে প্রকাশ FA l 
(b) দুইটি কোণের 5519 ও অন্তর যথাক্রমে 80! এবং 18°; কোণ দুইটির মান 
ডিগ্রীতে নির্ণয় কর। 
(c). কোন ত্রিভুজের 420 কোণের সমাম্ট 114°; একাট কোণের অন্তর্গত 
গ্রেডসংখ্যা অপরটির ডিগ্রীসংখ্যার সমান হইলে কোণগন্রীলকে রোডয়ানে নির্ণয় কর | 
(d) একটি কোণের গ্রেড মাপ, ডিগ্রী মাপ ও রোডয়ান মাপ যথাক্রমে p, q, r 
28097224207 207 
হইলে প্রমাণ করঃ (i) 109 m т 
[(৫)এর সমাধান š 
() প্রদত্তঃ p'=q =r; কিন্তু p =A সমকোণের TES q =9% 


5 (ü) р-а- 


সমকোণের 9 এবং r° এক সমকোণের 2717 


90 
.B liq 2r 
100 90 m 
07152071805: 820 
(ü) p টি জেটি: নি 


(e) কোন ত্রিভুজের стент সমান্তর শ্রেণীতে আছে। বৃহত্তম কোণাট ক্ষুদ্রতম 
ra তিনগুণ হইলে কোণগ্ীলকে (1) ভিগ্রীতে, (š) গ্রেডে এবং (її) রোডয়ানে 
СЕЙ 


8. কোন চতুভূ্জের কোণগাল x°, 60°, 604 এবং 57 $ T; £ নির্ণয় কর। 


9. একটি 599 84 (ТӨРТ জমান্তর শ্রেণীতে আছে এবং ক্ষুদ্রতম কোণের 
অন্তর্গত রোডয়ান সংখ্যা ও বৃহত্তম কোণের অন্তর্গত গ্রেডসংখ্যা 7: 600 অনুপাতে 
আছে। কোণগুলির ষষ্ঠীমুলক মান নির্ণয় কর। 

10 একটি ত্রিভুজের A, B, C কোণ তিনটি এইরুপ যে «ডিগ্রী পারমাপ, BA 
গ্রেড পারমাপ এবং Cp ব্ত্তমূলক পারমাপ পরস্পর সমান 1. প্রত্যেকাঁট কোণের 
বৃত্তমুলক মান নির্ণয় কর 1 


[ সমাধান ৪ ধরা যাক্‌ A= x°, তাহা হইলে B = x এবং C = x রোঁডিয়ান 1 
কিন্তু A+B+G=T 


| 
t 


._ 7x ЗЯ 
এখন х 150 রোডয়ান $ 5 їн, 
cem 75,7% у= = __1800л 
সুতরাং 126420085214 তাহা হইলে 47 1806 1 19; 
тылу т, 1800т 2 1022 
180 180 1800+19 18004197 


18007 


== I এবং ০= =_ 18007 . 
Wear ৪ = 15004197 ০ রোডয়ান 18005-19" | 


11. দুইটি ত্রিভুজের প্রতোকটির কোণগুলি গুণোত্তর শ্রেণীতে আছে) একটির 
ক্ষুদ্রতম কোণ অপরটির ক্ষুদ্রতম কোণের তিনগুণ এবং বৃহত্তম কোণ দুইটির সমষ্টি 
240°; প্রত্যেকটি কোণের রেডিয়ান মান নির্ণয় কর। 


epas 2109) 
[ নিম্নলিখিত ক্ষেব্রগুলিতে n=% ধর ] 
1. একটি বৃত্তের ব্যাস 6000 কি.মি.; উহার পরিধি নির্ণয় কর। 
[সমাধান г পারাধ2ন ৮ ব্যাসার্ধ = 27 x 3000 ক, মি. 
=2x32 x 3000 কিম, 
—188573 কি. ix. ( অনচুচ্ছেদ 173, তথ্য 2)1] 
2. কোন বৃত্তাকার পথ বরাবর সম্পূর্ণ 4 পাক দৌড়াইলে এক দৌড়বীর 1 কি.মি. 
দূরত্ব অতিক্রম করে; পথটির ব্যাসার্ধকত? ' 
3. কোন ট্রেনের চালনাকারী চাকার ব্যাসার্ধ 140 সে.মি. 1 চাকাটি প্রতি মিনিটে 
360 বার আবর্তন করিলে ট্রেনটির গতিবেগ প্রতি ঘণ্টায় কত কিলোমিটার হইবে? 
[ সমাধান £ প্রতি আবর্তনে চাকা 27 X 140 সে. মি. যায় 
*, প্রাত 'মানটে ট্রেন 2807 x 360 সে. মি. যায় 


w _ 2807 x 360 x 60 
সুতরাং 205 ঘণ্টায় ট্রেনাটর বেগ = 105» 1000- fs. মি. 


=190`08 কি. fa. ৷ 
A. 70 মিটার ব্যাসবিশিষ্ট একটি বৃত্তাকার পথে ধাবমান এক ব্যক্ত 22 সেকেণ্ডে 
যে দূরত্ব অতিক্রম করে তাহা ст 144° কোণ উৎপন্ন করে; এ ব্যক্তির দৌড়ের 
বেগ নির্ণয় কর।' 
Г সমাধান £ প্রাতজ্ঞা 2, অনুচ্ছেদ 1:3 দেখ 1 
з-убе-35х 4.2 х (| -өв মিটার, কারণ aa sn. 


à ব্যন্তি এই দুরত্ব আতরুম করে 22 সেকেন্ডে, 


. 88,, 60x 60 ; 
অতএব, তাহার Ie বেগ = X 39007 বা 144 কি মি./ঘণ্টা । J 
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5. একটি গরু чл সাহায্যে একটি খুঁটির সহিত বাধা আছে। রজ্জুটিকে 
সর্বদা টানটান রাখিয়া একটি বৃত্তাকার পথে চলিতে চলিতে গরুটি 844 88 সে.মি. 
দীর্ঘ পথ অতিক্রম করিল তখন Q পথ 4904 কেন্দ্রে 72" কোণ উৎপন্ন করিল | 
রজ্জুটির দৈর্ঘ্য কত? 

6. একটি বৃত্তের কেন্দ্রে 30” কোণ ধারণক্ষম চাপ অপর একটি বৃত্তের কোনও 
চাপের দ্বিগুণ এবং দ্বিতীয় 2904 ব্যাসার্ধ প্রথমটির ব্যাসার্ধের তিনগুণ। দেখাও যে 
দ্বিতীয় 4804 È চাপ কেন্দ্রে 5° কোণ ধারণ করে। 

7. কোন ঘড়ির মিনিটের কাট! 12 সে.মি. দীর্ঘ । কীটাটির অগ্রভাগ 20 
মিনিট সময়ে কত দুরত্ব যাইবে ? 

[সমাধান 20 মানটে কাঁটাটি 120° বা < 2" কোণিক দুরত্ব যায়, 


সুতরাং কাঁটাটির অগ্রভাগ 5 দুরত্ব dus 
55195512027) 225! 
з-ə-127) 257 সে. মি. । | 


8. 4 সে.মি. ব্যাসবিশিষ্ট একটি চাক! প্রতি মিনিটে 80 বার আবর্তন 
করিতেছে। বেড়ের (rim) উপর অবস্থিত একটি বিন্দু 1 দেকেণ্ডে কত দুরত্ব যাইতেছে? 
( অর্থাৎ বিন্দুটির রৈখিক বেগ কত?) 

9. একটি মোটরের চাকার ব্যাস 77 সে.মি. ৷ মোটরটির বেগ প্রতি ঘণ্টায় 
72:6 কিলোমিটারে স্থির থাকিলে চাকাটি উহার অক্ষের চারিদিকে কি বেগে ЯСТ Р 
(অর্থাৎ প্রতি মিনিটে আবর্তন সংখ্যা কত হইবে ?) 

10. sq চারিদিকে পৃথিবীর কক্ষপথে উহার ( পৃথিবীর ) বেগ প্রতি সেকেণ্ডে 
কত তাহা কিলোমিটারে নির্ণয় কর। দেওয়া আছে_-পৃথিবীর প্রদক্ষিণ পথের ব্যাসার্ধ 
15 কোটি কিলোমিটার এবং 1 ব্সর-365 fra | 


উত্তরমাল! 
ertsi А) 
ils (а) f 5 31 1:5708 রেভিয়ান, 1004; (b) 7 6 31075236 রেডিয়ান ; 


33433353”; (c) 37/4 41 23562 сабя, 1504; 
(d) 2:19 রেডিয়ান, 1391444474". 
(а) 45° ; (b) 100°; (d) 76/2339 7" বা 762340" (প্রায় ) i 
(b) 5558 (প্রায়) (c) 2004". 
(в) 112450; (c) 54*16666^ (প্রায় ) 1 
(a) 157/32 41 1472625; (c) 257/64 41 12272. 


Т, 5 
@ 5. 5 о,›® 5. 


9 SUR што 


উত্তরমাল! зра 


7. (а) 66*66666' ; (b) 45°, 27°; (с) A 37/10 ; 


(e) 30°, 60°, 90°; 3344, 668, 1004; 2, 5. 5. 
8. 96°. 9. 45°, 75°, 105°, 135". 
т 27 Ат 7T 47167 


| (b OD ODUA NAP app 
erisia 1(B) 

2. 3921 f& 15. 70с748.1 8. 1616 orf. 1 9. 500 বার/মিনিট, ১ 

7 10. 299 কি.মি. (প্রায়)। 
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নিকোণমিতিক অন্পাত 
( TRIGONOMETRIC RATIOS ) 


21. esl 

এই অধ্যায়ে প্রদত্ত কোন কোণের কতিপয় ত্রিকোণমিতিক 59%1с24 পরিচয় 
দেওয়া হইবে। কোণটিকে 3401 বাস্তব বলিয়! গণ্য করা হইবে । বর্তমান অবস্থায় 
ত্রিকোণমিতির আলোচনা অধিকাংশে ত্রিকোণমিতিক অনুপাত সম্পর্কিত ধারণাকে 
কেন্দ্র করিয়াই অগ্রসর হইবে এবং এই অধ্যায়ে Q ধারণ! ও সংশ্লিষ্ট বিবিধ বিষয় 
সংক্ষিপ্ত উপায়ে' রিবেচনা করা হইবে । পরিশেষে ত্রিকোণমিতির অপেক্ষক রূপের 
“( functional representation ) সহিত পরিচিত করা হইবে | 


22. ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত (Trigonometric ratios ) š জ্যামিতিক 
সংজ্ঞা ( Geometric definitions )% (5% ( Signs ) 
সংখ্যামাঁনক ( Number scale ) 


একটি দিক-নির্দেশিত রেখা! (directed line) লইয়া শুরু করা 31% i 
যে রেখার একটি দিককে ধনাত্মক এবং অপর দিককে ধণাত্মক ধরা হয় তাহাকে 
গিক-নির্দেশিত বা! নিয়ন্ত্রিত রেখা বলা হয়। ধনাত্মক দিকটিকে একটি уаз 
( arrowhead ) দ্বার নির্দেশ করা হইবে। নিয়ন্ত্রিত রেখাটির উপর মূলবিন্দু 
(origin ) বলিয়া কথিত একটি বিন্দু ০ এবং একক পরিমাণ 25% একটি দুর, 
“ধর! যাক্‌ ОА (=1), পছন্দমত লইয়া ( চিত্র 2.1) রেখাটির উপর একটি সংখ্য!-মানক 


-3 1 2 
“নাত T a ee Е 
C 0 А В 
চিত্র 2.1. 


'(number-scale ) স্থাপিত কর! যায়। এই মানক বা স্কেলের উপর О এর 
দক্ষিণপিকে (অর্থাৎ তীরচিহ্ছের দিকে) যদি এমন একটি বিন্দু ৪ লওয়! হয় যে 
ов দৈৰ্ঘ্য, ол 264 দ্বিগুণ হয় এবং О এর বামদিকে ( অর্থাৎ ধনাত্মক দিকের 
বিপরীত দিকে) যদি с এমন বিন্দু হয় যে ос tí, oA দৈর্ধ্যের তিনগুণ হয়, 
তবে নিয়ঙ্ত্রিত দুরত্ব ов= +2. এবং নিয়ন্ত্রিত দূরত্ব ০০- -3 হইবে। প্রসঙ্গত 
লক্ষ্য করিতে হইবে যে ০৪৮৪০ এবং 007400 ; কারণ নিয়ন্ত্রিত দূরত্ব 08— +2, 
কিন্ত во--2 এবং নিয়ন্ত্রিত দূরত্ব ০০- —3, কিন্ত со=3; তাহা হইলে 
নিয়ন্ত্রিত 144 CB =CO +08 =3+2=5 এবং ৪০-৪০+০০--2-3--5, 
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> আয়ত স্থানাঙ্ক পদ্ধতি 13: 
atas স্থানাঙ্ক পদ্ধতি ( Rectangular co-ordinate system ) 
দ্বিমাত্রিক ক্ষেত্রে এই পদ্ধতি অনুসারে কোন সমতলে দুইটি সংখ্যা-মানক : 
(অক্ষ বলিয়া অভিহিত) «ew 91—48 489048 এবং অপরটি um; 
ইহাদের ছেদবিন্দুকে বলা হয় মূলবিন্দু ат প্রত্যেক মানকেরও. 
Қейін! 22 চিত্রে প্রদণিত পদ্ধতিতে (Safe দ্বার!) প্রত্যেক অক্ষের 
ধনাত্মক দিক নির্দেশ করাই হইল প্রচলিত রীতি, অর্থাৎ অনুভূমিক অক্ষ বা 4-অক্ষ 
' বরাবর ০ বিন্দুর দক্ষিণদিককে ধনাত্মক এবং ач অক্ষ বাঁ y-a বরাবর ০ বিন্দুর 
| উপরের দিককে ধনাত্মক ধরা হইয়া থাকে। অন্তরূপ বলা না থাকিলে প্রত্যেক 
(অক্ষ সাধারণত একই মাপের একক ধরিয়া "өші হয়। এই পদ্ধতির সাহায্য, 
E অবস্থিত যে কোন বিন্দুর 
অবস্থানকে অক্ষয় হইতে (бя 
দুরত্ব দুইটির (নিয়ন্ত্রিত) দ্বারা পাওয়া 
যায়; 444 ছুইটিকে স্থানাঙ্ক ( co- 
ordinates ) বল! হয়। P বিন্দুর 
xalata বা ভুজ ( abscissa ) 
"xal ex AIRS দূরত্ব BP —0A কে, 
যেখানে BP হইল P হইতে /-অক্ষের 
উপর em, আর "স্থানাঙ্ক বা কোটি 
(ordinate) বলা হয় নিয়ন্ত্রিত 
দুরত্ব АР-ОВ কে, যেখানে АР চিত্র 224). 
(হইল p হইতে, -অক্ষের উপর 441 কোন বিন্দু এর y 0A=% এবং কোটি" 
AP =) হইলে Р এর অবস্থান নির্দেশ করিতে লেখা হয় P (x, у). [ চিত্র 2.2(а) 
দ্রষ্টব্য ІІ 
L ufum বিশ্লেধণমূলক জ্যামিতি (Analytical Geometry of 2- 
J dimensions ) অধ্যয়নের সময় ছাত্রছাত্রীর এ বিষয়ে আরও বিশদ আলোচনার 
৷ সাক্ষাৎ পাইবে | এখন দেখা যায়, অক্ষয় উহাদের 
৷ ধারক সমতগটিকে চারিটি অঞ্চলে বিভক্ত করিয়াছে_ 
চিত্র 2.2(6)তে উহাদের প্রদর্শন করা হইয়াছে ও 
544 দেওয়। হইয়াছে। অঞ্চল‘ চাঁরিটি চারিটি পাদ 
বলিয়। পরিচিত মূলবিন্দু হইতে যে কোন fu 
এর অনিয়ন্ত্রিত দূরত্ব 02=7 কে বলা হয় Р এর 
 রেডিয়াস-ভেক্টর ( radius-vector )- ইহাকে 
সকল সময় ধনাত্মক ধরা হয়, এমন কি উহা হিজল নে 
যখন খণীত্মক Par কোন দিকের সহিত NS be 
সর্বাংশে মিলিয়া! যায় তখনও | 


ex 
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ধর! যাক একটি অর্ধরেধা Ол প্রারম্ভিক অবস্থানে Ox এর সহিত সর্বাংশে মিলিত 
অবস্থায় আছে। এখন উহা ঘূর্ণন-কেন্দ্র Ост сет করিয়া! ঘড়ির কাটার গতির 
বিপরীত অভিমুখে ঘুরিয়া 9 কোণ উৎপন্ন করিল। ইহার অর্থ, 9 কোণ সম্পর্কে 
ох হইল প্রারম্ভিক রেখা এবং OA সীমারেখা । বর্তমান মুহূর্তে কে শুন্য অথবা 
904 কোন অখণ্ড গুণিতক কোণ ভিন্ন অন্য যে কোন মানের কোণরূপে 
বিবেচনা কর! হইবে। সীমারেখার উপর о হইতে স্বতন্ত্র অপর যে কোন 
একটি বিন্দু P mew হইল । 4-অক্ষের উপর NP Wu অঙ্কন করা হইল | চিত্র 2.2(а) 
এবং 230011 এখন 0 কোণ সম্পর্কে একটি সমকোণী faga PON উৎপন্ন 
হুইল। ইহাকে প্রাসঙ্গিক ত্রিভুজ (triangle of reference ) বলা হইবে। 
ОР হইল রেডিয়াস-ভেন্টর, NP "4444 এবং ОМ সন্নিহিত বাছ। 


চিত্র 2.3(9). চিত্র 2.3(0), 

আলোচনার Rata জন্য এবং বিষয়টির সাধারণ প্রকৃতির কোনরূপ' হানি না 
করিয়া ০ কে পূর্ববণিত স্থানান্বের সৃলবিন্দুরূপে কল্পনা করা হইয়াছে। সুতরাং 
2.3(а) চিত্রে প্রথম পাদতে ON এবং NP উভয়েই ধনাত্মক, 2.3(5) চিত্রে দ্বিতীয় 
পাদতে ON du কিন্তু NP ধনাত্মক এবং চতুর্থ পাদতে ON ধনাত্মক কিন্তু NP 
441441 ARAA 2.3(a) চিত্রে তৃতীয় পাদতে ON 84142 এবং NP 44|%% | 

FGI: МР/ОР, ON/OP, NP/ON, ON/NP, OP/NP, OP/ON এই 
অন্পাতগুলিকে, যেখানেই উহার! সংজ্ঞাত ( defined ) 0 কোণের যথাক্রমে সাইন 
(sine), СТЯ (cosine), mxa (tangent ) কোট্যানজেপ্ট 
( cotangent ), কোসিক্যাপ্ট ( cosecant ) এবং সিক্যাণ্ট (secant) বলিয়া 
অভিহিত করা হয়। উহাদের যথাক্রমে sin 0, cos 5, tan 0, cot 0, cosec 0 
( csc 0 ) এবং sec 0, এই প্রকার সংক্ষিপ্ত আকারে লেখা 5891 থাকে। সুতরাং 
ইহাও লেখা যায় যে 


-- LNP Qoa os নিহিত বাহু__ 014. 
রেডিয়াস-ভেক্টর ОР রেডিয়াস-ভেষ্টর ОР” 
tan ay cot 0= সন্নিহিত ILON. 


paa АЛ EDU 
সন্নিহিত বাহু ОМ” ғ МР” 
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রেডিয়াস-ভেক্টর_০৮. _রেডিয়াস-ভেক্টর _ ОР, 
m ыр” সন্নিহিত বাহু ОМ 
ইহা হইতে সঙ্গে সঙ্গে নিয়ে প্রদত্ত সম্পর্কগুলি পাওয়া যায় যথা :— 


, Cot 0= 1 
tan 0 


вес 0 


cosec 0— 


cosec 0— 1 , ѕесб= 1 
sin 0 cos 0 


এবং tan 0—sin 0/cos 0, cot 0 —cos 0/5іп 0. 
সাধারণভাবে গ্রচলিত উপরের ছয়টি 5941034 সংজ্ঞা, তাহাদের তুল্য 841% 
এবং সংক্ষিপ্ত পরিচয়গুলিকে তালিকার আকারে নিয়ে crew! হইল : 


лара 2 


নাম 


sine 


cosine 


tangent 


cotangent 


secant 


cosecant 


সংজ্ঞা 


তুলা অনুপাত 


সধাক্ষপ্ত পারচয় 


রোঁডয়াস-ভেক্টর 
সান্নাহত বাহ? 
রোডয়াস-ভেষ্টর 
см mew 
সান্নাহত বাহ; 
সান্নহিত বাহ?" 
44 
রোডয়াস-ভেষ্টর 
সান্নাহত বাহ? 
mivat 
লন্ব 


cosine 
cosine, 1 
sine tangent 
1 
cosine 


1 


sine 


sin 

cos 
tan 
cot 


sec 


cosec, 


(csc) 


এখন সীমারেখা_-০১ ov, ох, отча সহিত সর্ধাংশে মিলিয়া যাইবার সময় 
যে ক্ষেত্রগুলির উদ্ভব হয় তাহাদের সম্পর্কে বিবেচনা করিতে হইবে 1 
OX, OY, ОХ; 0Y'এর সহিত সম্পূর্ণ মিলিত অবস্থায় সীমারেখা 

সীমারেখাটি যখন ох, оу ох, ০+এর সহিত পর পর সর্বাংশে মিলিয়! যায় 
তখন সেই সেই পরিপ্রেক্ষিতে উপরে প্রদত্ত সংজ্ঞাগুলির আরও পধালোচনার প্রয়োজন 
আছে। এইরূপ ক্ষেত্রগুলিতে 03 মান 0°, 90°, 180", 270°, 360° অথবা! 494% 
90এর যে কোন অখণ্ড গুণিতকের সমান হয়। এই কোণগুপিকে পাদ কোণ 
(quadrantal angles) বল! হয় এবং এই সমস্ত ক্ষেত্রে эйт aga 
( triangle of reference ) একটি সরলরেখায় পর্যবসিত হয়। লক্ষণীয় যে 
এইসব ক্ষেত্রে হয় লম্বটি নতুবা সন্নিহিত বাহুটি মানশৃন্য হয়। এই সমস্ত কোণের ক্ষেত্রেও 
পূর্বের সংজ্ঞাগুলি প্রযোজয-_কেবল যখন হরে MG আসে তখন এ সংজ্ঞা অচল, 
কারণ কোন অবস্থাতেই শুন্য দ্বারা ভাগের অর্থ নির্ণয় কর! যায় নাই 


` 
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উদ্দাহরণশ্বরূপ বল! যায়, tan 90° অসংজ্ঞাত ( undefined ), কারণ এখানে হর 
অর্থাৎ “সঙ্গিহিত বাহু”র দৈর্ঘ্য 421 987914 cot 0°, совес 0°, sec 90°, 
cot 180° এবং এইরূপ আরও অনেক অন্থপাত অসংজ্ঞাত। পরবর্তী অধ্যায়ে ইহাদের 
বিষয়ে আরও পরিদ্ধার ধারণা হইবে 1 

প্রসঙ্গত নিয়ে সময়ে সময়ে ব্যবহৃত আরও দুইটি সংজ্ঞার উল্লেখ করা হইল। যথা :— 

ভার্স 0 (vers 0)=1 cos 0 এবং কো-ভার্স 0 (covers 0)=1 sin 0. 
ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাঁতের fom 

ор যদি প্রথম পাদতে থাকে, যেমন 2.3(а) চিত্রে, তাহা হইলে OP, ON এবং 
NP সকলে ধনাত্মক এবং ফলে ছয়টি ত্রিকোণমিতিক অনপাতের প্রত্যেকে ধনাত্মক ; 


যেমন, DA 
sin 0 = NP — ধনাত্মক রাশ স্ধনাত্বক রাশি 
OP ধনাত্মক রাশি 


অন্যান্য ক্ষেত্রেও একই প্রকার হইবে। দ্বিতীয় পাদতে, যেমন, 2.3(6) চিত্রে, > 
NP ধনাত্মক কিন্ত ON খণাত্মক ; সুতরাং 


এবং একইভাবে দেখা যায় যে созес0 ধনাত্মক, কিন্তু seco ও cot? 
প্রত্যেকে 91191 তৃতীয় পাদতেও সহজেই দেখা যাইবে যে tan 0 এবং cot 0 
উভয়েই ধনাত্মক এবং বাকিগুলি 441441 আর চতুর্থ পাদতে cos 0 এবং sec 0 
উভয়ে ধনাত্মক এবং বাকিগুলি খণাত্মক। নিয়ে প্রদত্ত তালিকাটি পাদ চারিটিতে 
ত্ৰিকোণমিতিক অঙ্থপাতগুলির চিহ-নির্ণয় সম্পর্কে প্রয়োজনীয় সাহায্য করিবে । AT- 
কোণের ( quadrantal angles) ত্রিকোণমিতিক santa সম্পর্কে পরবর্তাঁ অধ্যায়ে 
আলোচনা কর! হইবে 1 
তালিকা 3 


faota পাদ 
sin বং ০০৪৩০ 


(ধনাত্মক) 
তৃতীয় পাদ 


tan এবং cot 
(ধনাত্মক ) 


একই কোণের ত্রিকোণমিতিক অন্থুপাতগুলি apt : 42950 Nc 
ইহাকে সহজেই নিয়ে প্রদত্ত সরল নিয়মে স্মরণ রাখা যায় £ 


all, sin, tan, cos ; 
সঙ্গে সঙ্গে ইহাও স্মরণ রাখিতে হুইবে যে sine, cosine এবং tangent এর মান 
ধনাত্মক হইলে ইহাদের অন্োন্তকগুলির, অর্থাৎ যথাক্রমে cosecant, secant এবং 
cotangent এর মানও ধনাত্মক হইবে, আর বাকিগুলি 44144 হইবে। 
মন্তব্য Š 
1. কোন কোণের তিকোণাঁমাতক অন:পাতগুলি সাংখ্য বা সংখ্যা-সূচক রাশমাতর 
অর্থাৎ বস্তুনিরপেক্ষ ( abstract ) বা বিশুদ্ধ সংখ্যা । ইহারা দৈঘ্য“ নহে; প্রত্যেকে 
* দুইটি Dra“ অনুপাত এবং সেইজন্য দৈঘ্য“ দুইটিকে একই এককে পারমাপ 
কারতে হইবে 1 
2. যাচাই কাঁরয়া দেখা যায় যে sin 0= sin (360° 4-5) = sin (0 — 360"), 
cos 0= cos (720" 4-0), tan 20' = tan 380”, cosec (- 40°) -совес 680°, 
ইত্যাদি । к 
3. өз পাঁরবর্তনের সহিত 64 ন্রিকোণমাতক “sees মানেরও 
পারবর্তন হয় 1 
এখন দেখা যাইবে, প্রদত্ত কোন কোণের িকোণমাতিক অন;পাতগ্যলর মান 
балета সীমারেখার উপর Р বিন্দুর অবস্থান-স্থল সম্পর্কে নিরপেক্ষ 
( independent ) 1 
23. একই কোণের ত্রিকোণমিতিক আনুপাতগুলি 847: অনন্যতা! 
( Uniqueness ) е 
উপপাগ্ঠ। প্রদত্ত কোন কোণ /র ভ্রিকোণমিতিক অনুপাতগুলির 
মানসমূহ যদি বিদ্যমান হয় (if they exist) তবে উহার! 
সীমারেখার উপর কোন্‌ স্থানে P বিন্দু অবস্থিত তাহার উপর নির্ভর 
করে AI | 
গ্রমীণ। 0 কে ধনাত্মক mor ধরিয়া উপপাটি প্রমাণ কর! হইল। oa 
wig সকল মানের ক্ষেত্রেও অন্ুরূপভাবে উহ! А 
প্রমাণ কর! যাইবে। 4 g 
পাশ্বস্থ চিত্র 2,4-6 0 একটি ধনাত্মক 
garata সীমারেখা! ОА এর উপর ৮ এবং 
в দুইটি বিন্দু mew হইল। eF ০ x 
সরলরেখার উপর NP এবং МР 44 অঙ্কন N 
করা হইল | চিত্র 2.4 
এখন যেহেতু ZONP-d4* সমকোণ = ZON'P', ZL NOP=0= ZN'OP', 
ZOPN- Z OP'N'. 


2 [fa] 


18 ত্ৰিকোণমিতিক অমাত, 


স্থতরাং ОРЫ এবং OP'N' күз সদৃশ অর্থাৎ উহাদের 5844 বাহুগুলি 
সমানুপাতী 1 
š ADNET ом ON NP. N'P' 
OP ОР ЖОР ОР' ООШ. ом” 
আবার, ইহাদের 50796 অন্ুপাতগুলিও সমান। wed প্রদত্ত কোন 
কোণের ভ্বিকোণমিতিক অন্ুপাতগ্তলি ধ্রুবক ও অনন্য ( unique ) | 
অত এব, 899190 প্রমাণিত হইল | 


24. মৌলিক সুত্রীবলী : ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাতগুলির মানের : 
সীমাবদ্ধতা ( Restrictions ) 
ধরিয়। লওয়! হইল যে নিম্নলিখিত ভগ্নাংশগুলির হর শূন্য [эз অন্য কোন সংখ্যা । 
2.3 চিত্র হইতে পাওয়া যায় যে 


NP?-FoN? = op? T ы (1) 

NP)2 (oN)2 _ 

. s J Ese 
বাঁ, sin20+cos20=1 EN LE (А) 


[ অঙ্কপাতন ( Notations ) š (sin 0)? কে sin? 0,(соѕ 0)? কে cos? 0, 


(tan 8)8 কে tan? ө :----এইরূপ লেখা হইয়া থাকে। J 
(1) হইতে ইহাও яе যায় যে 
NP|2 (орү? 
+ етеп 
বা, 1l-tan?0—sec?0 e. ө (В) 
NP? দ্বারা ভাগ করিয়া (1) হইতে পাওয়া যায় যে 
ом|% (орү% 
1+) x ы. 
ql, 1--со4?0- совес?0 Ut (C) 
তালিকা 2-এ প্রদত্ত সম্পর্কগুলি যদি স্মরণ করা 15% যথাঃ tan 0— 
sin 0/соѕ 0, cot 0--сов 6/sin 0, sec 0 —1/cos 9 ইত্যাদি, তবে ইহাদের 
সাহায্যে za (A) হইতে (B) এবং (C) та দুইটি নির্ণয় করা যায়। যেমন, (А)с% 
өте সম্পর্কটিকে ০০589 দ্বারা ভাগ করিয়া, (B) সম্পর্কটি পাওয়া যাঁয়। এ 
প্রসঙ্গে কেবল ইহাই স্মরণ রাখিতে হইবে যে শূন্য দ্বারা ভাগ একটি অসংজ্ঞেয় wid 
( undefined operation )! (A) হইতে (C) za তিনটি হইতে নিয়লিখিত তুল্য 
(equivalent ) সম্পর্ক গুলিও পাওয়া যায়, 391: 
іп20--1- 09529, 59529] sin?0, sec?0 — ғап?0-1 
= cosec?0 _ ০0৪9, 


sin 8— + ‚/[ cos20, cos Ө= + JJ] —sin20, sec 0— ২17 হত হও, 
| : 
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পাদকোণসমৃহের' Шанс angles) ত্ৰিকোণমিতিক অন্গপাত সম্পর্কে 
সংশ্লিষ্ট ya ef পরে বিষয়টির অগ্রগতির সহিত বিবেচনা! করা হইবে | 


ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাতপমৃহের মানের সীমা ( limits ) : 

অর্ধপ্রথমে কোন কোণ 03 sine এবং cosine অন্থপাতের মানের কোন 
সীমাবদ্ধতা আছে কি-না এবং থাকিলে তাহা কি, সে সম্পর্কে বিবেচনা কর! 31%! 
যেহেতু সমকোণী fasces অতিভূ qme qta, সুতরাং 2.3 চিত্রে প্রাসঙ্গিক awa 
(triangle of reference) ОРМ44 রেডিয়াস-ভেক্টর ОР, ON এবং МР44 

ংখ্যাগত পরম মান দুইটির প্রত্যেকটি অপেক্ষা 47941 কেবল পাদকোণসমুহের 
( quadrantal angles ) ক্ষেত্রে ON অথবা МР44 সংখ্যাগত পরম মান ОР«Я 
সমান হইতে 4041 4545 sin 0 এবং cos 0 প্রত্যেকের সংখ্যাগত পরম মান, 
1 অপেক্ষা 494 অথব। 144 সমান | ইহার অর্থ এই যে 
—1 < sin0<+L এবং —1 < cos 0 < +1. 

(А) হইতেও ভিন্ন পদ্ধতিতে এই সম্পর্কগুলি প্রমাণ করা যায় ; যথাঃ š 

যেহেতু sin? 0--cos2 0=1 এবং sin? 0 ও cos? 0 উভয়ে অ-খণাত্মক 
রাশি, সুতরাং অবশ্যই 

—1< sin 0, cos 0<+1, বা, | sin 0 | <1 বং | cos | «1. 

[ “মডিউলাস" ব| পরম মানের 549194 ( Notation ) প্রয়োগ 11 

এখন cosec' 0 এবং sec 0 যথাক্রমে sin 0 এবং cos 04 অন্যোন্যক 
( reciprocal) বলিয়া ইহাদের সংখ্যাস্চক পরম মান অবশ্যই 1 অপেক্ষা বৃহত্তর অথবা 
144 সমান হইবে । ইহার অর্থ এই যে, T 
cosec 0, sec 0721 এবং <-1,41 | соѕес 0 | >1 এবং | sec ? | 21. 

কিন্তু tan 0 এবং cot ৪র সকল ধনাত্মক এবং খণাত্মক মান থাকিতে পারে। 


25. অপেক্ষক সংক্রান্ত সংজ্ঞাসমূহ ( Functional Definitions )% 

বাস্তব চলরাশি ( real variable ), স্থির (fixed) এবং ইচ্ছামত নির্বাচিত 
(arbitrary) 84%, অপেক্ষক ( function ), অপেক্ষকের কার্ধকারিতার ক্ষেত্র বা 
এলাকা! ( domain of definition of a function ) প্রভৃতির সংজ্ঞাগুলির সহিত 
বীজগণিত অধ্যয়নকালে ছাত্রছাত্রীরা পরিচিত হইয়াছে। এস্থলে কেবল খুবই সংক্ষিপ্ত 
আকারে একটিমাত্র বাস্তব চলের অপেক্ষক (function of a single real 
variable ) sw কতিপয় ধারণার ( notion ) কথা স্মরণ FIRI ceal হইবে 1 

1. ти (rational) e Т (irrational) সংখ্যা সামাগ্রকভাবে লইয়া 
বাস্তব সংখ্যামণ্ডল ( system of real numbers ) 91951 

2. বাস্তব সংখ্যার কোন একাঁট সেট্‌ ( set ) S বিবেচনা করা যাক্‌। x যাঁদ 
এই সেটের যে কোন একাঁট অনির্দিষ্ট ( unspecified ) সভ্য ( member ) হয় এবং 
উহার দ্বারা যাঁদ S এর প্রত্যেক সভ্যকে পর্যায়ক্রমে (іп turn ) বুঝান যায় তবে х 


D 


.. w. z " 
20 ব্রিকোপমিতিক অনুপাত, , 
একা বাস্তব চল ( real variable ), আর Q প্রত্যেক সভ্যকে বলা হয় x এর মান 
( values ) ! х Ҹа সমগ্র মানের ধারক এ সেট ওকে বলা হয় x এর মুনের ব্যাপ্তি 
( range ) বা এলাকা ( domain )_বলা হয়, এই ব্যাপ্ত বা এলাকার মধ্যেই x 
9444195 হয় 1 

3. যখন কোন বাস্তব চল , দুইটি প্রদত্ত বাস্তব সংখ্যা a 445) এর মধ্যবতী 
সমুদয় বাস্তব মান গ্রহণ করে তখন বলা হয় যে x, a হইতে b এর অন্তর্বতাঁ দেশে 
(in the interval from а to b) অবিচ্ছিন্নভীবে (continuously ) 
পরিবন্তিত wx 1 : 

4. নিঁদষ্ট সংখ্যাসমূহকে (যেমন 2,—3, ১/5 প্রভাত ) 484% বলা হয়। যে 
কোন nettes তথ্য পরীক্ষা বা অনুসন্ধান ( under any set of mathematical 
investigations ) কালে এইরূপ রাশগুলি স্থির থাকে বালিয়া ইহাদের স্থির 
(fixed) বা শর্তনিরপেক্ষ ( absolute | ধুবক বলা হয় । কখনও কখনও কোন একট 
বিশে গাণিতিক তথ্য পরাঁক্ষা зерлеген সময় প্রথম হইতে শেষ পর্যন্ত 
কতকগুলি সাংখ্য বা সংখ্যাসুচক ARTT (numerical quantities ) 
স্থির বলিয়। ধরিয়া লইতে হয় এবং উহাদের নির্দেশ কারবার জন্য а, b, c, d, 
1, m, п প্রভাত প্রতীক ব্যবহার করা mx! 4044004 ইচ্ছামত নির্বাচিত 85% 
(arbitrary constants) বলা হয় 1 

5, কোন একটি (454404 পরস্পর 44 ( related by some rule ) 
দুইটি বাস্তব চল x এবং), সচ্বন্ধে বিবেচনা করা যাক 1 বাস্তব সংখ্যার কোন একটি 
সেট: ও এর ব্যাপ্ত বা এলাকা মধ্যস্থ x এর প্রতিটি মানের জন্য যাঁদ y এর একটি 
মাত্র নিদিষ্ট মান পাওয়া যায়, তবে বলা হয় যে x এর ও ব্যাপ্তির মধ্যে у, x এর 
অপেক্ষক (yis a function of x overS) | | সেট্‌ StF বলা হয় অপেক্ষকাঁটর 
কার্যকারিতার এলাকা ( the domain of definition of the function ) | 
কোন অপেক্ষকমূলক সম্পর্কের (functional relation ) ক্ষেত্রে যে চলাটর মান 
ইচ্ছামত ধা করা হয় তাহাকে স্বাধীন চল ( independent variable ) বলা হয় 
এবং অপর চলাটকে অধীন চল ( dependent variable ) বলা হয়। 

‘ক্যালকুলাস’ ( Calculus ) বা কলনগ্রন্থ পড়িবার সময় এইগুলি সম্পর্কে ধারণা 
স্পষ্ট হইবে (লেখকদ্য়ের Calculus পুস্তক RBI) | কোন অপেক্ষক সম্পর্কে অত্যাবশ্যক 
বিষয়টি হইল এই যে যখন স্বাধীন চল x এর উহার এলাকাধীন কোন মান ধার্য করা 
হয়, তখন অপর চল y এর মান যেন দ্যর্থহীনভাঁবে ( uniquely ) নির্ণীতি হয়। 
উদাহরণস্বরূপ দুইটি চল < এবং y সম্পর্কে একটি সমীকরণ y=3x+2 ғ өзі হইল | 
rix এবং p এর মধ্যে একটি অপেক্ষকমূলক সম্পর্ক — এখানে একে 'স্বাধীন চল মনে 
করা যায়, 4345 y তখন অধীন চল। এই অপেক্ষকটির কার্ষকারিতার-এলাক! 
হইল সমুদয় বাস্তব সংখ্যার সেট । যেমন х=2 লইলে, সম্পর্কটি হইতে y এর একটি 
এবং কেবলমাত্র একটি মান পাওয়া যায়। যথা : 3.2+2=8 ; স্থতরাং х=2 লইলে 
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8 হইল অপেক্ষকটির йя! অপেক্ষকমূলক সম্পর্ককে নির্দি্টরূপে প্রকাশ করিবার জন্য 
ইচ্ছামত অক্ষর ব্যবহার করা যায়। প্রায়ই ব্যবহৃত দুইটি অক্ষর হইল f এবং F 
("function"sg আদি অক্ষর ), কিন্ত я, h, d, % প্রভৃতিও ব্যবহৃত হয়। তবে 
কোন একটি প্রদত্ত প্রশ্নে 7 সর্বদ। একই সম্পর্ককে নির্দেশ করিবে; ভিন্ন সম্পর্ককে 
নির্দেশ করিবার জন্য ভিন্ন একটি অক্ষর ব্যবহার করিতে হুইবে। এখন উপরের 
উদাহরণটিকে তাহ! হইলে লেখা যায় y f(x) 3x2. 

এখন ব্রিকোণমিতিক সম্পর্ক বিষয়ে ফিরিয়া! আস! 4161 সর্বপ্রথমে বিবেচনা 


করা যাক নিয়ে প্রদত্ত সম্পর্কটি। যথা: 
y-sin x. 


এখানে জানিতে আগ্রহ হইবে যে x দেওয়া থাকিলে sin x ব। у কিভাবে নির্ণয় 
করা vui দুইটি জংখ্যাস্থচক চল < এবং уай মধ্যে অপেক্ষকমূলক সম্পর্কটি 
ает নির্দেশ করিবার পক্ষে কেবল у-віп х এই উক্তিটি যথেষ্ট নয়, যদি 
ন! স্বীকার করিয়। লওয়া হয় যে < একটি কোণ, যেমন x রেডিয়ান। এক্ষেত্রে 
তাহাই কর! হইবে অর্থাৎ স্বীকার করিয়া লওয়! হইল যে 
y- sin z, যেখানে x কে রেডিয়ানে প্রকাশ করা হইয়াছে। 

ইতিপূৰ্বে দেখা গিয়াছে যে যখনই хая একটি বাস্তব মান ধার্য করা হয়, 
sin x এর মান দ্বার্থহীনভাবে ( uniquely ) নির্ণীত হয় (94440 অধ্যায়গুলিতে ইহা 
পরিষ্কার বুঝ যাইবে )। স্থতরাং বলা যায় যে y=sin x হইল x এবং р এর মধ্যে 
একটি অপেক্ষকমূলক সম্পর্ক এবং অপেক্ষকটির কার্কারিতার এলাকা সকল বাস্তব 
সংখ্যার সেট্। অনুরূপ এর সকল বাস্তব মানের ক্ষেত্রে у=соз x হইল x ও y 
এর মধ্যে একটি অপেক্ষকমূলক সম্পর্ক x এর যে মানগুলির জন্য cos х=0, সেই 
মানগুলি ভিন্ন x এর অবশিষ্ট সকল বাস্তব মানের 97 y=tan x এবং p—sec < 
হইল x ও »এর মধ্যে অপেক্ষকমুলক সম্পর্ক । একইভাবে x এর যে মানগুলির ক্ষেত্রে 
sin x—0 সেইগুলি ভিন্ন x এর অবশিষ্ট সকল বাস্তব মানের জন্য у= сос x এবং 
у=соѕес x হইল x এবং y এর মধ্যে অপেক্ষকমূলক সম্পর্ক । ছাত্রছাত্রীর! ইহাদের 
তাৎপর্য পরে অনুধাবন করিবে 1 

4-48 সম্পূর্ণ জ্যামিতিক অস্পাতরূপে অপেক্ষকগুলির আলোচন! কর! হইল । 
ছাত্রছাত্রীগণের কৌতুহল নিবৃত্তির ws এখানে বলা যাইতে পারে যে অসীম 
04440978 sine এবং cosine অপেক্ষকগুলিকে ( সুতরাং 5919 ভ্রিকোণমিতিক 


অপেক্ষক ) নির্দিষ্টরূপে ব্যাখ্যা করা সম্ভব । CUR 
x9 , x5 х1 5. 


cos হক ১১৮৭) 
অপেক্ষকগুলির অন্ঠান্ত সংজ্ঞাও বর্তমান। কিন্তু এইগুলি বর্তমান পুস্তকের. 


আলোচ্য বিষয় বহিভূ্ত। 
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.* `+ 
প্রশ্নমালা ША) O. 

1. আয়ত স্থানাঙ্ক পন্ধতি (rectangular co-ordinate system ) সম্পর্কে 
একটি কোণকে প্রচলিত আদর্শ অবস্থানে (in standard position ) অবস্থিত 
বলা হয়, যখন উহার শীর্ষ মূল বিন্দুতে এবং প্রারস্ভিক রেখ ( initial line ) %-অক্ষের 
ধনাত্মক অংশের সহিত মিলিত অবস্থায় থাকে এবং এইরূপ আদর্শ অবস্থানে অবস্থিত দুইটি 
কোণের সীমারেখ! ( bounding lines ) দুইটি যদি পরস্পর মিলিয়া খায় তবে কোণ 
দুইটিকে সম-প্রীস্তরেখ বা সম-সীমারেখ (co-terminal) বলা zg | এই সংজ্ঞা 
wet নিম্নলিখিত কোণগুলি হইতে প্রতিটি সম-সীমারেখ কোণযুগল নির্ণয় কর £ 

30°, 126°, — 330°, 212", —954', 572°, 5°, 725°, — 36°, 324°. 

[সমাধান £ 30° এবং —330°=30°—360° হইল সম-সীমারেখ কোণদ্বয়। 
wm; 126° এবং -954"=126"- 3.360"; 212° এবং 57272124360: ; 
5° এবং 725'25'42.60' ; —36' এবং 324'—360' —36' সম-সীমারেখ 
কোণদ্বয়সমূহ i] 

2. নিম্নের প্রত্যেকটি কোণের সহিত সম-সীমারেখ চারিটি কোণ নির্ণয় 94: 

10% 100°, — 20°, — 400° এবং 270°. 

3. бате শর্ত чула 0 কোণের সীমারেখা কোন্‌ পাদ বা পাদসমুহে 
অবস্থিত হইবে তাহা! নিমের তালিকায় টিক (২/) চিহ্ন দ্বারা! দেখাও : 

(a) sin 9 এবং cos 0 উভয়ে adtag ; (b) sin 0 ATAF, cos 0ধনাত্মক ; 


(c) sin 0=+,cos0=-; (d) sin 0= +, tan 0= +; 
(e) tan0=+,sec0=-; (f) sec 0=-,tan0=-; 
(g) sect —, cot 0= -— ; (h) tan ð= —,cosec 0= — ; 
(i) sin0=+ ; (j) cos0-— ; (k) tan 491%; 

(1) sec 0 ধনাত্মক | 


(O) @| КОС ()1 @ | G) (09 | (D 


পাদ 
(quadrant 


4. sin ০০415 হইলে এবং 0 প্রথম পাতে থাকিলে cos 64 মান নির্ণয় কর। 
[সমাধান £ cos?0=1—sin?0=1-16/25=9/25 বা cos 0=3/5, 
কারণ প্রথম পাদতে অবস্থিত বলিয়া cos 0 ধনাত্মক I ] 


^ EN ПОВ) 23. 
5. os 075/19 হইলে sin 0, tan 0 এবং sec 03 মান নির্ণয় কর। 


[সমাধান £ “O ০০৬? ধনাত্মক, *'. 0, প্রথম অথবা চতুর্থ পাদতে অবাস্থিত। 
ө প্রথম প্লাদতে, থাকিলে, sin 0 = + Vl—cos*0—12/13; tan 07 
sin 0/сов 0212/5 এবং sec ০11০5 0213/5 ( সমুদয় অন;পাত এই পাদতে 
ধনাত্মক বালয়া। ) 
আবার 0 চতুর্থ পাদতে থাকলে sin 0 এবং tan 0 উভয়েই খণাত্মক। সুতরাং 
sin 0= —12 13, tan 0= — 12/5, sec 0 = 13/5 (ধনাত্মক বলিয়া )। ] 
6. sin এবং cos 03 মান নির্ণয় কর, যখন tan 0= - 3/4, 
7. প্রদত্ত cos 0= —63/65 এবং tan 0 ধনাত্মক ; sin 0 নির্ণয় 941 
8. 0 কোণের ভ্রিকোণমিতিক অঙ্পাতগুলির মান নির্ণয় কর যখন 
(а) cot ০4137 (9) весб-- J5; (c) cosec з= —2/ J3. 
9. sino: সর্বোচ্চ মান কত? ইহার qawa মানও নির্ণয় কর। যাচাই 
করিয়! দেখাও যে сов 04 মান —1 এবং 1 এর মধ্যে দোলননীল ( oscillates ) ! 
10. প্রমাণ কর যে cosec 0 এবং sec 0 যেখানেই mata (defined ), 
সেখানে উহাদের সংখ্যাগত পরম মান ( numerical values )=1. 
প্রশ্মমালা I(B) 
1 যদি x এবং y ME নহে ( non-zero ) এমন দুইটি বাস্তব রাশি হয় তৰে 
দেখাও যে віп20 = (x y)*/Axy সমীকরণ সম্ভব, কেবল যখন x= y. 
[সমাধান $ যেহেতু 0 <5іп%0< 1, созес?0> 1 বা Axyl(x--y)* 21 
বা (x- y <4xy, অৰ্থাৎ, (z+) -4ху<0,41(х- y)" <0. 
еу х এবং y উভয়ে শুন্য নহে এমন বাস্তব রাশি, 2, (x — y)? অবশ্যই 
0 হইবে, অর্থাৎ x= y. ] 
2. যদি ৫ এবং bg নহে এমন দুইটি অসমান বাস্তব রাশি হয়, তবে দেখাও যে 
নিয়লিখিত সমীকরণগুলি অসম্ভব : 


4 এ. дар т 1 
(i) вес руа" (ü) сов 0-а%24 


(iii) соѕес20= E 
3. এ এবং b xg নহে এমন বাস্তব রাশি হইলে নিয়লিখিত মমীকরণগুলি 
যুক্তিসিদ্ধ ( valid ) কি না পরীক্ষা কর £ 
(i) sin A=2ab/(a2+b2); (ii) 3 sec $4 ; (iii) sin 202. 
LO এর ইঙ্গিত? (а-Ы%>0, я\„а#++5#>24, বা, 2ab/(a* +b") 
«1, ইত্যাদি ] 
4. যদি 0 < 0 <907 হয় তবে সংজ্ঞা হইতে দেখাও যে іп 0--сов 0 > J. 
[ইঙ্গিত: চিত্র 2.1(0) দেখ। sin 6--сов Ue NPJOP--ON/OP (NP--ON)/OP21, 


ইত্যাদি। ] 
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5. নিয়লিখিত সমীকরণঞ্ডলি হইতে 0 অথব! ó ( ж অনুসারে ) অপনয়ন কর : 


(a) x=r cos 6, yer sin 67 (b) xg cos $, y=b sin Ф, 
(c) х=с (sec 0+tan 0), y=c (sec 9- tan 0), 

[ (с) এর সমাধান £ ху=с%(зес® 0- сап? 0)=c3.]J | 

6. tan x কে wg পাচটি ত্ৰিকোণমিতিক емсе প্রকাশ কর। 


[ সমাধান ঃ tan xe sin x _ fL тез У сов, 
cos x Ү1-ві cos x 
আবার tan x=1l/cot x; pam gsl act, 
°, tan x= + auci i যেহেতু 1+ cot! x = cosec? x, 


repay হে কিন্তু চিহ্ন ঠিক কারবার জন্য х 


СЕ ets ab পৃ 
7. sin 0 এবং cot 0 কে sec 0 তে প্রকাশ কর। 
B. «ҰЯ: sin ф—соз $=0; cosec é fadt কর। 
9, sin А-тіп tion প্রমাণ কর যে s/n! —m?, tan A= m. 
те 2 sin < -3 cos < 
10. sec <=13/5 হইলে প্রমাণ কর যে নিল E dy একটি 


মান 3. 

- – sin x сов x 
1. пх jam x feu অথবা চতুৰ্থ পাদতে ছইলে E e Teos = 
এর মান fiit কর। 


C ত্ৰিকোণমিতিক aren (Trigonometric Identities ) t. িকোণামাতক 
অপেক্ষকসমূহ wa q, এমন কোন সম্পর্ক ( relation ) যদি ид কোণাঁটর যে 
ЯР "ГЕ অপেক্ষবগলি সংজাত (defined) এইরূপ সকল মানে যৃক্তিসিগ্ধ 
( valid ) হয়, তবে এ সম্পর্ককে তিকোণামাতিক অভেদ বলা হয়। ্িকোগমাতিক 
অভেদের সত্যতা যাচাই করা হয় ইচ্ছামত কোন এক পক্ষকে অপর পক্ষে রূপান্তরিত 
` করিয়া। সাধারণত অপেক্ষাকৃত জটিলতর পক্ষটি লইয়া কার্ট আরম্ভ করা হয় । 

নিয়ে steve идти দেওয়া হইল i 

(іміз অতেদপ্ুলি প্রমাণ কর ( mutet 12-44): 

12. (1-cos*AY(1-Fcot*A) = I. 

13. sin 0.зес 0 M cosecf 8 - 1 1. 
| 14. sin*A— cos*A 2 sinñA — 1 =1—2 cos*A. 

15. sec*^— 12 tan*A-tan*A. 

16. (tan é cosec 4)* — (sin é sec 4)? = 1. 


| 
i 


tum ПВ) 5 
de লন Mg e^ 
18. cot Attan A= sec А cosec А. 
1% сақ K i" 
НІНЕ 
[সমাধানঃ L.H.S. чле (Et core 


= (sin? 0 — cos 0)/(sin? 04+ соѕ? 0) 
sin? 0 — cos? 0 = віп? 0 — (1 — sin 0) 
-2 sin? 0—1=R H.S.] 
21. cot 0-Ftan 0 »sec 0 cosec 0. 
1 4. 
l-sin* A tipoen "y 
23. (sec 2 0)(sin 0--cos 0) sec 0 cosec 0+2. 
24. (sec 0--tan 0 — L)(sec 0 ~ tan 0+1) 92 tan 0, 
[ সমাধান; L.H.S. elec. 8--(сап 0-1) yhec 0 (tan 6 —1) 
* sec? 0 — (tan 0 — 1 
sect 0— (272 tan 0-1 
সা sec? 0 ~ (14-tan* )" tan 0 
-2tan 0= В. Н: S. 
25. (sin A-Fcosec А)? --(cos A+sec А) = (ап? A--cot* А7. 
26. (1-віп A+cos А)? = 2(1 = sin AX1--cos А), 
27. sin 0(1--tan 0)--cos 0(1-Fcot %) sec 0+ cosec 0. 


[সমাধান 1.17.5. = зіп 0%зіп oin cos 0 cos 2% H 


T 24 505 + (cos 9s o 4 sin” ее) 


sin 0 сов 0 
zm +=, = sec 0 +cosec 0 = R.H.S. ] 
sin 6 
1+sin 6 


28. (tan 0+sec et r ; 


e (Ltsin бш l+sin 0\% 
(mE RES. 58086 | cose 


= (tan 0--sec 0)* =L, Н. 5.) 
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29. nem б — (cosec 0 — cot 0)2. ; 
30. sin A-Fcos? А=1—3 sin? А cos? А. 
31. cosec? 0— cot? 0 —1-F3 cosec? 0 cot? 0. 
32. (1--ғгап 0--sec 6)(1--cot 0 — cosec 0) =2. 
tan 0+sec 0— 1. 1--іп 0 
tan 6- вес 0+1 сов 0 
tan 0-Fsec 0 - (sec? 0 — tan? 9) 


[সমান aris s tan 0—sec 0+1 


— (tan 0+sec 0) — (sec 0+tan 0)(sec 0 — tan 0) 
tan 0—sec 0+1 
_ (tan 0 -Fsec &)(1— sec 0--tan গা 187 
tan 0 —sec 0+1 


= 1+sin бв, H.S.] 


cos 0 

17510) А l-sinA 
34. —— sec A-sec А – — 

l-sin A ) 1--сіп А 
35. ০০০40) 0 _ зесб—{ап 9 রা 

"০958০94০099 совес Ô- cot 0 

tan A sin A 

36. — ——- =2 cot A. 
весА-1 L-FcosA 
лада 

БТ EEO, 78 -совес A +sec А, 


sin А cos? A— cos A sin? А 
со5 A—sin А) і 
[সমাধানঃ L. H. 5.= (Cos Asin) — аі А) Renfri | 
[ নিয়লিধিত প্রশ্নগুলিতে (28—44) দুইটি কোণের অপেক্ষক আছে; প্রতিক্ষেত্রে 
কোণ দুইটি পরস্পর নিরপেক্ষ (independent of each other ) 1 ] 
38. ғап? 0-І-сес? ó—sec? 0-Ftan? 4. 
39. Cot A+tan B 
tan A+cot B 
[সমাধানঃ LHS- (соз Asin Sea А cos 8) 
SUM сов В// \cos А sin B 
— Cos A sin B 
sin A cos B 


-cot A tan В. 


=cot A tan B-R.HSS. 1 
tan A—tan B. sec A- sec B 
sec A+sec В tan A+tan B` 

41. cotA-Fcot B—cot A cot B (tan А+ tan B). 


— 
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42. © cos 0-Fcos $_ sin 6+sin Ф. 

! sin 0—sin ф cos %- cos 0 

43. sec? < tan? B —tan? < sec? B—tan? g—tan? <. 

44. (tan x-Ftan y)(1 — cot x cot y) 

“(сос х-Ксос у)(1— ап x tan y) 20. 


"5 45. দেখাও যে 

(i) (x sin 0— у cos 0)? +(x cos 04-y sin 0)? — x? +2. 
(ii) (2r sin 0 cos 0)? +r72(cos? 0 — sin? 0)? =r2, 
(йі) (ғ sin 0 cos $)*-F(r sin 0 sin 4)?-F(r cos 0)? =r2. 


[Gies ইঙ্গিত £ L.H.S.=r?{4 sin20 cos?20-- cos*0--sinó 
-2 sin?0 cos20] 


— y? (sin?0-Fcos?0)* =r? ] 
46 (i) যদি sin A--sin? А=1 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
.cos? A-Fcos* А-1. 
(ii) sin 9- сов 0=0 হইলে দেখাও যে sec 0= + J2. 
(8) cos 0—sin 0= ,/2 sin 9 হইলে প্রমাণ কর যে 


cos 0--sin 0= ,/2 cos 0. 
(iv) যদি cos 0+sec 0—2 হয়, তবে দেখাও যে raq সকল অখণ্ড মানের 


জন্য cos'0-Fsec'0—2. 

(v) যদি cos*x--cosíx—1 হয়, তবে প্রমাণ কর যে sin? x+ sin x 
=1; এখানে sin x ধনাত্মক হইলে ধনাত্মক БЕЙ এবং sin x খণাত্মক হইলে 
খণাত্মক চিহ্নট লইতে হইবে 

ইহাও প্রমাণ কর যে প্রদত্ত সর্ত অনুসারে tan2x--tan*x — 1. 
[৫%)এর ইঙ্গিত £ cos 0--1/cos 0—2, 
বা, cos?0 — 2 ccs 6+1=0, 
অর্থাৎ, (cos 0 — 1)2 —0, বা, cos 0=1, ইত্যাদি |] 


. 


47. (i) 48-7 sin Ota 6оғ70--4 হয, তবে দেখাও য়ে) бе 


(ü) 2 весЗА-7 tan A+1=0 হইলে প্রমাণ কর যে cot АЯ মান 
দুইটির মধ্যে একটি হইল 2; অপর মানটিও নির্ণয় কর। 


559 Ша а іп 6- сов 0 
(iii) tan Vue হইলে curb পর মান নির্ণয় কর। 


| (iv) যদি tan 0-Fsec 0 — হয়, তবে দেখাও যে 
b sin 6 — (x? — 1)/(x? --1). 


55% : ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত 


(v) যদি 17422 _4% sec 0 হয়, তবে দেখাও যে 
tan 0-Fsec 0—2z, 7, 1/2x. 
atan 0—b 
iii H =2 tan U 2 (লব ও হর কে cos 0 দ্বারা 
[anaa ইঙ্গিত ই প্রদত্ত 314-4229 (লব 
ভাগ করিয়া) ইত্যাদি। ] 

48. পূর্ণ বর্গের আকারে প্রকাশ কর £ 

G) l£2sinAcosA; (ü) 1+4 sec?0 tan?0. 

costa , sin*« сов“) , ѕіпёВ 
দ্র 35 ও যে t = 1. 
49. যদি == с Ж 1 হয়, তবে দেখাও যে Су bog, 
50. fÜ tan 0-Fsin б=т এবং tan 0 —sin б=п হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
m? — n? 24 mn. 
51. যদি tan 0 =5in A COS হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
sin A+ cos А 
„/2 cos 0 —sin A+cos А. 
52.(i) aff x sin80+ y cos?0—sin 0 cos 0 এবং x sin 0—y cos 0 
=0 হয়, তবে দেখাও যে x2 +y2=1. 
(ü) যদি ау cos 0 — bx sin 0 এবং ах sec 0 — by cosec 0= a2 — b? 
“হয়, তবে প্রমাণ কর যে x2 /a? +y2/b2 =1, 
(iii) тё: сап20--(1-е?), দেখাও যে 
812 
sec 0--tan?6 cosec 0= €(2—e?) . 


[ (944 সমাধান £ x sin 0= cos 0, বা sin 6—(y x) cos 0; প্রথম 
সম্পর্কটিতে এই মান «ЇЙЇ এবং সরল করিয়া পাওয়া যায় cos 0 = x/(x? +y), 
“4245 sin 0=yl(x2+y2); যেহেতু sin?0-Fcos?0—1, সুতরাং নির্ণেয় 
সম্পর্কটি পাওয়া! যাইবে 1 ] 

53. নিম্নলিখিত সমীকরণগুলি হইতে 0 অপনয়ন কর : 
(i а сов ০4৮ sin 6-Fc—0, а” cos 6--Б sin 0-Ес -0. 
(ii) а tan?0--b tan 6+с=0=а cot?0--b' cot 0--c' 


[৫)এর ইঙ্গিত £ «merum, 608 = sino L1 
bc—b'c са-са ab-ab' 


“এখন স্মরণ কর যে cos?0 -Fsin0 =1 এবং সম্পূর্ণ কর। ] 


L+sin 9 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 17-77-9109 
cos 0 X . cos 6 


55. যদি tan24 —1--2 tan?B হয়, তবে দেখাও যে cos?B —2 cos?A. 


54. যদি х= 


উত্তরমাল! 29: 


উত্তরমাল! 


প্রশ্নমাল। П(А) 
2. 10% 370°, 730°, —35°, 1090" ( অনুরূপভাবে অন্যগুলি হইবে ) | 
3. (b) চতুর্থ (0) দ্বিতীয়, (d প্রথম, (0 তৃতীয়, () দ্বিতীয়, 
(g) দ্বিতীয়, (А) wed, G) দ্বিতীয় এবং তৃতীয়, 
(b) দ্বিতীয় ও চতুর্থ, () প্রথম ও চতুৰ্থ । 

6. দ্বিতীয় পাঁদতে, sin 0--3/5, cos 0= —4/5 এবং চতুর্থ পাঁদতে, 
sin 6 — —3/5, cos 8— 4/5. 

7. -16|65. 8 (a) ক্রম অনুসারে sin, cos, tan, cot, cosec, вес: 
প্রথম "hri 3/5, 415, 3/4, 4/3, 513, 5/4 এবং তৃতীয় পাদতে г 
—3]5, -4/5, 3/4, 4/3, —5|3, —5]4; (b) т: 2//5, 
-1,5,-2,-10, 45/2, — J5; তৃতীয়? -2//5, - 1/5, 
2,1/2, -45/2, = 5; (0 wem: 4312, -1/2, J9, 
1/,/3, -249, -2, চতুৰ্থ ঃ — 4312) 12, —J3, -1,9, 
— 21/3, 2. 


“© প্রশ্মমাল! I(B) 

3.() এবং (и) সম্ভব; (їйї) সম্ভব নয়। 

5.(а) х®+у®%=т®; (b) x9 Ja? + y?|b? =1. 

7. Msec20—ljsec 0; 1) Чвес90-1. 8. + J2 11 -8. 

47. Gi) 1/3, (in) (a3 — নল 48. (i) (сов А+ sin A)? ;. 
(ü) (2 tan20+1)2 «t (2 sec?0 — 1)?. 

53, (i) (bc —b'c)?-F(ca — c'a)? — (ab' — а)? ; 
(ü) (a'b— b'c)(ab' —bc') — (aa' -сс)3, 


j 
gatar AMPIA (Positive Acute Angles ) : সসাকাণী 
(19054 সমাধান (Solution of Right Triangles ): উচ্চতা 
ও দুরত্ব 9 этер সরল 84459 ( SimpleProblems in Heights 


and Distances ) 


31. সুচন৷ 

বর্তমান অধ্যায়ে সমকোণ অপেক্ষা 7494 ধনাত্মক কোণ এবং 0°, 90”, 180° 
এবং 270% কোণের ভ্রিকোণমিতিক অনুপাত সম্পর্কে বিবেচনা, কর! হইবে । এই 
অমুপাতগুলি, যেখানেই বিদ্যমান, একবার নির্ণয় করিতে পারিলে উহাদের সাহায্যে 
অপর যে কোন কোণের ক্রিকোণমিতিক অনুপাত কিভাবে নির্ণয় করা যায় তাহা 


পরবর্তী অধ্যায়ে দেখা যাইবে । এই অধ্যায়ের শেষাংশে অন্ুপাঁতগুলির ব্যবহারিক 


প্রয়োগ সম্পর্কে আলোচন! করা হইয়াছে এবং এই প্রয়োগের সুবিধার ws সমকোণী 
ত্রিভুজের সমাধান পদ্ধতিও যুক্ত করা হইয়াছে। 
32. কোন ধনাত্মক সুগ্মাকোণের ত্রিকোণমিতিক অনুপাত 
" প্রচালত আদর্শ অবস্থানের ( in the standard position ) 48742 Яр কোণ 
সর্বদা প্রথম পাদতে অবাচ্ছিত। Ёз প্রদত্ত সাধারণ |, 
সংজ্ঞাসমূহ হইতে কোন ধনাত্মক সুক্ষ্ম কোণের ত্রিকোণ- L 
মাতক অন:পাতগীল পাওয়া যায় । এই কোণাঁটর প্রাসাঙ্গক 
সমকোণী ত্রিভুজের «аас А, B, C দ্বারা নির্দেশ la 
করা সবধাজনক 1 চিত্র 3.1 এ ০-90 ধরা হুইয়াছে। 

এখানে АХ প্রারম্ভিক রেখা) AB, সীমারেখা ALGI ШДЕТ ° 
উপর অবস্থিত, ঘূর্ণন ঘড়ির কাটার গতির বিপরীত অভি- চিত্ৰ 8.1. 
মুখী ZCAB ধনাত্মক সুন্মকোণ। এ পর্যন্ত রেডিয়াস-ভেক্টররূপে পরিচিত АВС 
few afsga ( hypotenuse ) বলিয়া! অভিহিত করা যায়। লক্ষণীয়, /ABCও 
সুক্মকোণ। ABC ত্রিভুজের কোণগুলিকে А, В,С দ্বারা এবং উহাদের বিপরীত 
বাকতগুলিকে যথাক্রমে а, b, с দ্বারা সাধারণত নির্দেশ করা হয়। তাহা হইলে 

sin ১, cos বা b ,*enfei 

94% ( Complementary ) কোণসমূহের ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত s 

সহ-অপেক্ষক (Co-functions) 2 
3811 কোন কোণের পুরক (complement) হইল সমকোণ হইতে 

কোণাঁটর যতটুকু অভাব (defect) দুইটি কোণের সমান্ট এক সমকোণ হইলে 
কোণ দুইটিকে পরস্পর 914% বলা হয়। 


kiku 27 чь. US ও সি k নিউ mne) এ ভিডি m pU 222 


w NE: 


2 қы 


` 
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সুতরাং সমকোণী faga ABCA সূক্ষকোণদ্বয় A এবং В পরস্পর 904% 1 
এখন সমগ্র АЗС ত্রিভুজ প্রথম পাদতে অবাচ্থিত হওয়ায় B কোণের ত্রিকোণামাতক 
অনুপাতগনুলিকে সাধারণ পদ্ধাঁততে বিবেচনা করিতে কোন বাধা নাই 1 সুতরাং B 
কোণ সম্পর্কে ат =, আতভুজ = с এবং সাঁন্নাহত 46-4 এবং ইহারা সকলেই 
ধনাত্মক । সুতরাং 

sin В--Р/с, cos В = а/с, tan B—b/a, cot B =a/b, соѕес В-с/р, 
sec B—c/a, যেখানে sin A—a/c, cos A=b/c, tan A=a/b, cot A=b/a, 
соѕес А-с/а, sec A—c/b এবং В =90° — А. 

সুতরাং sin А =соѕ B -сов (90^ — A), cos A=sin В--віп (90° — A), 
tan A-cot B=cot (90  — A), cot A—tan B=tan (90° А), cosec А 
—sec B —sec (90° — А), sec A= cosec В--совес (90° — A). 

এই সম্পর্কগুলি ত্ৰিকোণমিতিক 841% ছয়টির মধ্যে দুই দুইটিকে পরস্পর সম্বন্ধযুক্ত 
করে, যথা, sin এবং cosine, tangent এবং cotangent, secant এবং 
cosecant, ; এই প্রতি যুগ্ম অপেক্ষকের মধ্যে একটিকে অপরটির সহ-অপেক্ষক 
(co-function ) বলে। west কোন সুক্মকোণের যে কোন অপেক্ষক, 
কোণটির পুরকের অনুরূপ সহ-অপেক্ষকের সহিত সমান। 

এখন বিষয়টির পরবর্তী অগ্রগতির পক্ষে প্রয়োজনীয় সুস্মকোণগুলির বিষয়ে আলো- 
চনা করা NF 1 

(A) 45° কোণের ত্রিকোণমিতিক অনুপাত 

A245 এবং с=90° ধরিয়া ABC সমকোঁণী ত্রিভুজ অঙ্কন করা হইল 
(চিত্ৰ 3.2)। স্থতরাং в-45%; তাহা হইলে ABC সমদ্বিবাহু ত্রিভুজ । কোণের 
বিপরীত বাহুকে অনুরূপ ক্ষুদ্র অক্ষর দ্বার! নির্দেশ করিলে ইহা সুস্পষ্ট যে b=a এবং 
c= Ja2+b2= /а®+а®= ২/2৫ ১ স্মরণ করিতে হইবে যে এখানে সকল কোণ 
এবং বাহুকে ধনাত্মক বিবেচনা করিতে হইবে । স্থতরাং 


Mo AT o Өлі 
sin 45 —sin A TEES 
" a 1 
= Ал------- 
cos 45 — cos (2472 
ғап 45°=tan A= “=1 
а 
cot 45°=cot A=“%= 
a 
sec 45°=sec -4225 АРА 
b a 


cosec 45°  cosec A > 24.2 2 
a 
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(B) 30' এবং 6074 ভ্রিকৌণমিতিক অনুপাত 

প্রতি কোণ 60° করিয়া একটি সমবাহু ত্রিভুজ ABD অঙ্কন কর! হইল। В হইতে 
ADর উপর BC লম্বপাত কর! 5827—99] ADCF С 
বিন্দুতে ছেদ করিল। তাহা হইলে АС-СО এবং 
4 АВС= 30°. 

এখন АВС ত্রিভুজের প্রতি দৃষ্টি নিবদ্ধ রাখিয়া 
AC=14 হইল। তাহা হইলে AB—AD =2/ এবং 
BC- ,/Ав%- асӛ- /4/2—12= 4315. সকল 


বাহু এবং কোণ ধনাত্মক__ইহ! স্মরণ রাখিয়াবলাযায় c চিত্র 8.8. 
60 = PID, сов 6-1-1. tan 60° DRED J3, 
еа ced 82 
cot 60°= 177% вес 60 == cosec 60 = J Js 
আবার, 
PUR PU চর SISSE. Max e C poma 
sin 30 2 cos 30 г >> tan 30 С! 3 
шесі 22 2 ৮21. 
cot 307 „/3, sec 30° cm TE 30 I 2. 


(С) 0°, 90°, 180°, 27074 ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত 

অনুচ্ছেদ 22 ab! সীমারেখার উপর ০ হইতে স্বতন্ত্র একটি বিন্দু Р লওয়া 
হুইল। 

ОЯ ক্ষেত্রে, ZxoP হইল 0% 
পরিমাঁপ। এখানে প্রাসঙ্গিক (899 РОР 
একটি অরলরেখায় পর্যবসিত হইয়াছে, 
কারণ সীমারেখ! ОР, ০১এর সহিত 
অর্বাংশে : মিলিয়া গিয়াছে। সুতরাং 
রেডিয়াস-ভেক্টর হইল ор, সন্নিহিত বাহু 
ОР এবং WOW 9471 অতএব সংজ্ঞা 


চিত্র 8.4. 
11818 aa (э বাহু _ 
sin 0°= গা 9২৮0,:5০90 1919 
রেডিয়াস-ভেক্টর ОР ০০ - = রেডিয়াস-ভেষ্টর | oe" 
tan (-—— — 0220, sec 0 = রেডিয়াস-ভেষ্টর_ oP _ 
সন্নিহিত বাহু ОР সন্নিহিত বাহু OR к» 


কিন্তু cot 0 ‚ие ан = °P হইল অসংজ্ঞাত ( undefined ) 
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এবং совес пова হইল অসংজ্ঞাত (undefined), 


কারণ শূন্য দ্বারা ভাগক্রিয়া অসংজ্ঞাত (undefined) | 
90^4 ক্ষেত্রে, সীমারেখাটি OY এর সহিত সর্বাংশে (fg যায়। এ 
সীমারেখার উপর о হইতে স্বতন্ত্র о একটি বিন্দু লওয়া হইল। এখানে প্রাসঙ্গিক 
ত্রিভুজ eoe একটি সরলরেখায় পর্যবসিত হইয়াছে, রেডিয়াস-ভেক্টর হইল оо, 
অন্নিহিত বাহু-0 এবং লম্ব দৈর্ঘ্য -০০.) সুতরাং 
sin 90+- 08/08 —1; cos 90'—0/08 —0 ; tan 90°= ০০0, 
অসংজ্ঞাত। 
cot 907--0/оа--0; ০০5৪০ 907--оа/оа--1; вес 90°=оа/0, 
অসংজ্ঞাত। 
1804 ক্ষেত্রে, সীমারেখাটি ох এর সহিত সর্বাংশে মিলিয়া যায়; যদি 
এই সীমারেখার উপর о হইতে স্বতন্ত্র কোন বিন্দু R লওয়! হয়, তবে 


sin 180 2 0/oR —0, cos 180°= – OR|OR= — 1, 
tan 180' 2 0| — oR =0, 


sec 180° — oR| — oR= — 1, কিন্ত cot 180° এবং cosec 180? অসংজ্ঞাত। 

2704 ক্ষেত্রে, সীমারেখা OY' এর উপর о হইতে স্বতন্ত্র কোন বিন্দু ৪ 
লইয়! দেখা যায় 

sin 270^ — — 1, cos 270°=0, cot 270'—0, cosec 270^ — — 1, কিন্ত 
tan 270° এবং sec 270° অসংজ্ঞাত। 

এ 444 আলোচিত ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাতগুলির মানসমূহ স্মরণ রাখিতে 
নিম্নলিখিত তালিকাটি সাহায্য করিবে : 

তালিকা 4 


"EE 
45 411|50 я}; 


зой 


sin 0 3 e ы і 2 0 = 
соз | 1 З 3 : গা 0 
tan 0 ক্র 1 ч з অসংজ্ঞাত 0 | অসংজ্ঞাত 
cot pue হাওর Sat i 0 অসংজ্ঞাত 0 
соѕес| অসংজ্ঞাত। 2 J2 2, n 1 — - 
sec 1 са 21282 হতে v অসংজ্ঞাত 


3[XI& XII] 
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প্রশ্নমাল! ШКА) 

1. টাদার সাহায্যে প্রচলিত আদর্শ অবস্থানে 20° কোণ 5454 44 | О কে কেন্দ্র 
fimi 10 একক ব্যাসার্ধ লইয়! একটি বৃত্ত চাপ অঙ্কন কর, যেন উহ! সীমারেখাকে Р 
বিন্দুতে ছেদ করে। P বিন্দু হইতে x অক্ষের উপর একটি 74 পাত কর) т х 
অক্ষকে A বিন্দুতে ছেদ করিল | এখন ОА এবং АР পরিমাপ কর এবং ইহা হইতে 20° 
কোণের ত্রিকোণমিতিক অনুপাঁতগুলি নির্ণয় কর। ç 


[ সমাধান $ ОА এবং АРЯ মাপের আসন্ন ° 
মান যথাক্রমে 9'4 «4:24; 49412 
sin 207--3:4|10--0:34 (প্রায়), сов 
20* —9'4/10 = 0:04 (প্রায়) ইত্যাদি ] 
2. 94144 ata 50° কোণের fasta- 
মিতিক অন্ুপাতগুলি নির্ণয় কর। চিত্র 8.5. 
[ইঙ্ষিতঃ 00-10 একক লও এবং যাচাই করিয়া দেখ OB—64 এবং BQ-TT in 
এখন অনুপাতগুলি নির্ণয় কর। ] 
মস্তৰ্য ? পূৰ্ববৰ্তা উদাহরণ দুইটিতে প্রদর্শিত পদ্ধতি অবলম্বন করিয়া যে কোন 
TH কোণের sin, cosine প্রভৃতি অনুপাতগুলির মান নির্ণয় সম্ভব । যদিও উহার! 
আসন্ন মান মাত্র, তথাপি মাঁনগুলিকে আরও 54 আকারে নির্ণয় করা যায় এবং 
рр এবিষয়ে কিছু অভ্যাস করিতে পরামর্শ দেওয়া! যাইতেছে। 
নিম্নলিখিত রাশিগুলির প্রত্যেকটির মান নির্ণয় কর : 
sin 30° cos 60" -- cos 30° sin 60°; 
(ü) sin? 30*-Fsin? 45°--ѕіп? 60°; 
(їй) cos? 0°+cos? 45°-Есоз® 90°; 
(iv) tan? 30" --tan? 45^ +- ғап? 60°; . 
(v) 3 tan? 45' —sin? 607-і cot? 30°+ sec? 45^ — cosec 90°; 
(vi) ғап 180' —2 cos 180^ --3 cosec 270^ --sin 90°. 
4. উভয় পক্ষের সমতা যাচাই 94: 
G) 11002 0—sec? 9, যখন 0 — br, іл, іл. 
„у Sin A+sin B A 
4) соз А-Есов নিট 2 A ^=ф ৪০ 
(ui) -598 60'-cos 30° _ J3 
sec 60 --cosec 60° 4” 


(iv) созес#7— sec? c 2 cot? T -sin? 5-1 3 
[ ৫০)এর সমাধান š 
a аҚ 1\2 
L.H.S.=( V2) СА! +2 (J) -(0#=-2-4+4-1=-#1 
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5. নিয়লিখিত সমীকরণ হইতে x নির্ণয় কর £ 
(ü) x sin 45° cos 45° tan 60^ —tan? 45°— cos2 60° 


(ü) cosec? 2-2 tan? 7 Д -tan?? -Э(х-1) cot * Z 2 sin 6 cos 5 


6. 9 অথব। х নির্ণয় কর, যখন is x«90 : 
(i) 2сов0-І-0; (ü) cos? 94810. 06-1; 
(йі) tan 0--сос0-2; (iv) сов20-віп2 0-і; 
(v) 6sin? 0-11 sin 6--4-0; (vi) 3 sec x—2 cos х-5. 
Г(о) এর সমাধান 8 প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাওয়া যায় 
31০০5 <- 2 cos х=5 
বা 2 cos*x-F5 cos x 3=0, বা (2 cos x — 1)(cos х-Е3)=0 
ইহার অর্থ, হয় cos x—1[2, . х=60°, অথবা, cos x= -3, কিন্তু —3 
মান অসম্ভব 1 | 
7. 0<х<90 হইলে নিয়লিখিত সমীকরণগুলি EX যেখানে সম্ভব x 
নির্ণয় কর £ 
(i sin? x-F4sin х+12=0; (i) ০০৪০০ x—i; 
(їй) 3 sin x--2 cos? х=3; 
(iv) sin x cos x—5 sin x —2 cos х=10. 
ГО এর সমাধান sin x=(-4+ /16—48)/2 বাস্তব নহে, স্থৃতরাঁং 
কোন বাস্তব সমাধান সম্ভব নহে। | 
3:3 সমকোণী ত্রিভুজের সমাধান (Solution of oce. 
triangles ) 
ত্রিভুজের ছয়টি অঙ্গ, যথা তিনটি বাহু এবং তিনটি কোণ l af কোন ত্রিভুজের 
উপযুক্ত কতিপয় অঙ্গের মান প্রদত্ত হয় তবে ত্রিতুজটির অবশিষ্ট অন্সগুলির মান নির্ণয় 
সম্ভব। যে পদ্ধতিতে এই মান নির্ণয় করা হয় তাহাকে ত্রিভুজটির সমাধান 
বল! হয়। ত্রিভুজের সাধারণ সমাধান সম্পর্কে পরবর্তী একটি অধ্যায়ে আলোচনা 
কর! হইবে; বর্তমানে কেবল সমকোণী ত্রিভুজের ক্ষেত্রে বিবেচনা সীমিত রাখা হইবে 1 
ইতিপূর্বেই সমকোণী ত্রিভুজ АВО কোণ তিনটিকে А, ë 
B, ০ দ্বারা এবং উহাদের বিপরীত 5944 বাঁহুগুলিকে 
যথাক্রমে а, b, ০ দ্বারা নির্দেশ করা হইয়াছে (এখানে চিত্র с 
3.6 «B5 )! দেখা যায়, সমকোণী ত্রিভুজের যে কোন 
ছুই বাহু দেওয়া থাকিলে তৃতীয় বাহুটি নির্ণয় কর! যায়। А 
যেমন সংলগ্ন চিত্রটিতে c? =а®-ЕЬ®, যেখানে ০ সমকোণ 1 
স্থতরাং a,b,c এই রাশি তিনটির যে কোন দুইটির মান চিত্র 8.6. 
প্রদত্ত হইলে তৃতীয়টির মান জান! যায়। আবার ত্রিভুজটির সুন্মকোণ 'দুইটি পরষ্পর 


b 
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54% বলিয়া যদি একটির মান দেওয়া থাকে তবে অপরটি জানা! যায়। সুতরাং সমকোণী 
ত্রিভুজের সমাধানের বিষয়ে প্রকৃতপক্ষে কেবল দুইটি ক্ষেত্র বিবেচনা করিতে হইবে : 
ক্ষেত্র: সমকোণী ত্রিভুজের দুইটি বাহু দেওয়া থাকিলে Әзіз সমাধান : 

চিত্র 3.6 হইতে ইহা A যে c?—a?-rFb? এই সমীকরণ হইতে ABC 
ত্রিভুজের তৃতীয় বাহুটি নির্ণয় করা যাইবে | 

আবার sin А--а/с, cos A— b[c. 31 tan А=а/ এর যে কোন একটি সম্পর্ক 
হইতে А নির্ণয় করা 4941 পুনরায় в=90°—А এবং с=90°; সুতরাং সকল 
বাহু এবং কোণ নির্ণয় করা যাইবে | 
ক্ষেত্র П: সমকো ণী ত্রিভুজের একটি বাহু এবং «я কোণ প্রদত্ত 
হইলে উহার সমাধান š 

মনে করা wig, b এবং А প্রদত্ত । এখন ০৯9০, সুতরাং B-90'—A. 
আবার cos A=b/c, sec A—c/b, ғап A=a/b অথবা cot А-Р/а এর যে 
কোন একটির সাহায্যে ৫ এবং с নির্ণয় কর! যাইবে | 


প্রশ্নমাল। ШВ) 
[ নিয়লিখিত প্ৰশ্নগুলিতে অন্যভাবে বলা না থাকিলে সাধারণ অঙ্ক- 
পাতন (usual notations ) হিসাবে প্রতীকগুলিকে গ্রহণ করিতে হইবে ] 
1. ত্রিভূজগুলি সমাধান কর যখন 
(ü) a=20, b=40, B=90°; (i) А-90% а-4,%-2,/9 


Wir) EEE 2:490" (i) b=2¢=6 J3,8—90". 
[Oaa সমাধান š 
с® =Ь#— a? =1600 — 409 =1200, 
37% 2 c—20 A3 3 
আবার sin А--20/40--1/2 
অর্থাৎ A=30° এবং с=90°—А=60°. A 
ৰিকল্প পদ্ধতিঃ জ্যামিতিক ধর্মের সাহায্য 
না লইয়াও সমাধান কর! যায়। যেহেতু চিত্র 87. 


cos C—20/40—1/2, সুতরাং с-60, A-90'—60'—30* з আবার 
cos А--с/40 বা cos 30” --с/40- /J3|2, অর্থাৎ৫=20 /3] 
2. aaRS эрте দেওয়া আছে; প্রতিক্ষেত্রে (тұз 
সমাধান কর £ 
Gü) А--30% B=90°, c—5; b 
(ü) a=9 3, А=30°, с=90° 


Gü) B=c= ds 
(i) 2B=c=60°, a= CERTE 


[ G) এর সমাধান £ c—90'—30 —60' ; চিত্র 8.8, 


c= 
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আবার tan 307-а|5-1/ ২/3, অর্থাৎ a=5| /3 

পুনরায় sec 30°=b|5=2| ,/3, seats b=10/ V3] 

3. যদি в-90, л=36° এবং c—100 হয় তবে (ауз সমাধান কর। 
দেওয়। আছে tan 36” —0'73, sec 36-124 

4. যদি А=90°, с=37, а-100 হয় তবে Aga সমাধান কর, যেখানে 
sin 217 43 2037 এবং cos 21° 43-093. 

[ কখনও কখনও দুইটি সমকোণী ত্রিভুজ সমাধান করিয়। প্রশ্নটির উত্তর নির্ণয় 
করা যায়ঃ নিয়ে কয়েকটি দৃষ্টান্ত দেওয়া হইল। ] 

5. ABC faga (চিত্র 39) / এবং B কোণ যথাক্রমে 30° এবং 135° 
(চিত্রে প্রদর্শিত) এবং AB বাহু 500 সে.মি. ; c হইতে বর্ধিত aBa উপর অন্বিত 
eros দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

[সমাধান £ ধরা 44 CO—A; এখন 
4 CBD =180°— 135 —45*, 

স্থতরাং BD—CD-A; 

এখন tan DAC tan 30°=h|AD 

1 h 

বা, УЗ 500A! ইহা হুইতে 
һ--250(,/3--1) সে.মি, চিত্র 9.9. 

বা %_250% 2732 সে.মি. (প্রায় ) 2683 সে.মি: (প্রায় )। J 

6. ABC faga বধিত АСЯ উপর BD 79; A=30, ZBCA-120' 
এবং AC — 100 হইলে BD নির্ণয় 941 қ 

7. ABC (4904 воя উপর AD 9m এবং BD=75 N.fÀ. ; B এবং С 
যথাক্রমে 30° এবং 60° হইলে АВ, AC এবং AD দৈর্ঘ্য নির্ণয় <q | 

[সমাধান £ চিত্র 3.10484)! ABD 
faga sec 30° =АВ/75= 21/3, TON 
АВ-50,/3 সে.মি.₹50 ৯1732 সে.মি. 
—866 সে.মি ; tan 30° =А0/75 অথাৎ 
Ар=75 тап 30'275| ১3 25 /3= 
433 слЇй.1 আবার ACD ত্রিভুজ হইতে ба 3.10. 
cosec 60°= АСАР; সুতরাং АС=25 J3(2/ ,/3)-50 (418.11 

8. ABC ত্রিভুজের AC ভূমির উপর BD লম্ব হইলে ৫ এবং ০ নির্ণয় কর) 
দেওয়া আছে А=30°, с=45° এবং BD = 10. 

9. cer] ত্ৰিভূজ ABC এর অতিভুজ АСЯ উপর В হইতে 74 অঙ্কিত 524; 
অতিভূজটির অংশ দুইটির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। cres আছে Bc—8, /всА-60”, 
£ BAC=30°, 


---Ао 


E 


о 


AZ 
500 সে.মি, 


38 ধনাত্মক সুক্মকোণ 


10. АВС {ўя а--96 সে fà, с--54 সে.মি, ৪৯373 দেখাও যে 
А হইতে вся উপর অঙ্কিত লম্ব ADI দৈর্ঘ্য 3:25 সে.মি. (প্রায়) এবং воя 
দৈর্ঘ্য 4:31 সে.মি. (প্রায় )। 

ইহা হইতে দেখাও যে tan АСО- 06144 (প্রায়) এবং A ও C এর মান 
wm ডিগ্রীতে নির্ণয় কর। | প্রদত্ত cos 37°=0`7986, sin 37°= 0:6018, 
tan 32° 06144 (আসন্ন Гс )]। 


34. প্রয়োগ (Applications): উচ্চতা ও দুরত্ব বিষয়ক সরল প্রশ্ন 
( Simple problems in Heights and Distances ) 

TENTA উচ্চতা ও দূরত্ব саста সরাসরি পরিমাপ করা সম্ভব নহে, সেইক্ষেত্রে 
সংশিষ্ট প্রশ্নগুলির সমাধানে এ পযন্ত আলোচিত সুত্র ও নীতিগুলি এখন প্রয়োগ করা 
হুইবে। ওঁ বস্তগুলি দর্শকের SERE যে কোণ উৎপন্ন করে তাহাদের পর্যবেক্ষণ ও 
পরিমাপ দ্বার! অভীষ্ট উচ্চতা ও দূরত্ব নির্ণয় কর! sg) ধরিয়া "өй হইবে যে 
Theodolite, Sextant প্রভৃতি উপযুক্ত যন্ত্রের সাহায্যে প্রয়োজনীয় রেখা ও 
কোণগুলিকে আবশ্যক উদ্দেশ্যের পক্ষে যথেষ্ট সুক্মভাবে পরিমাপ করা যায়। 


সংজ্ঞা ? ধরা যাক ০ বিন্দু দর্শকের অবস্থান নির্দেশ করে, a বিন্দু বস্তুর 
অবস্থান এবং ৪ এর সহিত একই бач সমতলে অবস্থিত OP অঙ্থ্ভূমিক 54-04) | 
০০ যুক্ত করা হইল। : 


0x3 P 


2 জে? 


Q 
চিত্র 8.11(а). চিত্র 8.11(5). 


চিত্র 3°11(а)гв বস্তু а чиз অর্ধরেখা OPa উপরে অবস্থিত) এক্ষেত্রে 
Роа কোণকে ০ হইতে 72 а বস্তুর উন্নতি কোণ (angle of elevation ) 
বলা হয়। চিত্র 311(b)a যেখানে а বস্তু অগ্ভূমিক অর্ধরেখা ОР এর নিচে 
অবস্থিত, Poo কোণকে О হইতে gba vus অবনতি কোণ (angle of 
depression ) বলা %4 | 

উদ্াহরণের সাহায্যে বিষয়টি পরিক্ফুট করা যাক্‌। 


প্রশ্নমালা ТЩС) 
1. aage সমতলের উপর একটি Зач খুঁটি দণ্ডায়মান; ইহার পাদবিন্দু 
হইতে 200 সে.মি. দূরবর্তী এ четв তলটির উপর অবস্থিত কোন বিন্দু হইতে 
উহার শীর্ষের উন্নতি কোণ 60° বলিয়া দেখা গেল । খুঁটিটির উচ্চতা নির্ণয় কর। 


‘J 


esati II(C) 39 
[ সমাধান £ চিত্র 3.12 দ্ৰষ্টব্য । এখানে 


{я 9631--АС--200 ,/3 সে.মি. 
=200х 1732 (প্রায়) 
—3464 সে.মি. (প্রায়) ] 


O GT. 

2. একটি Waw Баба (chimney ) হইতে 30 মিটার চিত্ত 5.12. 
দুরবর্তী কোন বিন্দুতে চিম্নিটির শীর্ষের উন্নতিকোণ 30°; চিমনিটির উচ্চতা, এবং 
উহার শীর্ষ হইতে দর্শকের দূরত্ব নির্ণয় কর। [ধরিয়া লও, দর্শক চিমনিটির পাদ 
বিন্দুগামী অনুভূমিক তলে অবস্থিত 1 ] 

3 একটি উড্ডীয়মান ঘুড়ির দড়ি (সরলরেখায় অবস্থিত বলিয়! মনে করিতে 
হুইবে ) 600 মিটার দীর্ঘ এবং দড়িটি অনুভূমিক ভূমিস্থিত কোন বিন্দুতে যে কোণ 
উৎপয় করে তাহার সাইন ңіз হইল 5/12; ঘুড়িটির উচ্চতা নির্ণয় «x 1 


4. 44 দিগন্ত রেখার (horizon ) t 
20° উপরে অবস্থিত হইলে 250 ফে.মি, উচ্চ "el. 
একটি веч খুঁটির পিছনে ছায়ার দৈর্ঘ্য কত 
হইবে? (প্রদত্ত cot 20°=2'7) 62 1250, 
[ সমাধান £ চিত্র 3.13 দ্রষ্টব্য । ছায়ার 
tr -8c চিত্র 3.18. 
cot 27-25, вс-250х27-675 সে.মি.] 


5. সূর্যের উন্নতিকোণ কত হইলে өл) бич খুঁটির পিছনে ছায়ার দৈর্ঘ্য, 
খুঁটিটির উচ্চতার »/3 গুণ হইবে? 

6. чета তলের সহিত 20° কোণে নত একটি atal বরাবর গাড়ী চালাইয়! 
এক ব্যক্তি 1500 মিটার দূরত্ব অতিক্রম করিলেন 1 তিনি এখন যাত্রা-স্থলের কত 
Sw রহিয়াছেন? (448: sin 20°=034)1 

7. একটি মইকে কোন বাড়ীর দেওয়ালের সহিত এইরূপভাবে আনত অবস্থায় 
রাখ| হইয়াছে যে মইটির পাদদেশ দেওয়াল হইতে 300 সে.মি. দূরে রহিয়াছে। 
মইটি জমির সহিত 70° কোণ করিলে উহার শীর্ষ জমি হইতে কত উচ্চে অবস্থিত 
এবং উহার দৈর্ঘ কত? [ধরিয়া 78: tan 707-277 এবং sec 70 2/9]. 

в. সমুদ্র-পৃষ্ঠ হইতে একটি আঙগোকগৃছের 17. ২ 
44 উচ্চতা 300 সে.মি. এবং ও শীর্ষ হইতে ৪ ৬ 
কোন একটি নৌকার অবনতি কোণ 15°, 8 Б 
cot 15°=3'7 ধরিয়া আলোকগৃহের পাদদেশ 8 с 
হইতে নৌকাটির দুরত্ব নির্ণয় কর। চিত্র 8.14, 
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[সমাধান £ চিত্র 3.14 দ্রষ্টব্য । 
cot 15°=EC ; » вс-300х37-1110 atf ] 


9. 10 সে.মি. ব্যাসার্ধের কোন বৃত্তের যে জ্যা 
কেন্দ্রে 30”র সমান সন্মুখ-কোণ উৎপন্ন করে তাহার দৈর্ঘ্য 
নির্ণয় wa) (ете: sin 157-026) 

[সমাধান £ চিত্র 3.15 WII АВ-АС- 
10 সে.মি.। ধরা যাক্‌ AD, ZBAC কে সমদ্বিধপ্ডিত 
করিল। তাহা হইলে во-ос; এখন ABD সমকোণী 
ত্রিভুজ বলিয়া sin BAD-—BD/AS বা! BD=AB চিত্র 9.15. 
sin 157--10/026)-26 সে.মি.) সুতরাং вс-52 সে.মি. । ] 

10. একটি অসপপূর্ণ বুরুজের পাদদেশ হইতে 120 সে.মি, দূরবর্তা কোন বিন্দুতে 
বুরুজটির শীর্ষের উন্নতিকোণ 45°; বুরুজটির উচ্চতা কত বৃদ্ধি করিলে ও একই বিন্দুতে 
শীর্ষের উদ্নতিকোণ 60° হইবে? 

11. একটি vex খুঁটির পাদদেশ অভিসুখে কোন দর্শক 225 সে.মি. অগ্রসর 
হইলে উহার 444 উন্নতিকোণ 20° হইতে পরিবর্তিত হইয়া 40° হয়; ওঁ খুঁটির 
উচ্চতা নির্ণয় কর। (দেওয়া আছে; 

cot 20' 2277 এবং cot 40-12) 

[সমাধান с চিত্র 316 20471 АВ 
হুইল бан খুটি। (м-225 সে.মি,। 
লমকোণী ত্রিভুজ ALB হইতে ০০:20. 
LB[AB এবং অপর সমকোণী fau 
. AMB হইতে cot 40" — МВ/АВ ; 

আবার L8= 2254+ MB, 

বা, AB cot 20':225-- AB cot 40°; 

স্থতরাং AB (27 —12)—225, অর্থাৎ AB =225/1'5=150 ctfi. 1) 


12. একটি তালরৃক্ষের উচ্চতা নির্ণয়ে ইচ্ছুক কোন ব্যক্তি qus পাদদেশগামী 
অনুভূমিক তলের কোন বিন্দুতে দণ্ডায়মান হইয়া দেখিলেন যে ওঁ বিন্দুতে qefa 
"ofa উন্নতিকোণ 45°; এখন বৃক্ষটির পাদবিন্দু অভিমুখে তিনি 250 সে.মি. অগ্রসর 
হইলেন এবং দেখিলেন যে 9 বিন্দুতে উন্নতিকোণ 60° হুইল। qra উচ্চতা 
এবং বৃক্ষটির পাদবিন্দু হইতে & ব্যক্তির প্রাথমিক দূরত্ব আসন্ন সে্টিমিটারে নির্ণয় কর। 

13. একটি uw পতাকা-দণ্ডের পূর্বদিকে অবস্থিত দুই স্থানে উহার শীর্ষের 
উন্নতিকোণ যথাক্রমে 45° এবং 30°; স্থান দুইটির মধ্যবর্তী দূরত্ব 10 মিটার হইলে 
পতাকাদগুটির উচ্চতা নির্ণয় কর। 


প্রশ্নমালা 11100) AL 


14. 600 সে মি. «fei উচ্চ একটি খুঁটির শীর্ষ হইতে কোন চিমনির শীর্ষের এবং 
পাদমূলের অবনতি কোণ দুইটি যথাক্রমে 30° এবং 60 চা-- 
'চিমনিটির উচ্চতা! নির্ণয় কর। i 

সমাধান £ fex 317 нілі ধরা যাক & খুঁটির শীর্ষ o 
এবং চিমনি CD— x; এখন cot АСВ — CB/AB, সুতরাং 
СВ=АВ сос АСВ =600 x cot 60° =600/ ,/3, কারণ 


(АСВ = /ЕАС=60', আবার (ап ЕАО = (ап 
30° =ЕР/ЕА বা 1/,/3-(600- х)/св =(600-х)х с 
( 43/600), সুতরাং х= 400 সে.মি ] চিত্র 2.17. 


15. 100 মিটার উচ্চ একটি স্বতি-স্তস্তের শীর্ষ হইতে উহার পশ্চিমদিকে ভূমিতে 
অবস্থিত দুইটি qua অবনতি কোণ যথাক্রমে 45° এবং 30^ ; 44 দুইটির পরস্পরের 
মধ্যে vas নির্ণয় কর। 

16. একটি 46984 হইতে উহার ঠিক দক্ষিণ অভিমুখে (түз কোন সমতল 
পথের উপর অবস্থিত পর পর দুইটি মাইল-নির্দেশক প্রস্তরের অবনতি কোণ যথাক্রমে 
45° এবং 22°; যদি cot 22/2 2:475, তবে পর্বতটির উচ্চত! কিলোমিটারে নির্ণয় 
কর। (1 মাইল. 1'6] কি.মি. ধর) 

17. 50 মিটার উচ্চ একটি {эя পাদদেশ এবং শীর্ষদেশ হইতে একটি Saw 
স্তম্ভের শীর্ষের উন্নতিকোণ যথাক্রমে 60" এবং 30° স্তস্তটির উচ্চতা নির্ণয় কর। 

18. 30 মিটার উচ্চ একটি baz খুঁটির পাদবিদ্দু এবং "Mf হইতে একটি 
বুরুজ-নীর্ষের উন্নতিকোণ যথাক্রমে 45 এবং 30°; বুরুজটির উচ্চতা এবং খুটি হইতে 
উহার দুরত্ব নির্ণয় কর। 

19. সমান উচ্চতার দুইটি ww 300 সে.মি. চওড়া একটি রাস্তার উভয় পার্শ্বে 
পরস্পর বিপরীত দিকে অবস্থিত) স্তম্ভ দুইটির মধ্যবর্তী রাস্তার উপর কোন fase 
উহাদের শীর্ষের উন্নতিকোণ যথাক্রমে 60° এবং 903 স্তম্ভ দুইটির উচ্চতা এবং 
বিন্দুটির অবস্থান আগন্ন সেট্টিমিটারে নির্ণয় কর। 

20. ঝড়ে ভাঙিয়! যাওয়! একটি বৃক্ষ মাটির সহিত একটি সমকোণী ত্রিভুজ Bom 
করিয়াছে। ভগ্ন অংশটি মাটির সহিত 30° কোপে নত এবং বুক্গ-শীর্ধবৃক্ষটির পাদদেশ 
হইতে 500 সে.মি. দূরে মাটিকে স্পর্শ করিয়াছে; বৃক্ষটির উচ্চতা নির্ণয় কর। 

21. এক আমিন একটি নদীর বিস্তার নির্ণয়ের উদ্দেশ্যে নদীটির এক তীরে কোন 
বিন্দু A তে ifr чан মধ্য দিয়া অপর তীরে ঠিক বিপরীতে অবস্থিত একটি বিন্দু 
B কে লক্ষ্য করিলেন। এখন তিনি হুবহু 00° কোণে ঘুরিয়! দাড়াইলেন এবং সোজা! 
Ас-225 মিটার দূরত্ব অতিক্রম করিয়া с বিন্দুতে আসিলেন ও যন্ত্রের সাহায্যে 
মাপিয়া দেখিলেন যে АСВ = 4820 ; নদীটির বিস্তার নির্ণয় কর। 

(প্রদত্ত: гап 48°20'=1`1237) 
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22. দুইটি সরল পথ পরস্পরকে 75 কোণে ছেদ করিয়াছে এবং এই ছেদবিন্দু 
হইতে 1 কি.মি, দূরে পথ দুইটির একটির উপর এক পরীক্ষা-কেন্দ্র অবস্থিত; অপর পথ 
হইতে পরীক্ষা-কেন্দ্রটির sfress দূরত্ব নির্ণয় 941 (ধরিয়া লও যে sin 75° 
—097)1 

23. т ব্যাসার্ধের একটি বৃত্তাকার চাকতির মধ্যে নিয়মিত দূরত্বে পরপর বৃত্তাকার 
fuz প্রস্তুত করিতে হইবে । যদি ছিদ্রগুলির মোট সংখ্যা п এবং পরপর দুইটি ছিদ্রের 
GAII দুরত্ব ৫ হয় তবে দেখাও যে 4-27 sin (180 [n) /-20 সে.মি, 
এবং n—4 হইলে d নির্ণয় <q | 


উত্তরমালা 
প্রশ্নমালা 11104) 
3. G) 1; Gü) $; Gü) $; (а) 44; (0) 0; (v) 0. 
5. (à 43/2; (i) 5. 6. () 60°; (0) 0°, 90°; (8) 45°; 
(üu) 30%; (v) 30'; (rvi) 60° 
7. (i), (8), (iv) সম্ভব নহে ; (iii) 30°, 90". 
প্রশ্নমাল। III(B) 
1. (ü) с=2,в=60°, с=30°; (ii) а-2,/2,В-с-45%; 
(iv) a=9, A=60°, с=30°. 2. (i) в=60°, b—27, с=18 43; 
(di) А-90” b=4, a=4 J2; (ü) A=90°, b=4, c=4 J3 
3. с-54,4-73,і-124. 4. в-6817, c—2143 b=98, 
6. 100 ২/3 বা 17312 (প্রায়) 8. «21042-1414 (প্রায়), с-20 
9. 12,4. 10. ৮৯111 (প্রায় ) এবং 0-32" (প্রায়) 
etaten ШКС) 
2. 1732 মি) 34:64 {4.1 3. 250 মি.। 5. 30 
6. 510 মি. 7. 810 সে.মি. 870 সে.মি.| 10. 878 সে.মি. (প্রায়)। 
12. প্রত্যেকটি 592 ста. 1 13. 1366 সেমি.। 15. 732 মি.। 
16. 1:09 কি.মি. (প্রায়)। 17. 75 {8.1 18. প্রত্যেকটি 70:98 মি.। 
19. 130 সে.মি, একটি 28 হইতে 225 সে.মি. 1 20. 866 সে.মি. (প্রায়), 


253 মি. (প্রায়)। 22. 0'97 কি.মি. | 23. 2828 сң. (প্রায়) 


4 
পূরক্ক ও УЕР কোণ 


( Complementary and Supplementary angles ) + 
সংযুক্ত (কোণ € Associated angles ) : 
সরল লেখ ( Simple graphs ) 
4l. সুচনা І 
পূর্ববর্তী অধ্যায়ে আলোচিত ত্ৰিকোণমিতিক অন্ুপাতগুলির মানের সাহায্যে এখন" 
এই অধ্যায়ে যে কোন কোণের ত্রিকোণমিতিক 59419944 মানকে প্রকাশ কর! 
হইবে। প্রথমেই ছাত্রছাত্রীদের স্মরণ করাইয়া দেওয়! যাইতেছে যে : 
যদি 0 যে কোনও কোণ হয় এবং n Чат বা খণাত্মক যে কোন অখণ্ড সংখ্যা 


হয় অথবা g হয়, তবে 
sin (0 +n.360°)= sin 0, «1 sin (0 +2nn)=sin 0; সুতরাং 


віп (2nT--0) -віп 0 cos (2nm+ 0) = cos 0 
tan (2n7--F0)- —tan 9 cot (2%5-49) сос 0 
cosec (2nm+ 0) = cosec 0 sec (21740) sec 0 
উদাহরণন্বরূপ, ts 


sin 440^ =ѕіп (360° +80°)= sin 80° 
cos 750° = cos (2.360°-Е30°) = cos 30° 


tan (- 23") = tan (৫3. 2т)-таһ т ইত্যাদি। 


এখন অন্যান্য ক্ষেত্র বিবেচন| করা হইবে 1 
(A) оч ত্রিকোণমিতিক অন্ুপাতের সাহায্যে (-0) কোণের 
ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাতকে প্রকাশ $ 
চিন্রগুলিতে 0 এবং — 0 কোণদ্বরকে আদর্শ অবস্থানে অঙ্কন কর! হইয়াছে এবং 
উহাদের সাংখ্য মান সমান। 0 কে ধনাত্মক এবং ছুই সমকোণ অপেক্ষা ক্ষুরতর 
কোণ ধরা হইয়াছে। 04% (—0)'4 জীমারেখাছয়ের উপর যথাক্রমে P এবং P' 
এমন ছুই বিন্দু mew হইয়াছে যেন ОР-ОР 991 РР যুক্ত করায় el 
X-অক্ষকে এ বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। ОРЫ এবং OP'N figs দুইটি সর্বসম, 
সুতরাং PP', *-অক্ষের উপর Ta এবং 719 চিত্রে 
OP=0P' 8 NP'= —NP ; সুতরাং 
sin (- 06) NP'[OP'— — МР/ОР= —sin 0, 
cos ( — 0) ОМОР’ — ON/OP = cos 0, 
43 
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tan (—8) = NP'[ON = — МР/ОМ = —tan 0, 

cot (—0)= ON/NP'— ON| - NP = — cot 0, 
cosec (—0) = OP'[NP'— OP/ — NP = — cosec 0, 
sec (—0)— OP'/ON — ОР[ОМ — sec 0. 


EE 
0 পাদকোণ (quadrantal angle) হইলেও উপরের хр বৈধ হইবে 
-যাঁদ না কোন ক্ষেত্রে অপেক্ষকাঁটি অসংজ্ঞাত হয়। —90 এবং 270°, —180° এবং 
180°, —270" এবং 90°, এই কোণ-যুগলগুলৈর প্রতিটি 3244-0914 যে সহ-সীমারেখ 
“( co-terminal ), এই তথ্যের সাহায্যে উপরের 91109. সত্যতা যাচাই করা যায়। 
উদাহরণস্বরূপ, 
sin (—90°)=sin 270°= _1 — sin 90, 
tan (— 180°) tan 180" 20— – tan 180°, 
cot ( —270°)= cot 90°=0= — cot 270° белімі 


(В) 94 ত্ৰিকোণমিতিক জনুপাতের সাহায্যে 90*-9) কোণের È 
অন্ুপাতের মানকে প্রকাশ £ 914% কোণ 

9 কে ধনাত্মক এবং ছুই সমকোণ অপেক্ষা! কষুদ্রতর,ধরা হইয়াছে। চিত্রগুলিতে 
“(চিত্র 4.2 দ্ৰষ্টব্য ) ө এবং (90-0) কৌোণছয়ের সীমারেখাছয়ের উপর যথাক্রমে 
P এবং Р' বিনুদ্বয় লওয়া হইয়াছে যাহাতে OP —OP' হয়। চিত্রগুলির প্রত্যেকটিতে 
ОРМ এবং OP'M |49944 সর্বসম (7. x অক্ষের উপর NP ও МР লম্ব )। 
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এখন যেহেতু ОР-ОР, ОМ--МР”, NP—OM, সুতরাং 
sin (90° — 6) = MP'|OP'—ON[OP —cos 0 
cos (90° — 6) = oM[oP'2 NP/OP —sin 0 
tan (90° — 0)= MP'[OM = ON[|NP = cot 0 
এবং অঙ্গুরূপে 
cot (90^ — 0) « tan 9, ০০5০০ (90° — 9) = sec 6, sec (90° — 0) = cosec 0. 


Ба 4.2 


মন্তব্য £ 
9 পাদকোণ হইলেও উপরের ser orat বৈধ, যাঁদ না কোন ক্ষেত্রে িকোণামাতক, 


অনুপাত অসংজ্ঞাত БЕ! স্মতরাং 
sin (90° — 0°) = sin 90° = 1— cos 0°, 
tan (90° — 90°)= tan 0°=0= cot 90, 
cos (90° — 180°) = cos ( — 90°) = cos90" — 0— sin (180-)ইত্যাদ t^ 
(C) ০ দুই সমকোণ অপেক্ষ। ক্ষুদ্রতর ধনাত্মক কোণ হইলে 90'4:0 
কোণের ভ্রিকৌণমিতিক অনুপাতগুলিকে fares অবস্থায় প্রকাশ 
( Reduction ), অর্থাৎ 0 কোণের অনুপাতে প্রকাশ : 
চিত্রগুলিতে (চিত্ৰ 4.3) 0 এবং 90" +0 কোণকে আদর্শ অবস্থানে অঙ্কন করা 
হইয়াছে এবং উহাদের সীমারেখার উপর যথাক্রমে Р এবং P বিন্দু লওয়া হইয়াছে. 
যাহাতে ор-оғ হয়। চিত্ৰগুলির প্রত্যেকটিতে д অক্ষের উপর NP এবং MP” 
ww অঙ্কিত হওয়ায় ОРМ এবং OP'M (үзаң 7474 1 এখন 


e 
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ОР= ОР”, ОМ = – NP, MP'—ON ; তাহ! হুইলে 

sin (90 --6) = MP'[OP'—ON/OP —cos 0 ` 
cos (90°+0)= 01810 - NP[OP— —sin 0 

tan (90° +-0)= MP'[OM-—0N/—NP- —cot 0 


চিত্র 4.9, 


এবং অনুরূপভাবে 
-cot (90° +06) = — tan 0, cosec (90°+0) = sec 0,sec (90° +0)= — cosec 0. 
7744): 
9 পাদকোণ হইলেও উপরের সম্পক্কগুুলি বৈধ যদি না কোন ক্ষেত্রে তিকোণামাতিক 
অন:পাতাঁট অসংজ্ঞাত হয় | উদাহরণস্বরূপ 
sin (9040) sin 90' 21— cos 0°, 
cos (90*-- 180')— cos 270°=0= —sin 180°, 
tan (90"4-270') ^ tan 360°= ғап 0°=0= — cot 270° ইত্যাঁদ। 
(D) sse কোণ £ (80-0) কোণের ত্রিকোণমিতিক 
অপেক্ষক 
সংজ্ঞা | দুইটি.কোণের সমহ্টি দুই সমকোণ হইলে কোণ দুইটিকে পরস্পর 
29,4% বলা হয়। অর্থাৎ যে কোন কোণ 64 সম্পূরক হইল 180 — 0. 


Ve - 
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9 কে ধনাত্মক এবং দুই সমকোণ অপেক্ষা "иең কোণ ধরিয়া এবং 94974 
সম্প্কগুলির সাহায্য লইয়া এখন নিয়ে প্রদত্ত সম্পক্নীল পাওয়া যায়, যথা 2 

sin (180°—0)=sin (90*4-(90' —0)}= соз (90° — 0) 5 sin 0 

cos (180° — 0) = cos {90°4-(90° — 0)}= —sin (90° —6)— — cos 0 

tan (180° —0) — tan {90°+ (90° - 0)} = — cot (90* — 0) = —tan 0 

এবং чө 

cot (180° — 0) = — cot 0, cosec (180 — 0) = cosec 0, 

sec (180° — 0)  —sec 0. 


1. 6 পাদকোণ হইলেও উপরের оја অপাঁরবাঁতত থাকিবে, যাঁদ না 
অবশ্য কোন ক্ষেত্রে অপেক্ষকটি অসংজ্ঞাত EN] যেমন 
sin (180^ 0°) =sin 180° =0= sin 0”, 
cos (180° — 90°) = cos 90” 20 — cos 90°, 
sec (180° — 180°) = sec 0°=1= — sec (180°) ইত্যাদ 1 
2. পর্ববরতাঁ сел ন্যায় চিত্রের সাহাযোও এই সম্পর্কগ্যাল প্রমাণ করা 
যায়। ছান্রছান্রীদের এইভাবে প্রমাণ কারবার চেষ্টা কারতে পরামর্শ দেওয়া যাইতেছে। 
(E) 1807--0 
біп (180°+0)=sin 190: --(907--0)- сов (90° +0)= —sin 0 
cos (1807--0) = cos {90° +(90°+0)}= —sin (90° +0) = - cos 0 
tan (180^ 4-0) = tan 1907 4-(90" --0)] — - cot (907--0) ^ tan 0 
এবং অনুরূপভাবে 
cot (180°+ 6) = cot 0, совес (180°+ 0) = ~ соѕес 0, 
sec (180" 4-0) = — sec 0. 
27449 2 
в পাদকোণ হইলে অসংজ্ঞাত ক্ষেত্র ভিন্ন আর সকল ক্ষেত্রে এই সম্পর্কগুলি বৈধ 
হইবে । যেমন 
сіп(180%4-2707) ^ sin 450° — sin (860-95) 2 sin 9)' =1= — sin 270° 
cos (180° + 180") ^ cos 360” — cos 0° =1= - cos 180, ইত্যাদি 1 
চিত্রের সাহায্যে প্রমাণের কাধ ছাত্রছাত্রীদের অনুশীলনের জন্য রাখিয়া দেওয়া হইল। 
(Е) 270+-9 এবং 270 6 
sin (270°—0)=sin (180'-F(90' —6))— —sin (90°—0)= —cos 0 
cos (270^ — 0)=cos {180°+(90° — 0)] = — cos (90° —0) — — sin 0 
tan (270° —0)=tan {180°+(90°+0)}= tan (90° — 0) — cot 0 


এবং অনুরূপভাবে 
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cot (270* — 0) = tan 0, ০০৪০০ (270°— 0)= —sec 0, 
. sec (270° — 0)= — cosec 6. 
আবার, 270" 4- 0 — 180" -- (90* 4-0) লইয়া পাওয়া যায় 
sin (270^ -- 0) = sin (180" -- (90" +0)] = = sin (90* --0)— —cos 0 
cos (270° +0)= cos {180° --(907--0)) — — cos (90^ 4-0) — sin 0 
tan (270^ --0) = tan (180 + (90°+0)}= tan (90°-+ 0)  — cot 0 
এবং অনুরূপভাবে 
cot (27049) — tan 0, cosec (2707 --0) = - sec 0, sec (270%--0) 
= соѕес б. 
টাক।। ছাত্রছাত্রীরা паба মন্তব্যগুল াখবে, চিত্রের সাহায্যে এই সম্পর্ক- 
শালি প্রমাণ কাঁরবে এবং পাদকোণের TEANTA আলোচনা কাঁরবে 1 


42. নিয়তর অবস্থায় আনয়নের সাধারণ সুত্র ( General reduction 
formula ) 
এখন নিয়ের সাধারণ কাধকরী নিয়মটি স্থত্রের আকারে প্রকাশ করা যায়। 
বিষয়টির পরবর্তী অগ্রগতির ক্ষেত্রে ইহার প্রয়োজন হইবে । 
নিয়ম $ ৮যে কোন কোণ হইলে ( п. 906 ) বা (n. FEO) এর যে কোন 
'্রিকোণামাতক অনুপাতের পরম সাংখ্যমান 
G) ó কোণের একই আপেক্ষকের 2165 সমান হইবে, যাঁদ n যুগ্ম অখণ্ড 
‚ সংখ্যা বা শুন্য হয়। 
Gü) ০ কোণের অনুরূপ সহ-অপেক্ষকের সাঁহত সমান হইবে, যদি л 
“ӨЯ অখণ্ড সংখ্যা হয় 1 
0 ধনাত্মক жоқпа ধরলে (n pe) যে পাদতে থাকিবে সেই পাদতে প্রদত্ত 
অপেক্ষকের যে 156 হওয়ার কথা, উপরের হিসাব অন:সারে প্রাপ্ত অপেক্ষকাঁটরও সেই 
চিহ্ন হইবে। 
নিয়মাটির সত্যতা যাচাই করা যাক: p n কে যে কোন অখণ্ড সংখ্যা ধরলে ইহাকে 
4m, 4m+1, 4m-F2, 4т-Е3 এর কোন না কোন একট আকারে লেখা যায়__ 
এখানে m হইল শুন্য সহ কোন অথ'ড সংখ্যা । প্রাসঙ্গিক বিষয়গুলি বিবেচনার 
স্মবিধার জন্য n কে এইরূপ আকারে লওয়া হইয়া থাকে__পরবতাঁ আলোচনা হইতে 
ইহা বুঝা যাইবে 1 
(a) ধর! যাক্‌ n-4m; তাহ! হইলে 
sin (п.4л-Ь0)-зіп (4777 +0)=sin (2mn+ 0)= sin 0 
віп (n.1z —0) 510 (2mm —0) -віп (—5)— —sin 0 
cos (n.d1--6) cos (2mm--0) = cos 0 
cos (п.4л-0)-сов (2т1-0) =соѕ (-0)-сов0, ইত্যাদি। 
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(b) যখন ॥= 4741, তখন ) 
біп (п4л--0)-віп {(4m+1).4r+0}=sin riri) 
= віп (47+ 0) =соѕ 0 
sin (n.n 0) sin (ёл – 0)=cos 0 i 
cos (n. +0)= cos (&т+0)= —sin 0 
cos (п.йт– 0) =соз (т 0) =віп 0, ইত্যাদি i 
(c) যদি n=4m+2 হয়, তবে 
sin (п.4л--0)-віп (4m. 2).37 6] sin (2mn -- 1 -- 0) 
=sin (m+ 0)= —sin 0 
sin (п4л-0)-віп (7 —0)= sin 0 
cos (n.4n+0)= cos (п+0) = — cos 0 
cos (n.3a – 0) = cos (T — 0)= — cos 0, ইত্যাদি। 
(d) ধরা থাক্‌ n=4m+3, তাহা হইলে 
sin (п.4л--0)-віп (4т-Ғ3)4т--0)-віп (2тл+йл+0) 
= sin (§m-+0)= —cos 0 
зіп (п.л 0) = іп (Bn — 0)= —cos 0 
cos (%.47 4-6) cos (š+ 0) sin 0 
cos (n.r 0) =соѕ (m 0) = -sin 0, ইত্যাদি। 
অন্যান্য were এখন সহজেই নির্ণয় কর! যাইবে ও যাচাই কাধ У" 
কর! যাইবে। লক্ষ্য করা যাইবে যে এ পর্যন্ত আলোচিত সমুদয় কোণেরই সাহায্য 
এখানে গ্রহণ কর! হইয়াছে। 
এখন কতিপয় উদাহরণ সহযোগে বিষয়টিকে «fango করা যাক, যথাঃ 
sin (5.470) = cos 6, cos (6.4л+0) = - cos 0, tan (7.4m +0) 
= — cot 0, 
cot (8.47--0) сов 0, cosec (9.4т--0)-вес 0, sec (10.37 +0) 
= = вес 0, 
sin (11.47 – 0) = - сов 0, cos (122- 6) -сов 0, 
tan (13.47 — 0)=cot 0, 
сос(144л-0)- - cot 0, cosec (15.4л- 0)= ~ sec 0, 
sec (16.3 — 0) sec 0, 
sin (0—4n)=sin (— (7 — 9)) ^ — sin (4n —0)- — cos 0, 
sin 130°= sin (2.90° — 50") sin 50” 
9, =віп (90°+-40°)= соз 40” 
cos ( — 680°)= cos ( — — 680° +2.360°)= cos 40° 
বা). cos 680° = cos (2.360 — 40°) = cos 40* 


4 [fat] 


50 


1. 
যাইবে 1 


54% কোণ ও সম্পূরক কোণ 


tan 325° = tan (4.90° — 35") - — tan 35° 


41, —tan (3.90°+55°)= — cot 55° 
cos 675° = cos (8.90° —45*) 2 cos 45° =1/ /2. 


cot 585° = cot (6.90* 4-45") - cot 45^ —1. 


sin 330° —sin (4.90 -30) 2 —sin 30'— — 1/2. 
tan 210° —tan-(2.90" --30*) - tan 30^ —1/ ,/3. 


প্রশ্নমালা IV 
নিয়ে (a) তে প্রদত্ত ভ্রিকোণমিতিক অন্ুপাঁতগুলির মান (b) তে পাওয়া 
(6) হইতে পর পর একটি করিয়া মান লও এবং উহাকে, যেখানে সম্ভব, 


(a) তে প্রাপ্তব্য অনুরূপ অঙ্থুপাঁত বা অন্থপাতসমূহের সহিত যুক্ত ( associate ) কর। 
দৃষ্টান্ত হিসাবে যেমন (b) হইতে 0 কে লইয়া উহাকে (a) তে প্রদত্ত sin 0 এবং 
cot 990° এর সহিত নিয়প্রকারে যুক্ত কর যথা : 


(a) 


(b) 


sin 0—0, cot 99020 ; 

sin 0, сов 60°, sin 960°, tan 45°, sin 390% cot 315°, 
sin (— 870°), sec 900°, cos 780”, совес 675°, sec (— 675°), 
tan (-855), совес (-660), сов (840%, tan 1110”, 
cot 990°, cos 1125", совес (765°), sec (1575), sin 150°, 
cos 960", tan ( — 125°), sec 1305“, sin 855°, cosec (25716), 
sin (157/4), — cot(167/3, ^ sec(—157/4), sec (7n[3), 
cot (237/4), соё (77/3), sin (— 117/4), совес (167/3), 
sec (37-37), cos (фл — 49), cot (1/6), sec (৪14), cot (57/6), 
cosec (57/6). 

0,$, 4, 1/ J2, 43/2, 1,2, -6 —4, -1/ м2, — ,/3/2, —1, 
2, ,/3, — 4/9, 1/,/3, LAB, Jo, — 4/2. 21,485 8,158, 
-2/ V3. 


(b) তে কি এমন মান আছে যাহাকে (a) তে প্রদত্ত কোন অন্ুপাতেরই সহিত 
যুক্ত করা যায় না? যদি থাকে, তবে উহাদের সংগ্রহ করিয়া দেখাঁও। 


2. 
sin 


প্রত্যেকটিকে ধনাত্মক সুন্মকোণের অপেক্ষকরূপে দুই প্রকারে প্রকাশ 44: 
140°, tan 165”, соѕес 865°, sec 250°, cot 930°, cos (— 680°), 


tan 1000*. 
[ সমাধান š sin 140" —sin (2,90%- 40°) =вїп 40° বা, —sin(90" 4-507) 


[উঃ 


—cos 50°. 
—tan 15°], —cot 75°; совес 35° বা, вес 55%; —sec 70% 4), —coseo 20°; 


cot 30° 41, tan 60%; cos 40? qj, sin 50°; — tan 80° 41, — cot 10°. | 
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3. п4474% 5144146 যে কোন অখণ্ড সংখ্যা অথবা শূন্য হইলে দেখাও যে 

(ü) sinmr-0; (а) соѕлл=(— 1)"; 

(i) sin (27745) =ѕіп <; (iv) cos (nr4-x) 2 (-1)" cos <; 

(v) tan(nr-X)— —tan <; (wi) sin (nz-F«)—(— 1)" sin <. 

[ GD এর সমাধান ঠ cosz—--1-2(-1!) сов2л-і1-(-1)2, 
cos 37 —12(—1)8, = = =, cos 0.z=1=(- 1)9, cos(—7) —cos m, 
=—1=(—1)7ї; соз(-2л)-соз 2721-2(-1)2, = 2 west] 

4. A+B+C=rT হয়) তবে দেখাও যে 
(2) sin (B+C)=sin A; (И) sin Қв--с)-сов А; 

(їй) соз (В+С) = -cos А; (iv) cos (в--с)-віп А; 
(v) tan (B--c)2 —tan А; (vi) tan 4(8-FC)— cot A. 
Г Go) এর সমাধান? B--C—7—A, cos (B +C)=cos (7 – А) 
—cos (à7— 4A)— sin šA, ] А 


5. А,В, ০ কোন сем কোণ হইলে প্রমাণ কর যে 

(i) соғ(в-Ес)--сосА; (ü) cot (в--с)-бап А; 
(iii) соѕес (В8--С)--созес А; (i) cosec 2(в--с)-зес šA; 

(v) sec (в-ЕС)--вес А; (vi). sec $ (B+c)=cosec А. 


6. 0 কোণের যে সমস্ত ধনাত্মক এবং 360° অপেক্ষ! 494 মানে sin 0— -$ 
হয়, সেইগুলি নির্ণয় #4: 

[সমাধান s তৃতীয় এবং চতুর্থ পাদতে sine মান খণাত্মক। aqa sin А-4 
হইলে А=30°; আবার sin (180°+30°)= —sin 30°= —3 5450-2107; 
পুনরায় sin (360° — 30°) = —sin 30°, স্থৃতরাঁং 8-330". 1 

7. ০৪36০, এই শর্তে নিয়লিখিত সমীকরণ হইতে өя মান 41 মানসমূহ 
নির্ণয় কর £ 

(3) „соз. 9021/2; (ii). tan 0-1; (iii) вес?0-2; 

(iv) cot 0= —tan 305°. 
[উঃ (i) 45°, 315°; Qi) 45°, 295%; (Hi) 45০ 185°, 295°, 315°; (iv) 35°, 
915°. ] 

8. প্রমাণ কর যে 

(i) sin (780°) cos (390°)+ cos (300%) sin ( 330") = cos 360” 

(ü) sin 405° cos 300+- cos 420° sin 585°= sin 45° 
(iii) sin 250^--tan 290?--cot 200°+cos 340°=0 
9. দেখাও যে 
in?(7--0) со5%(-6) tan (27-60) sec?(m— 60 
int SED SM ER) o 8 s 259 এর মান 0 বজিত। 
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10. সরল কর : 
০০96০ (П- А) сов(-А) сов ($T +A) вес ( — A) tan (T — A) 
вес (Т-ҒА) соз (%4-А) вес (21-ҒА) sin (T+A) cot (37 — А) 
[93 соғео? А, 2 ] 


এবং A= হইলে ইহার মান নির্ণয় কর। 
11. কোন ত্রিভুজের কোণ তিনটি A, B, C হইলে প্রমাণ কর যে 
(i) cos (A+8)+cos с=0; (i) cot (4287০) cot B; 
(ïi) sin (А+В) – cos С-сов (A--B)-Fsin С; 
(iv) tan (B-FC)--tan (C--A)--tan (A+B) 
Ç = (ап (m — A)--tan (27 — B)--tan (37- с) 
12. যদি tan 25°=a হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
(i) tan 155° —tan n5 1 -а? : 
l-tan 155” tan 115 2a 
(i) tan 205° —tan 115° 1-a? 
tan 245'-Ftan 335° 1-а? 
13. নিম্নলিখিত সমীকরণগুলি সমাধানপূর্বক 0 নির্ণয় কর, যখন 0<0<2л £ 
(а) 25109 0+3 cos 6-0; (b) 3 (вес? 0--tan? 0)-5; 
(c) cot? 0-Fcosec? 0—3 ; (d) 2 cos? 0+4 sin? 0—3. 


[উঃ (j) 27/3, 47/8; (b) 7/6, 51/6, 77/6, 11516 ; (с) এবং (d) alt, 8л]4, Бл. 


Talt.) 


43. অপেক্ষকমূলক বিবরণ ( Functional representation ) 2 লেখ 
( Graph ) : 

এখন যে কোন কোণের ত্রিকোণমিতিক অনুপাতের মান নির্ণয় সম্ভব । ইহার 
জন্য কেবল প্রয়োজন, পরিবর্তনশীল কোণ 09 মান 0 হইতে ধেমন পরিবর্তনের মধ্য 
দিয়। 27এ আসিবে, 64 কোন ত্রিকোণমিতিক 05991094 মানের sms 
পরিবর্তনগুগি সেই সেইভাবে (804541 করা । অন্য কোন কোণের জন্য usce 
নৃতন কোন মান পাওয়া যাইবে না । ইহা উল্লেখ কর! নিশ্রয়োজন যে 0 কে আদর্শ 
অবস্থানে লইলেও প্রশ্নটির সাধারণ প্রকৃতির কোনরূপ হানি হয় 411 ইহাও লক্ষণীয় 
যে O'3 মান 0 অথবা 2л হইলে কোন ত্রিকৌণমিতিক অনুপাতের মান অবশ্তই একই 
হইবে, যদি অবশ্য উহা বিদ্যমান হয়। 


শীর্ষ ০ কে কেন্দ্র করিয়া একটি বৃত্ত অঙ্কন করা হইল উহা! 9 কোণের প্রারম্ভিক 
অর্ধ-রেখা ox কে A বিন্দুতে, %-অক্ষকে ধনাত্মক দিকে B বিন্দুতে, ১-অক্ষকে খণাত্মক 
দিকে А বিন্দুতে, +-অক্ষকে 44145 দিকে в’ বিন্দুতে এবং 04 সীমারেখাকে P 
বিন্দুতে (চিত্র 4.4) ছেদ করিল। ১-অক্ষের উপর PN লম্ব আকা হইল। NP 
এবং ON অংশদ্বয় হইল নিয়ন্ত্রিত বা দিক-নির্দেশিত (directed) রেখাংশ 1 
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‘যেহেতু ОР ব্যানার্ধের পরিমাণ ইচ্ছামত লওয়া যায়, 99415 বিষয়টির সাধারণ প্রকৃতির 
কোন ক্ষতি না ФП ( without loss of generality ) ধরা যাইতে পারে 
০৮]. তাহা হইলে প্রতি ক্ষেত্রে 

sin 0 = МР/ОР = NP, cos 0 
-ОМ/ОР-ОМ, এবং sin 0 
এবং cos ধনাত্মক বা খণাত্মক 
হইবে যখন N° বা ON ধনাত্মক 
বা খণাত্মক হইবে । এখন নিয্ন- 
লিখিত বিষয়টি লক্ষ/ করিতে হইবে £ 

যখন 0-0, তখন Р বিন্দু A 
বিন্দুর সহিত মিলিয়া! যায়, NP = 0, 
ON=1, 

afr 0-іл হয়, তবে P বিন্দু 
B বিন্দুর সহিত মিলিয়৷ যায়, 
NP =1, ОМ--0; 

যখন 0=T,%4 P বিন্দু & বিন্দুর সহিত মিলিয়া যায়, NP =0, oN= -1; 

যদি 0—37 হয়, তবে P বিন্দু ৪ বিন্দুর সহিত মিলিয়! যায়, NP = —1, ом=0. 

এখন কোন বিন্দুর সন্নিহিত 41 কাছাকাছি অঞ্চল ( neighbourhood ) এবং 
নিরবচ্ছিন্নতা (continuity ) বলিতে কি বুঝায় সে সম্পর্কে কিছু ধারণা থাকা 
প্রয়োজন। লেখকছয়ের ‘ক্যালকুলাস’ বা কলন গ্রন্থে এ বিষয়ে আলোচন! কর! 
হইয়াছে__ছাত্রছাত্রীদিগকে বিষয়টি সংক্ষেপে পড়িয়া লইতে পরামর্শ দেওয়া যাইতেছে। 

বৃত্তটির পরিধি বরাবর P বিন্দু যখন A হইতে B's অভিমুখে নিরবচ্ছিন্নভাবে 
(continuously ) অগ্রসর 5291 B তে আসে, তখন 04 মান নিরবচ্ছিন্নভাবে 
পরিবতিত হইতে হইতে 0 হইতে іп হয়, NP দৈর্ঘ্য 0 হইতে নিয়ত ক্রমবরধমানহারে 
( monotonically ) বুদ্ধি পাইয়া 1 হয় এবং ON স্থিরগতিতে (steadily ) 1 
হইতে ধীরে ধীরে হ্রাস পাইয়া 0 হয়। ইহার অথ, sin 0(=NP) 0 হইতে নিয়ত 
ক্রমবর্ধমানহারে বৃদ্ধি পাইয়া 1 হয় এবং cos 9(- ом) নিরবচ্ছিন্ভাবে 1 হইতে হ্রাস 
পাইয়া 0 হয়। 

পরিধি বরাবর নিরবচ্ছিন্নতাবে আরও অগ্রসর হইয়া P যখন В হইতে / বিন্দুতে 
আসে তখন 9 নিরবচ্ছিন্নভাবে dm হইতে বৃদ্ধি পাইয়া গর এর সমান হয়, sin 0 
(=NP) স্থিরগতিতে 1 হইতে ধীরে ধীরে হ্রাস পাইয়া 0 হয় এবং cos ((— ON), 
নিয়ত ক্রমবর্ধমানহারে ( monotonically ) 0 হইতে হ্রাস পাইয়া -1 হয়। পরে 
P যখন А হইতে в” বিন্দুতে একইভাবে আসে, তখন ০'র মান л হইতে নিরবচ্ছিন্ন 
ভাবে বৃদ্ধি পাইয়া 2л হয়, sin 04 মান 0 হইতে নিরবচ্ছিন্নভাবে হ্রাস পাইয়া _1 হয় 
এবং cos 9'র মান —1 হইতে নিরবচ্ছিন্নভাবে বৃদ্ধি পাইয়! 0 হয়। পরিশেষে P 
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844 একইভাবে в” হইতে A বিন্দুতে আসে, তখন 64 মান Pm হইতে নিয়ত 
ক্রমবর্ধমানভাবে বৃদ্ধি পাইয়া 27 sin 0(=NP)4 মান —1 হইতে স্থিরগতিতে 
ধীরে ধীরে বৃদ্ধি 419810 হয় এবং cos ((— ON)s মান 0 হইতে নিয়ত ক্রমবর্ধমান- 
ভাবে afa পাইয়া 1 হয়। 
tan 04 ক্ষেত্রে 
tan 6 = NP/ON, যখন ON =0 নহে 

যখন 6—0, তখন NP—0, ON—1, স্থতরাং tan 0—0 

যদি o—im হয়, তবে NP —1, ON —0, 955415 tan 9 বিদ্যমান 8% 

যখন 0-7, তখন NP—0, ОМ---1, স্থতরাং tan 6-0 
এবং যদি б=т হয়, তবে NP = —1, ОМ-0, স্থৃতরাং tan 0 বিদ্যমান নহে। 

যখন 0 স্থিরগতিতে 0 হইতে ধীরে ধীরে বৃদ্ধি পাইয়া іл হয়, তখন NP দৈর্ঘ্য 0 
হইতে নিয়ত ক্রমবর্ধমানত!বে বৃদ্ধি পাইয়া 1 হয় এবং ON নিয়ত ভ্রমবর্ধমানভাঁবে 
1 হইতে হ্রাস পাইয়া 0 হয়, সুতরাং 04 মান যখন dm এর অতি নিকটে আসে, 
tan 9 তখন 0 হইতে নিরবচ্ছিন্টভাবে বৃদ্ধি পাইতে পাইতে একটি অতি বৃহৎ ধনাত্মক 
মান প্রাপ্ত হয়। অবস্থাটিকে বর্ণনাচ্ছলে এইভাবে লেখ! হইয়। থাকে যে 0 যখন 0 
হইতে নিরবচ্ছিন্নভাবে বুদ্ধি পাইয়! 17 হয়, tan 9 তখন 0 হইতে নিয়ত ক্রমবর্ধঘান- 
ভাবে বৃদ্ধি পাইয়। ০ হয়, কেবল 0= g হইলেই tan 0 তখন অসংজ্ঞাত হইয়া যায়। 


[টকা । কোন পারবর্তশীল রাশি (variable) z>, এই প্রতীকটির 
অর্থ হইল, x এর ক্লামক ( successive ) TANT পরিশেষে ( ultimately) যে 
কোন মনোনীত রাশি ( chosen quantity ) অপেক্ষা বৃহত্তর S31 যাইবে এবং 
বৃহত্তর থাকিয়া যাইবে, তা এ মনোনীত রাশি যত বৃহৎই হউক না কেন। UM 
ভাবে যদ x পরিশেষে যে কোন প্রদত্ত সংখ্যা অপেক্ষা ক্ষ:দ্রতর হইয়া যায় এবং 
ক্ষুদ্রতর থাকিয়া যায়, তবে বলা হয় যে х о ; উপরে প্রতীক = কে এই 
অর্থে ব্যবহার করা হইয়াছে । ] 


যে ক্ষেত্রে 9 স্থিরগতিতে ধীরে ধীরে d হইতে বৃদ্ধি পাইয়া л হয়, অনুধাঁবনের 
স্থবিধার জন্য উহাকে বিপরীত দিক হইতে বিবেচনা কর! যাক, অর্থাৎ এইভাবে শুরু 
করা যাক্‌ যে 9'র মান л হইতে হ্রাস পাইয়া 17 এর দিকে আদিতেছে। যখন =n, 
তখন tan 0-0 এবং দ্বিতীয় পাদতে tan 0 খণাত্মক। gaie যখন > 
নিরবচ্ছিন্নভাবে т হইতে হাস পাইয়া іт হয়, তখন NP স্থিরগতিতে ধীরে 850) 
হইতে বৃদ্ধি পাইয়া 1 হয় এবং cos 0 নিয়ত ত্রমবর্ধমানতাবে -1 হইতে বৃদ্ধি পাইয়া 
0 হয়, যাহার ফলে tan 0 স্থিরগতিতে 0 হইতে হ্রাস পাইতে পাইতে — হয়। 
প্রকারান্তরে বলা যায়, 9 যখন іл হইতে নিয়ত ত্রমবর্ধমানভাবে বুদ্ধি পাইয়া z হয়, 
tan Ө তখন স্থিরগতিতে - হইতে বৃদ্ধি 913410 হয়, কেবল যখন 0— i7, 
tan 0 তখন অসংজ্ঞাত! 
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একই প্রকারে দেখ! যায় যে 0 যখন л হইতে নিরবচ্ছিন্নভাবে বৃদ্ধি পাইয়া 37 হয়, 
tan 0 তর্থন স্থিরগতিতে 0 হইতে বুদ্ধি পাইতে পাইতে c হয় এবং উহা! অসংজ্ঞাত 
হইয়া যায়, যখন б=т হয়। আবার যখন 04 মান т হইতে নিরবচ্ছিন্নভাবে বৃদ্ধি 
পাইতে পাইতে 2л হয়, tan 0 তখন — c» হইতে নিয়ত ক্রমবর্ধমানভাঁবে বৃদ্ধি 
পাইতে পাইতে 0 হয়, কেবল যখন 0= Em, tan 0 তখন অসংজ্ঞাত। 

[টাকা। লক্ষ্য কারতে হইবে যে 6 যখন &ু অপেক্ষা ক্ষদ্রতর মান হইতে বৃদ্ধ 
পাইতে পাইতে іл এর nÈ নিকটে ( sufficiently close ) আসে, তখন tan 0 
ধনাত্মক অতিবৃহৎ মান প্রাপ্ত হয়, [কিন্তু 0 যখন LT 'অপেক্ষা বৃহত্তর মান হইতে ETÀ 
পাইতে পাইতে jT এর যথেষ্ট নিকটে আসে, tan (^4 পরম সাংখ্যমান তখন আঁত 
বৃহৎ, কিন্তু উহা ঝণাত্মক। আবার tan 1л হইল অসংজ্ঞাত। সুতরাং বলা যায় 
যে 9 যখন প্রথম পাদ হইতে іл এর মধ্য দিয়া নিরবাচ্ছন্নভাবে যাইয়া, দ্বিতীয় পাদতে 
প্রবেশ করে, তখন tan 6’র মান 0— 8705 কোন মান গ্রহণ না Q হঠাৎ লক্ষ 
দিয়া + হইতে-০ হয়। এই অবস্থায় বলা হয় 0-1 হইলে tan ৪'র মানে 
বিচ্ছিন্নতা ( discontinuity ) বা বরাত ( break ) ঘটে 1 0 = л হইলেও অনুরূপ 
'বাচ্ছিনতা ঘটে 1 595954 ধারণার জন্য কলন গ্রন্থ দ্রষ্টব্য | | 

cot 0,cosec 0 এবং sec 03 ক্ষেত্র 5942141 হিসাবে ছাত্রছাত্রীদের wg রাখিয়া 
দেওয়া হইল | তবে বিবেচনালন্ধ সমগ্র তথ্যকে তালিকার আকারে নিয়ে দেওয়া হইল | ^ 


তালিকা 5 
৪ বৃদ্ধি পায়] 0 হইতে іт ন হইতে т т হইতে іл 4т হইতে 2m | বিচ্ছিন্নতা? 
যখন 
вїп 0 0 হইতে 1 এ বৃদ্ধি | 1 হইতে 005 হাস] 0 হইতে -14 | –1 হইতে 0তে না 
হান বৃদ্ধি 
соз 0 1 হইতে 0তে gi | 0 হইতে -1এ —1 হইতে 005 | 0 হইতে 144% না 
হাস বৃদ্ধি 
tan 0 0 হইতে সীমাহীন | বৃহৎ খণা আ্বক মান 0 হইতে সীমাহীন] বৃহৎ 44146 মান me 
বৃদ্ধি হইতে ০তে বৃদ্ধি বৃদ্ধি হইতে 0তে বৃদ্ধি 
(0 হইতে+০০) | (- হঈতে 0) | (0 হইতে +оо) | (- হইতে 0) 


ooto | বৃহৎ ধনাত্মক মান | 0 হইতে নীমাহীন| বৃহৎ ধনাত্মক মান | 0 হইতে সীমাহীন] 0, গতে 
হইতে 0তে হাস হান হইতে ০তে হান হান 
(+o হইতে 0) | (0 হইতে -০০) | (%592%% 0) | (0 হইতে -০০) 


совес @ | বৃহৎ ধনাত্মক মান | 1 হইতে সীমাহীন] বৃহৎ 41144 মান | —1 হইতে লীমা- | 0, গতে 
হইতে La হাস বৃদ্ধি হইতে -1এ বুদ্ধি | হীন হাস 


(+o হইতে 1) | (1 হইতে+-০) | (79 হইতে _1)| (-1 হইতে-০) 


sec 0 | 1 হইতে সীমাহীন | বৃহৎ খণাত্মক মান | —1 হইতে সীমা- | বৃহৎ ধনাত্মক মান | ঈদ, 2705 
বৃদ্ধি হইতে -1এ বৃদ্ধি] হীন হাস হইতে 1এ হাস 
(1 হইতে +০০) | (оо হইতে-1 | (-1হইতে-০০)) (+০০ হইতে 1) 


56 514% কোণ ও সম্পূরক কোণ 
অপেক্ষকের DARA (অনুচ্ছেদ 2:5 দ্রষ্টব্য ) এবং লেখ ( Functio- 


nal representation and Graph ) 


এখন 25] 378 হইয়াছে যে 

x, কোণের রেডিয়ান মান হইলে y=sin x হইল x এবং y এর মধ্যে একটি 
অপেক্ষকমূলক সম্পর্ক, কারণ যখনই x এর কোন বাস্তব মান ধার্য করা হয়, sin x এর 
একটি অনন্য (unique) মান নিরূপণ করা যায়। এখানে অপেক্ষকটির কার্ষকারিতার 
এলাকা (domain of definition ) হইল সমুদয় বাস্তব মানের cub! অন্ুরূপে 
7৯০০9 x হইল x এর প্রত্যেক বাস্তব মানের ক্ষেত্রে কার্যকরী ox এর একটি 
অপেক্ষক। 20৪০. এবং у=ѕес х, ইহারাঁও x এর অপেক্ষক, যাহারা কেবল 
х=(2п+1) т (যেখানে n অখণ্ড সংখ্যা) এই সম্পৰ্ক প্রদত্ত x এর মানসমূহ 
ব্যতীত х এর আর প্রত্যেক বাস্তব মানের ক্ষেত্রে কার্ষকরী। আবার, x nT (n 
অখণ্ড সংখ্যা ) হইতে x এর যে মানসমূহ পাঁওয়া যায় সেইগুলি ভিন্ন x এর আর সকল 
বাস্তব মানের ক্ষেত্রে কার্যকরী x এর অপেক্ষক হইল у= cot x এবং у=созес x. 
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অপেক্ষকের চিত্ররূপ ও লেখ 57 


অপেক্ষকগুলির রূপচিত্র বা লেখ অঙ্গনের জন্য উহাদের যে মানগুলি সাধারণভাবে 
জানা আবশ্যক তাহাদের একটি তালিকা পূর্বপৃষ্ঠায় প্রদত্ত হইল । কোন কোন ক্ষেত্রে 
আসন্ন মান দেওয়া আছে, কিন্তু লেখগুলি কমবেশী 049% হইবে । অবশ্য эте 
লেখটি অঙ্কন করিবার জন্য ছাত্রছাত্রীদের যথেষ্ট সংখ্যক বিন্দু সংস্থাপিত করিতে হইবে | 


একক 41 স্কেল (5০816) 4-অক্ষ বরাবর 12টি ক্ষুদ্রতম বর্গের বাহুসমষ্টিকে 
т এবং 7-অক্ষ বরাবর 4টি ক্ষুদ্রতম বর্গের বাহুদমষ্টকে এক ( unity ) ধরা হইল 1 
ছাত্রছাত্রীর! ইচ্ছা করিলে অন্য একক লইতে পারে। 


(A) y-sin х এর লেখ 
লেখটি 4.5 চিত্রে প্রদণিত হইল 


І. যেহেতু sin (27--x)-sin x, সেইজন্য অপেক্ষকাঁট নিয়ামত 27 
বাবধানে (period) বারংবার পুনরাবৃত্ত (periodic) 541 [ কার্ধকারতার 
এলাকা 5998 х এর 200916 মানের জন্য যাঁদ f (etk) = f(x) হয়, তবে বলা হয় 
যে f(x), নিয়ামত b ব্যবধানে, বারংবার পুনরাবৃত্ত হয় 0] 

2. অপেক্ষকটি দুই প্রান্তীয় (extreme) মান 1 এবং —1 এর মধ্যে দুলিতে 
ATT (oscillates ) |. মধ্যমান ( median value ) হইতে দোলনের পাঁরমাণকে 
বিস্তার ( amplitude ) বলা হয় এবং এখানে Q বিস্তার হইল 1 ( опе)! 

3. অপেক্ষকাটর মান শুন্য হয় ( vanishes ), যখন х=0,+ r, + 2m, £97, 
s ইত্যাদি 1 

4. এ এর প্রত্যেক বাস্তব মানের ক্ষেত্রে অপেক্ষকাট সংজ্ঞাত ( defined ) এবং 
এর মান- 2л হইতে বৃদ্ধি পাইতে পাইতে যখন іл হয়, উহার মান তখন —1 
হইতে নিয়ত ক্রমবর্ধমান ভাবে বৃদ্ধি পাইতে পাইতে ( increasing monotonically ) 
1 হয়, আবার যখন iz হইতে বৃদ্ধি পাইয়া іл এ আসে, তখন উহা 1 হইতে 
নিয়ত ক্রমবর্ধমানভাবে হাস পাইতে পাইতে (decreasing monotonically ) - 1 
মান গ্রহণ করে। ইহার আবিচ্ছিনন গাতপথে অনুরূপ ব্যবধানে ইহা একইরূপ আচরণের 
( same behaviour ) পুনরাবৃত্তি ঘটায় 1 

এখানে দস্টান্ত বসাবে 0. এবং 2744 অন্তর্বতাঁ অংশাঁটও লওয়া যাইত 1 এ 
সম্পর্কে পূর্বে আলোচনা করা হইয়াছে। «қа 98414184 ব্যবধান হইত 27 
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হইতে 4m, -2л হইতে 0, --* ইত্যাঁদ। অন্য কোন উপযুক্ত ব্যবধান লইলেও 
উদ্দেশ্য সিদ্ধ হইত 1 


(B) ২০০৪ x এর লেখ 

লেখটি 4.5 চিত্রে অঙ্কিত হইল | 

অপেক্ষকটি নিয়মিত 27 ব্যবধানে বারংবার পুনরাবৃত্ত হয়। ইহ! 1 এবং -1 এর 
মধ্যে দোদুল্যমান এবং বিস্তারের পরিমাণ 1 (one): х= іл, £m, 4$, ..., 
প্রভৃতি হইলে অপেক্ষকটির মান 49 হয়। % এর মান 0 হইতে বুদ্ধি পাইয়া ma 
আপিলে লেখটি 1 হুইতে নিয়ত ক্রমবর্ধমানভাবে হাঁস পাইয়া _1 এ আসে এবং x 
যখন л হইতে বৃদ্ধি পাইয়া! 27 এ আসে, তখনলেখটি - 1 হইতে নিয়ত ক্রমবর্ধমানভাবে 
বৃদ্ধি পাইয়া la পৌঁছায়। আপন নিরবচ্ছিন্ন গতিপথে উহা অনুরূপ ব্যবধানে একই 
প্রকার আচরণের পুনরাবৃত্তি ঘটায়। 


(C) y-tan x 44% y —cot এর লেখ 


তালিকা 5 এবং 6 বিবেচ্য। লেখ দুইটি যথাক্রমে 4.6 চিত্রে এবং 4,7 চিত্রে 
অঙ্কিত হইয়াছে। 


৯০০1 x 


চিত্র 4.6. চিত্র 4.7. 


y=tan x এবং у= соб х নিয়মিত m ব্যবধানে বারংবার 985148 হয়। 
X—(Zn--1)im (যেখানে n অখণ্ড সংখ্যা ) enne x এর মানসমূহ ব্যতীত x এর 
আর সকল মানের ক্ষেত্রে p—tan x সংজ্ঞাত; আবার х= ил (যেখানে n অখণ্ড 
সংখ্যা) প্রদত্ত x এর মাঁনগুলি ভিন্ন «এর আর অন্যান্য সকল বাস্তব মানের জন্য ye 
cot z সংজ্ঞাত Г 4 এর মান —i7 হইতে বৃদ্ধি পাইয়া i হইলে অথবা i হইতে 
fm হইলে у= ап x নিয়ত ক্রমবর্ধমানভাবে — = হইতে বৃদ্ধি পাইতে পাইতে += 
হয়। আর x যখন 0 হইতে বৃদ্ধি পাইয়া গ অথবা л হইতে বৃদ্ধি পাইয়া 27 হয়, 
у= соё x তখন = হইতে নিয়ত ভ্রমবর্ধমানভাবে হ্ৰাস পাইতে পাইতে — o এ 
আসে 1 এইরূপ নির্দিষ্ট ব্যবধানে হইতে থাকিবে। 
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(D) у-совес x এবং y —sec x এর লেখ 
চিত্র 4.8 এবং চিত্র 4.9 দ্রষ্টব্য । 
| p= cosec x এবং y=sec x নিয়মিত 27 ব্যবধানে বারংবার 949148 হয়। 
x cnm (% অখণ্ড সংখ্যা ) হইতে প্রাপ্ত x এর মান ব্যতীত x এর আর সকল মানের 


y-cosec x 


চিত্র 48, চিত্র 4.9, 
ক্ষেত্রে у= ০০5০০ x নিরবচ্ছিন্ন, আর х= (2n--1).37 (॥ অখণ্ড সংখ্যা) হইতে প্রাঞ্চ। 
x এর মানগুলি ব্যতীত « এর আর সকল মানের ক্ষেত্রে p sec x নিরবচ্ছিন্ন V 
ছাত্রছাত্রীরা এখন লেখ দুইটি হইতে অপেক্ষকদ্বয়ের আচরণ নির্ণয় করিবে । 


5 


যৌগিক কোণ 


( Compound Angles ) 
51. সুচনা 

এই অধ্যায়ের আলোচ্য বিষয় হইল দুই বা তদধিক কোণের বীজগণিতীয় সমষ্টির 
ফলে উৎপন্ন যৌগিক কোণ ( Compound ап ев)! যেমন, А, B, C, D 
চারিটি কোণ হইলে A+B, A—B, А4в-с, A-B+C-D প্রভৃতিকে যৌগিক 
কোণ বলা হয়। 

প্রথমত যোগ ও বিয়োগ feme যোগিক কোণের সাইন (sine) এবং 
'কোসাইন ( cosine ) 48419 সম্পর্কে উপপাগ্গ্ুলি প্রমাণ করা হইবে | 

উপপাদ্য 1 প্রমাণ কর যে 

sin (A--B)—sin А eos B--cos A sin В 
4445 cos (A--B)—cos А cos B —sin A sin B, 

যেখানে A এবং ৪ ধনাত্মক ISI কোণ এবং (A--8) 90". 

প্রমাণ £ ধরা যাক্‌, একটি ঘূর্ণায়মান অর্ধরেখা প্রারম্ভিক অবস্থায় ox এর সহিত 
সম্পূর্ণ মিলিত অবস্থায় আছে (চিত্র 51)! এখন উহা 44064 ০ কে কেন্দ্র 
করিয়া ঘড়ির কাটার গতির বিপরীত অভিমুখে A 
«কোণ ঘুরিয়া OL অবস্থানে আসিল, অর্থাৎ 
£১৫০৮সধনাত্মক 8 কোণ A; পরে 
ЧӨ একই দিকে অর্থাৎ ঘড়ির কীটার 
গতির বিপরীত অভিমুখে আরও qha 
£ LOM স্ধনাত্মক সুন্ম কোণ в উৎপন্ন করিল | 
তাহা হইলে ধনাত্মক £১০-+-8) ধরা 
হইল,ইহাও PS কোণ। যৌগিক কোণ A+B 
এর সীমারেখা OM এর উপর О হইতে ven 
অপর যে কোন এক বিন্দু P ed হইল । P 
হইতে ০১এর উপর Pa এবং OL এর উপর PR ач টানা হইল। আবার R হইতে 
'০%এর উপর RS এবং ра এর উপর RT 84 অঙ্কন sui হইল। এখন РО 
সমকোণী ত্রিভুজ হইতে, 


চিত্র 5.1. 


ОР OP OP OP 
(55555317158 
OR OP RP OP 
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—sin А cos B+cos A sin В, 


Saja 2 6t 


কারণ  ZTPR-90-— ZTRP— ZORT= ZSOR-A এবং TP|PR 
= cos ТРК = cos А, এবং 
cod Аа ee SHEED шы OSETR 
ОР ОР ОР ОР ОР 
os OR Ж HE COSE B—sin A sin B, 
OR OP RP ОР 


কারণ TR|RP=sin TPR =sin А 
উপপাদ্য 2: প্রমাণ কর যে 


sin (4 —B)—sin A cos В- cos A sin B 
এবং cos (A — B)= cos А cos В--віп A sin В, 
যখন A ও B ধনাত্মক 294014 এবং А>В. 
প্রমাণ £ ধরা যাক্‌, প্রারম্ভিক অবস্থায় ох এর উপর সমাঁপতিত একটি ঘূর্ণায়মান 
অর্ধরেখা খুর্ণনকেন্দ্র ০ কে cas করিয়া ঘড়ির কাটার গতির বিপরীত অভিমুখে ঘুনিয়া 
ধনাত্মক wu xoL-A (চিত্র 5.2) 
উৎপন্ন করিল; পরে উহা! বিপরীত অভিমুখে 
( অর্থাৎ ঘড়ির কাটার গতির অভিমুখে ) чі 
гом কোণ উৎপন্ন করিল, যেখানে LOM 
| কোণের পরিমাণ হইল в এবং ৪কোণের পরিমাণ 
| A কোণের পরিমাণ অপেক্ষা 941 তাহা হইলে 
| ZxoM=A-B 
যৌগিক কোণ A-B এর সীমারেখা ом 
এর উপর о হইতে স্বতন্ত্র যে কোন একটি ба ва, 
বিন্দু P লওয়া হইল এবং OX এর উপর Ра ও 
OL এর উপর PR AI IA করা হইল । আবার R হইতে OX এবং ОР এর উপর 
যথাক্রমে RS ও RT AI অঙ্কন করা হইল | 


এখন সমকোণী ত্রিভুজ POA হইতে, 
ар GT-PT SR-PT.SR PT 
ОР ОР ОР ОР ОР 
= 25- =: sin A cos B — cos A sin B, 
কারণ Z TPR-90-— LPRT= ZTRL=A 47 PT|/PR=cosA; এবং 
оа ов--ва OS-RT, OS ЕТ 


А-В)-- 
cos ( т ОР ОР ОР ОР OP 


„08 OR RT PR 
COR OP PR ОР 
কারণ RT/PR —sin А. 


sin (А—В)= 


= os A cos B +sin A sin B, 
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52. অন্যান্য ক্ষেত্ৰ: সাধারণ ক্ষেত্র 
(1) প্রমাণ কর যে sin (А-В) = зіп А cos B+cos A sin B 
এবং cos (A+B)=cos А cos B—sin A sin B, 
যখন A ও В ধনাত্মক সুন্মকোণ এবং А-Ев:>90°. 
প্রমাণ £ A কোণকে প্রচলিত আদর্শ অবস্থানে স্থাপন কর! হইল | এখন B কোণের 
"Mee о তে (চিত্র 53) এবং প্রারম্ভিক 
রেখাকে A কোণের সীমারেখা বরাবর স্থাপন 
করিয়া (A+B) এর সীমারেখ। OM এর 
উপর О হইতে স্বতন্ত্র যে কোন একটি বিন্দু 
P AS হইল। Ох এর উপর РӘ এবং 
OL এর উপর PR 44 অন্ধন করা হইল। 
"পরে R হইতে OX এবং Ра এর উপর 
যথাক্রমে RS এবং RT 44 অঙ্কন কর! হইল। 
যেহেতু OQ এর উপর ар এবং OR এর 
উপর RP", /ТРЕ-А; Wege 
sin ( A--B)- SP. 9T-FTP _SR-+TP SR ЖЕ 
ОР ОР ОР ОР. ОР 
SSR OF TPRP 
OR OP RP OP 
OG 05-08 OS-—TR OS TR 
1 Wisin M OP ЛОР" Op ОБ 
OS OR ТР БР % i 
SGH SE REGE cos A cos B —sin A sin B. 
(2) sin (A+B) এবং cos (A+B) এর Жа দুইটির সাধারণ প্রমাণ 
[ প্রমাণটি অভিক্ষেপ (projection ) 
নির্ভর ; দ্বিমাত্রিক বিশ্লেষণ জ্যামিতি অধ্যয়নের 
পরই ইহ। ছাত্রছাত্রীদের বোধগম্য হইবে__এ 
বিষয়ে গ্রন্থকারৰয়ের л পুস্তক 434711 
А কোণকে আদর্শ অবস্থানে স্থাপন করা 
হইল ; পরে ৪ কে এমনভাবে স্থাপন করা হইল 
যেন উহার শীর্ষবিন্দু о তে (চিত্র 5.4) এবং 
প্রারম্ভিক রেখ! А4 সীমারেখ! OL বরাবর 
অবস্থান করে। এখন (A+B) এর সীমারেখা 
“ОМ এর উপর О হইতে স্বতন্ত্র অপর যে কোন TE 
এক বিন্দু P লওয়া হইল। OL এর উপর Pa qx অঙ্কন করা হইল এবং QP এর 
সমান ও সমান্তরাল OR অঙ্কন করা৷ হইল। 


—sin A cos B +cos A sin B 


কারার 
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OX এর উপর লম্ব-অভিক্ষেপ লইয়া পাওয়া যায় 
ОР? লহ্ব-অভিক্ষেপ- ০০, এর লম্ব-অভিক্ষেপ+:,৯ এর লম্ব-অভিক্ষেপ 
=09 এর লম্ব-অভিক্ষেপ4-07 এর লম্ব-অভিক্ষেপ 
বাঁ, OP cosXOP = O@ cos XOQ+OR cos XOR (1) 
= OP cos B cos XOG--OP sin B cos XOR 
=ОР cos B cos A--OP sin B cos (90 -- A) 
awal cos (A+B)= cos A cos B —sin А sin B. 
OY এর উপর লম্ম-অভিক্ষেপ 512391 এবং (1) এ x এর পরিবর্তে লিখিয়া 


পাওয়। যায় 
ОР cos YOP —OG cos YOQ +OR cos YOR 


= OP cos В cos YOQ +OP sin B cos YOR 
3l, cos (A+ B —90") — cos В cos (A—90")--sin В cos A 
বা, sin (A--B) —sin А cos В--сов A sin B. 
টাকা £ অনুরূপভাবে, А এবং В যে কোন দুইটি কোণ হইলে, sin (А-В) 
এবং cos (^ — B) এর সূত্র দুইটি প্রমাণ করা যায় | 
মন্তব্য 2 পূর্ববতাঁ আলোচনাসমূহে, যে ক্ষেত্রে А অথবা B অথবা А+В পাদ 
কোণ ( quadrantal angle ) হয়, তাহা বিবেচনা করা হয় নাই | 


(3) অনুচ্ছেদ 51 এর অন্তর্গত উপপাদ্য 1 এর সত্য অবলম্বন করিয়া প্রমাণ 
কর যে 

(a) sin (А--В)-віп А cos B+cos A sin B এবং (b) cos (A+B) 
=соз А cos B — sin A sin B, যখন A এবং B যে কোণ দুইটি কোণ নির্দেশ 
করে। 

প্রথমে যাচাই করিয়! লওয়! যাক যে A=0 এবং B =0 হইলে এ উপপাগ্টি সত্য 
বলিয়া ধরা যায়। 


যেহেতু sin (0+0) =ѕіп 0 --0 এবং sin 0 сов 0--сов 0 sin 0 
=0.1+1.0=0. 


এবং cos (0--0)-сов 0=1 এবং cos 0 cos 0- sin 0 sin 0 
21150027 


esit দেখ! গেল যে A-0-8 হইলে sa দুইটি বজায় থাকে। 
এখন A, B, A+B এর প্রত্যেকটি ধনাত্মক সুন্মকোণ হইলে 
cos (A--B)— cos А cos B —sin A sin В “- (1) 
কিন্তু cos (А--В)-віп (4л-ҺА-ЕВ)-віп ((Er-F A) - Bl 5 
আবার cos A=sin ($r +A) এবং —sin A= cos (4л--А) 
gaat (1) এ এই মানগুলি বসাইলে পাওয়। যায় 
зіп (А+ 37) - Bl ^ sin (AFT) cos B+cos (A--17) sin B. 
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অন্গরূপভাৰে প্রমাণ কর! যায় ca 
сов((А-Ғӛл)--В--сов (৯727) cos B —sin (A+) sin B. 


দেখা গেল, A কে с বৃদ্ধি করিলে (а) এবং (b) TE বজায় 41561 একই প্রকারে 
দেখান যায় যে ৪কেও F বৃদ্ধি করিলে সম্পর্ক দুইটি বজায় থাকে 1 


প্রক্রিয়াটির পুনঃপুনঃ প্রয়োগ ছারা প্রমাণ করা যায় যে হয় А 5941 B অথব! 
উভয়ের 5 এর যে কোন গুণিতক পরিমাণ বৃদ্ধি ঘটিলেও (а) এবং (b) wa দুইটির 
সত্যত! বজায় থাকে। 
আবার cos (A+B)=cos А cos B—sin A sin B et (3), 
যখন A এবং В ধনাত্মক 2% কোণ এবং A+B iT 
কিন্তু cos (A+B)= -sin (/২+8 _ 27) —sin {А ёл) +в}; 
আবার cos A= —sin (A – іл) এবং sin A= cos (A — 17) 
স্থতরাং (1) এ এই মানগুলি বসাইলে 
sin (A — $7)-- B] ^ sin (A — 17) cos B-F cos (^ — іл) sin В. 
এইভাবে পূর্বের э যুক্তি 545744 করিয়া প্রমাণ em যায় যে হয় A অথবা B 
5441 উভয়েরই 1л এর যে কোন গুণিতক পরিমাণ হ্রাস ঘটিলেও (а) এবং (b) স্থত্র 
বজায় থাকে। 
আবার ইহাঁও প্রমাণ করা যায় যে А অথবা B এর যে কোন একটির i7 এর 
কোন গুণিতক পরিমাণ বুদ্ধি এবং অপরটির এগ এর কোন গুণিতক পরিমাণ ত্রাস 
ঘটিলেও সুত্র দুইটির সত্যত! অবিচলিত থাকে। 
এখন 0 কে 0 অথবা কোন ধনাত্মক LA CFIA ধরিয়া যে কোন কোণকে dm এর 
যে কোন 549 গুণিতক এবং oq সমষ্টিরূপে প্রকাশ করা যায়। স্থতরাং আলোচ্য 
গ্রতিপাছাটি প্রমাণিত হইল। 
মন্তব্য 8 / এবং ৪ যে কোন দুইটি কোণ নির্দেশ করিলে sin (АВ) = іп А 
` cos B — cos A sin В এবং cos (А-В)-сов А cos B-Fsin A sin B এই %6 
দুইটি প্রমাণের জন্য উপরের আলোচনায় যে সামান্য পরিবর্তন প্রয়োজন তাহা 
чйр”! 
53. কতিপয় প্রয়োজনীয় অনুসিদ্ধান্ত (deductions ) 
(A) Aওচ (যেকোন কোণ নির্দেশ করিলে sin (A+B) «45 cos 
(A+B) এর সূত্র হইতে sin (А- в) এবং cos (^ — B) এর সুত্র নির্ণয় কর। 
যেহেতু sin (A+B)=sin А cos B+cos A sin B, 


B এর পরিবর্তে -в লিখিয়া thesi যায় 
sin (A—B)=sin А cos (—B)--cos А sin ( — B) 
—sin A cos B — cos A sin B. 


এইভাবে অপর TERS পাওয়া যায়। 3 
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(B) 75° এবং 15° কোণ " 
sin. 75" =віп (45°+30°)=sin 45° cos 30" -F cos 45° sin 30° 
SEDE os ы кг EDS 
J2- 2 ано. 
cos 75° = cos (457--307)--сов 45° cos 30°— sin 45° sin 30° 
І 1 49717193724. 
| М2 8 0502272 
sin 15'—sin (45^ —30') sin 45° cos 30" — cos 45° sin 30” 
=( /3-1)/2 42 
cos 15°= cos (45° — 30°)= cos 45° cos 30" -Fsin 45° sin 30° 
=( J3+1)/2 5/2 
টাকা £ 15 44754 sine এবং cosine অন,পাতকে নিয়প্রকারে পরস্পর 
FANS করা যায়, যথা š : 
sin 15°=sin (90°— 75*) = сов 75°, ইত্যাদ, 
কারণ 157-757 —90 ; 15°= 60° – 45”, এইভাবেও করা যাইত 1 


G) sin (A+B) sin (А-В) —sin?A —sin?B = cos?B — cos^A 
Gi) cos (A+B) cos (^— B) = cos?A — sin?B = cos?B — sin*A 


প্রমাণ £ (i) বামগক্ষ =(sin А cos B-Fcos А sin B)(sin А cos В 


| 
| (С) প্রমাণ কর যে 
| —cos A sin В) 


—sin2A cos?B — cos?A sin?B 
— sin?A (1—sin28) — (1 —sin?A) 51098 
—sin?A — sin*B 
-(1- cos?A) —(1 — cos*B) 
= cos?B — cos? A 
(i) বামপক্ষ _ (соѕ А cos B —sin A sin B)(cos A cos B 
+sin A sin B), 
=соз®А cos?B —sin?A 51098 
= cos2A (1—sin?B) — (1 — cos*A) 51799 
-—cos?^ -= sin?B 
= (1—sin24) — (1— cos?8) 
— cos?B — sin?A 


(р) ট্যানজেপ্ট সূত্ৰসমূহ ( tangent formulae ) 


A এবং B যে কোন দুইটি কোণ হইলে প্রমাণ কর যে 
tan A—tan 8 


сеа ъв) an B এবং tan (^-8)7 T tan A tan B' 
যেখানে ইহা! ধরিয়া লইতে হইবে যে ট্যানজে্ট অনুপাতগুলি সকলেই 
বিদ্যমান | 


БИЛЕ 
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লেখা যায়, (kdo) А Е 
=sin (A+B)_ sin A cos В +-соѕ A sin 

fan HS (A+B) cosA cos B-sin А sin B 

এখন লব ও 542% cos A cos В দ্বারা ভাগ করিয়া পাওয়া যায় 


Sin A cos В | сов А біп В 


COS А со5В со А cos B_ tan A+tan В 
tan (A+B) = — — — s TATOO 
COSA cosB sin Asin В l—tanAtanB 
COSA соз В cos A cos В 
чате, . 
tan (Ag) - Sin (А-В). sin А cos B — cos A sin В | 


cos (А-В) сов А cos B+sin A sin B 1 
= Хап А- (ап в 
l+tan А tan B’ 
যদি লব ও হর উভয়কে cos ^ cos B দ্বারা ভাগ কর! হয়। 

490%: যেমন 59 (АЯ ক্ষেত্রে, এখানেও সেইরূপ B এর পাঁরবর্তে - В 
লিখিয়া 4419 সূত্র হইতে অপরটি পাওয়া যায়। ইহাও লক্ষণীয় соз A cos B 
দ্বারা ভাগকার্য যবান্তসম্মত, কারণ সংশ্লিষ্ট ট্যানজেণ্ট অনঃপাতগনুলি বিদ্যমান হওয়ায় 
соз А এবং cos ВЯ কেহই শুন্য হইতে পারে না । 


(E) কোট্যানজেন্ট FAAYE ( co-tangent formulae ) 


A ও BGI কোন দুইটি কোণ হুইলে এবং উহ্ধাদের সকল সংশ্লিষ্ট | 
কো|-ট্যানজেণ্ট অনুপাত বিদ্যমান হইলে প্রমাণ কর যে, | 
-LCO0tA^ cotB—-1 zo = pg) Cot A cot в+1 
ডি তিক 22৮74525055) OCEN 
cot (A4-B) — £95 (A+B)_ cos A cos В-«іп A sin B 
sin (A+B) sin A cos B--cos A sin B | 
-СОСА сосв-1 А n 
Шын (লব ও হরকে sin A sin B দ্বারা ভাগ 
করিয়া, এবং sin А ও sin ВЯ কেহই 3 নহে।) 


cos (А-В i i 
cot (A - B)- € ( В), cos А cos В+ѕіп A sin Ë ইত্যাদি) 
sin (А-В) sin А cos B—cos A sin B 


l: B এর পরিবর্তে - B লিখিয়া একট সূত্র হইতে অপরটি পাওয়া যায়। 


(B) tan 75°=2+ J3, tan 15°=2— A3 
tan 75° = гап (45°--30°)= tan 45°+ tan 30°_ 
1-тап 45 тап 30° 
-lt/J3).J3-1 (J341( ১/১+1)-2+ КА 
1-(/,3) 43-1 (3131) 
tan 15°=tan (45°—30°)= tan 45 —tan 30°. 
1+ tan 45° tan 30° 


-2- 48^ 
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(G) সংশ্লিষ্ট সকল tan অনুপাত বিদ্যমান হুইলে প্রমাণ কর যে 


l--tan А cos A+sin А 
1—tan А совА-віп А 


tan (45°+А)= 


1— бап A. соз А-віп A 
1+іап А cos А--віп А 
" .tan45'-FtanA _l1+tan A 
39211 1-сап 45° апА l-tanA 
— l-(sin A/cos A) сов A+sin А 
1-(віп A/cos А) cos A—sin А 
অপরটিও অন্ুরূপে প্রমাণ করা যায়। 
54. যৌগিক কোণ তিনটি কোণের সমষ্টি হইলে এতৎসংক্রান্ত সূত্র 


(A) sin (А--в--с) 
—sin ((A +в) +С ^sin (A+B) cos С--сов (A+B) sin С 
= (sin А cos В-Есов A sin B) cos C+ 
(cos A cos B —sin A sin B) sin C 


-віп А cos В cos С--віп В cos С cos A+sin С cos A cos B 
—sin A sin B sin C. 


এবং tan (457-А)- 


(B) cos (A+B+cC) 
= cos Í(A+B)+ C] = cos (A+B) cos C— sin (A+B) sin С 


-(сов A cos B —sin A sin B) cos С- 
(sin А cos В--сов A sin B) sin С 


—cos B sin С sin А 
—cos C sin A sin B. 
(C) tan (A+B +c), সংশ্লিষ্ট tan অনুপাঁতগুলি বিদ্যমান ধরিয়া 


ри = tan (A+B)+tan С 
tan (A--8)-6) 1- tan (A+B) tan C 


=соз А cosB cos C — cos А sinB sin С 


tan A-Ftan B 
1— (ап A tan BEDS 
— tanAttanB jung 


1— ап А tan В 


tan A-Ftan В+ ёар С tan А tan B tan с, 
1-tan B tan C—tan C tan A—tan A tan В 


প্রশ্নমালা V(A) 
[দিয়ের প্রশ্নগুলিতে সংশ্লিষ্ট সকল ভ্রিকোণমিতিক অপেক্ষককে 
বিদ্যমান ধরা হইয়াছে এবং হুর থাকিলে ধর! হইয়াছে উহা শুন্য নহে।] 
1. প্রমাণ কর (তালিকাগুলির সাহায্য না লইয়া ) যে 
(i) sin 30° cos 150" --cos 30” sin 150" —0. 


(i) сов 20° cos 70^ — sin 20" sin 70°= 0. 
(44) 2Ísin 30720" sin 89'40' — cos 30'20' cos 8949121. 
у tan 20'--tan 25^ _ 
% i en 20 tan 257 L 
(0) tan 3'-Ftan-42"--tan 3° tan 42^ -1, 
у Cos 5°+sin 5° 
e) cos 5° —sin 5° 
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—tan 50°, 


(vii) tan (45^ 4-6) tan (45°—0)=1. 
(viii) tan 48° tan 42°=1. 


[সমাধান £ (v) প্রমাণ করিতে হইবে যে 


tan 3'-Ftan 42°=1 — tan 3° tan 42° 


tan 3'-Ftan 42° _ ло 
нас 1, অর্থাৎ tan (35-42) 21 


এবং «ап (37--42%-ғап 45-1 
(viii) বামপক্ষ- tan (4513?) ғап (45 —3°) 
l+tan 3*,1—tan 3° 
алага ahi 
2. sin (4+), cos («-FJ), sin (4-0), cos (х В) এর মান নির্ণয় 
কর এবং বল, (< +B) ও (x — 8) কোন্‌ পাদতে অবস্থিত, যদি 
() sin «—4/5, cos 85/18 ; < এবং 6 প্রথম পাদতে অবস্থিত হয়। 
(4) sin 4=2/3, cos 8=3/4; < দ্বিতীয় পাদতে এবং В চতুর্থ পাঁদতে 
_ অবস্থিত হয়। 
[সমাধান (i) cos«- МІ চল А1-16/25-3/5 
এবং sin B= /1-25/169- 12/13, 
কারণ 4, 8 প্রথম পাদতে অবস্থিত | 7 
sin («--f)—sin < сов B-Fcos < sin 8৫-44-8181? অন্ুরূপে 
cos (&-++8)= —88, qaae (448) দ্বিতীয় পাদতে' অবস্থিত (কারণ sine 
ধনাত্মক কিন্তু cosine ঝণাত্মক ) | ] 


আবার sin (<-2)- —16,65 এবং cos (z — 0) = 63/65 নির্দেশ করে যে 
<— B চতুর্থ পাদতে অবস্থিত। 


[উঃ GD sin аА, ৩৩৪ (cef ==5У ы, 


বা, 


6-,/35 k —845—9./7 
sin «-р,- -gj- ১147 
59) ja > ০০৪ (< B 12 H 


«+В দ্বিতীয় পাদতে। ] 
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3. sin (4+), cos (х--8), tan (2+6) 'র মান নির্ণয় কর, ষখন 
(i) sin «—8/17, tan 8—5/12, < এবং б প্রথম পাদতে I 
(ü) cos <= —12/13, cot 8—24/7, < এবং б যথাক্রমে দ্বিতীয় এবং 
তৃতীয় 142 | 
[উঃ (i) 171/221, 140/221, 171/140 ; (H) — 96/925, 393/395, —86/993.] 
4. দেখাও যে A+B=45° 444 tan А-1/4 এবং tan B=3/5 
এবং А--в-135” যদি tan А-5/3 এবং tan B=4 591 
5. প্রমাণ কর যে এ 
G) (sin 45"-- A) — sin (45' — A) 5 ,/2 sin A. 
(а) sin (%--0)--сов ($-- 0) cos 0. 
6. সরল কর ঃ 
(0 віп(А--в)--іп (А-В). (ü)  соѕ (A--B)--cos (А—в)}. 
(їй) (sin < cos B— cos < sin B)2+(cos < cos B-+-sin < sin p. 
(%) sin (А-в) 1917 (в-с) | сіп(с-А). 
cos А СО5В соз В соз С соз С cos А 
[% (i) 4 sin А oos В. Gi) cos A cos В. (Hi) 1. (iv) 0.) 
7. fur রাশিগুলির মান নির্ণয় করিয়া দেখাও যে উহার! A এবং B বঞ্জিত £ 
4 sin(B—C) ,sin(C—4A) , sin(^—B 
@ sin B sin саа с sin ES 5 sin L, 
(ii) sin (A+B) sin (4 — B) — sin2A-Fsin?B. 
(їй) cos (A+B) cos (А — B)--sin?A --sin?B. 
8. «ді কর যে 


(i) вес (х+у)= 


sec x sec y 
l-tan x tan у 


x ( вес х ѕесу , 
sec x y)————————— 
(9) vc 1--ғап x tan y 


iii c = Cosec COEN, 
5৮৮55 cot y -cot x 


совес x cosec y. 
cot y — cot x 
উভয় পক্ষের সমতা! যাচাই কর (9-15): 
sin?x — sin?y 
cos? x — sin?y 


(ü) созес(х->»)- 


9. tan (2৮40) tan (х-у)- 


sin (х-Еу) tan x--tan y, 
`. sin(x—y) tan x—tan y 
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11, tan ক্র _2)_9০০22472 tan x, 
“жап (тх) sec2x-2 tan x 


2 48 
COS"A —sin^B 
12. cot (А+в) со (Ав) =С08 А50 B, 
( ) ( ) sin?A — sin?B 


VH S= 
14. 1--tan 20 tan 0 —sec 20. 
15. cot 60— cot 20 —cosec 28. 
16. асоѕе+Ь sin 0 কে? sin (0+4) অথবা r cos (0 — 8)3 আকারে 
প্রকাশ কর এবং ইহা হইতে r, < «45/4 মান নির্ণয় কর। 
ইহার সাহায্যে দেখাও যে sin x-bcos x কে ,/2 sin (л+л) সহিত 
সমান হিসাবে প্রকাশ করা যায়। 
[a=r sin <,  bercos« লইয়া পাওয়া যায় а2--р2--у2 বা 
"= + Ма +2; এবং ধরা হইবে, « প্রধান মান ( principal value ) 
বলিয়া কথিত এমন একটি অনন্য ( unique ) কোণ নির্দেশ করে যাহা 
sin «= a/ Va2+b2 এবং cos <=b/ Jad-Eb কে দিদ্ধ করে 
এবং একই সঙ্গে -п<<<л এই অসমত! (inequality) জ্ঞাপক শর্তটিও 
সিদ্ধ করে। 
স্পষ্টত লক্ষণীয় যে এমন বহু সংখ্যক মান ধারণে সক্ষম যাহাদের পরস্পরের 
মধ্যে পার্থক্য 27 এর কোন অখণ্ড গুণিতকের natal কিন্তু যদি অন্যভাবে বলা 
না থাকে তবে উহার প্রধান মানই সর্বদা төз] হইবে। এ বিষয়ে বিশদ আলোচনার 
নিমিত্ত সপ্তম ও অষ্টম অধ্যায় айр! Tere r এবং <q সংশ্লিষ্ট মান লইয়া 
পাওয়। যায় 
а cos 0+b sin 0=r ((sin < cos 0--cos < sin 6)! —r sin (6--«). 
অনুরূপভাবে ৫৯7 cos б, b=r sin 9 লইয়া r= + Ма? +b? পাওয়া যায়, 
এবং В পাওয়া যায় 
cos B=a/ Na? +52, sin B=b/ Ja3--b3 ও -л<й<-л হইতে | 
এখন а сов 0+b sin 0—rícos В cos 0--sin В sin 6]=r cos (6— В) 
RSIR sin x--cos x= Lsin x+ 1.соз x ^r cos 0 sin x+r sin 0 cos x. 
(17r cos 0, l—r sin 0 লইয়া, যাহার ফলে পাওয়া যায় r= N/2, 
со80-1/,/2-віп 6 এবং — «o -Em বলিয়া 0— 1m) 
=r sin (x4-0)— ,/2 sin (х+2т.) ] 
17. соѕ0+ ,/3 sin 6 কে r cos (8—«) এবং r sin (0--5)g আকারে 
প্রকাশ কর, যেখানে ?=2, «im এবং B= হইবে। 
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18. প্রমাণ কর যে sin x-Fcos х= 4/2 cos (x i). 
[ বামপক্ষকে দক্ষিণ পক্ষের সহিত, আবার দক্ষিণ পক্ষকে বামপক্ষের সহিত 
সমান 0441811 
19. দেখাও যে tan 0 tan 20 tan 39 —tan 3? — tan 29 — tan 0. 
[ইঙ্জিত £ tan 30—tan (4-29)-.....ইত্যাদি।] 
20. প্রতিটির বিস্তৃতি নির্ণয় ws: 
sin (A+B — С), cos (А-В — С), tan (A — B+c), cot (A+B+C), 
21. যদি A--B+C=T এবং cos A= cos В cos С হয়, তবে দেখাও যে 


(i) tan A-tanB-FtanC; ` (i) cotBcotc-4.. 
[সমাধানঃ G) RHS: _sin B , sin C. sin B cos C--cosB sin С 
2 
cosB cosC | cos B cos C 


—sin (B--C)/cos B cos C—sin A/cos А 
—tan A, কারণ B-FC—7 — A, আর cos A=0 
yfai একইভাবে (i) এর সমাধান পাওয়। যাইবে। ] 
22. застій ত্রিভুজ £৪০র с কোণ 90°; প্রতীকগুলির স্বাভাবিক তাৎপর্য 


ধরিয়! প্রমাণ কর যে 


sin (A —B)=“ 298. 


epa এবং cos (A— Бу y 


а? +? 
23. tan8—h এবং 0--ф=1т হইলে প্রমাণ কর যে tan $= (1— b)/(1-- b) 
[সমাধান 2 যেহেতু k=tan 0, সুতরাং 


l-h 1-tan6 
ттм 1 8)—t 
1+bË l-tan6 tan ($7)mdan d д 


24. কোণকে < এবং B এই ছুই অংশে এইরূপে বিভক্ত কর! হইল যেন 
tan <: tan B=m:n হয়; প্রমাণ কর যে 


sin (x — йк = sin 6. 
+n 


25. যদি a cos (х+А)=Ь cos (х-А) হয় তবে প্রমাণ কর যে 
(a+b) tan х-(а-Р) cot A. 

26. sin < sin В-сов < cos B4+1=0 হইলে দেখাও যে 
l+cot < tan B=0. 


27. যদি tan g=2 sin x-Fb sin v হয় তবে প্রমাণ কর যে 
à cos x-Fb cos y 
a sin (0 — x)--b sin (0 —y)=0 
28. "ft tan 0 — tan $= x এবং cot ф— cot 0 — y হয় তবে দেখাও যে 


cot (0—4)— 1+ 5 
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মিনির 
——— 
жэ 117 0 ч этеке соз ৪598 6-9 сойа-91 
Tune NM tab e= EET] 
প্রমাণ কর যে sin 0/sin $ —x/y. 


x sin $ 


29, যদি tano— = হয়, তবে 


30. যদি tan g =" sn COS < হয়, তবে দেখাও যে 
l-n sin?« 


tan (« — й) 2 (1— n) tan <, 


55. সমষ্টি, অন্তর এবং গুণফলের সুত্রাবলী ( Sum, difference and 
product formulae ) 3 


(A) সাইনসমূহ এবং কোদাইনসমূহের গুণকলগুলিকে সমষ্টি অথৰা 
অস্তরফলরূপে প্রকাশ ( Products of sines and cosines іп terms of 
sums or difference ) £ 


ইতিপূর্বে crql গিয়াছে যে А এবং B যে কোন দুইটি কোণ হইলে, 
sin (А-ЕВ)-віп А cos B+cos A sin B 
sin (A—B)=sin A cos B— cos A sin В 
сов (А--В)--соз А cos B—sin A sin B 
cos (A — B) cos A cos B--sin A sin B 
প্রথম সম্পর্ক দুইটি হইতে যোগ ও বিয়োগ ক্রিয়ার দ্বারা পাওয়া যায় যে 
sin (A+B)+ sin (A —B)=2 sin A cos В 
sin (A+B) - sin (A—B)=2 cos A sin В 
এবং শেষের সম্পর্ক দুইটি হইতে যোগ ও বিয়োগ ক্রিয়ার দ্বার! পাওয়! যায় যে 
cos (A--B)--cos (A-B)- 2 cos А cos B 
cos (А--В)- cos (А-В)--2 sin A sin B 
এই жа চারিটিকে বিপরীতক্রমে aaa নিয়ের та চারিটি পাওয়া যায়, থা: 
sin A cosB= сіп (A--B)-sin (A—8)] 
cos Asin B= {зїп (A+B) -sin (A —8)] 
cos А сов B= [cos (А--в)--сов (A— B)] 
sin A sin B = — [cos (A+B) — cos (A — 8)] 
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(B) সমষ্টি অথবা অন্তরফলকে গুণফলরূপে প্রকাশ (From sum 


or difference into products ) 2 

যদি A--B— C এবং A—B—D ধর! যায় তবে А= 2 (০+০), ৪-&(০-০)) 
এখন (A). অন্তর্গত শেষ БІН? সুত্র হইতে এই মান বসাইয় নিয়ের wa চারিটি 
পাওয়া যায়, যথা : 


এ $ . C+D с-0 
с D= 
sin C+ sin 2 sin তি <08-- 


এ E c+D =D 
sinC-sinD= 2cos — — sin — 
2 = 


cos C--cos D= 2 соѕ 2 cos o 


„Со... 
сов С—соз D= —2 sin sin ----” 
2 2 


{йал £ ইহাদের নিয্নালাখত প্রকারে সহজে মনে রাখা যায় š 
সাইন+সাইন-2 সাইন (Ë 5519) কস (d অন্তর) 
কোসাইন - কোসাইন = — 2 সাইন (1 সমান) সাইন ( অন্তর) ইত্যাদি 1 


etatai (В) 
[নিয়লিখিত প্রশনগুলিতে Їйї সকল জি:কোণমিতিক অপেক্ষককে fota 
ধর! হইয়াছে এবং হুর থাকিলে ধরা হইয়াছে যে উহা শুন নহে । ] 
1. গ্রত্যেকটিকে গুণফলের আকারে প্রকাশ কর : 
(ü) sin 50°+sin 40°. (ñ) cos 36'— cos 76°. 
(ші) sin 75%-віп 25°, 
[উঃ (i) 2sn45*cos 5°. (ü) 2 зіп 50° sin 20°, (iii) 9 eos 50° sia 05°. ] 
2. দেখাও যে 
sin 43"-Fsin 17/—cos 13° এবং cos 25: — cos 35 —sin 5°, 
3. fac প্রত্যেকটিকে যোগফল অথবা বিয়োগফলের আকারে প্রকাশ 94: 
(ü) sin 50° cos 30°. (ii) сов 40° cos 20°. (iii) sin 55° sin 40°, 
[Be (i) Mein 80°+aia 20°), (H). koos 60°+ оов 20°). 
(il) -(Исов 95*— cos 10°). | 


4. দেখাও যে 
sin 75'—sin 15". 1 05401 cos 465+ cos 165. 
cos 75 +cos 157 ,/3 sin 105 -Fsin 15 
5. প্রমাণ কর যে 


(ü) sin 2x-Fsin 4х=2 sin Зх cos x, 
(ii) sin 8а—зїп 4x —2 cos бх sin 2x 
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(ii) cos 6x--cos 4х--2 cos 5x cos x. 
(iv) cos (3x/2] — cos (9x/2] —2 sin Зх sin (3x/2]. 


sin Asin ЗА 
== tan 2A 
6) cos А--сов ЗА ұз 
(2) sin 4x—sin 225 COE. 


cos 4х- cos 2x 
" দেখাও যে 
G) sin 9751 20+sin 39 ৯510. 20(1+2 cos 6). 
(i) cos x+cos 2x-Fcos Зх — cos 2х(1-Е2 cos x). 
(iii) cos 10°+ cos 110^4-cos 130°=0 
= cos 20°+ cos 100^-- cos 220°, 
(iv) sin (x — 190*)-F sin x-Fsin (x4-120*) 20 
—cos (x —120°)+cos х--сов (х+120°). 
(0) sin 2x-Fsin 5x -sin x 
cos 2x+ cos 5x--cos x 


—tan 2x. 


у sin x-Fsin 2х-Бвіп 4x-Fsin 5x 
уі = ап Зх. 
(г) сов x+ cos 2x+cos 4x+cos 5x 407% 
(ой) 08 7x+ cos 3x — cos 5х- cos E 


sin 7x — sin 3x —sin 5x+sin x 
(viii) sin (x-Fy)-2 sin x-Fsin (х—у)_ 
соз (x-- y) — 2 cos х +соѕ (x у) 
[সমাধান (ii) L.H.S.- (cos 10°+cos 110*)--cos 120° 
—2 cos 60” cos 50*-- cos 130" 
72-3 cos 50°+cos 130" — cos 50°+ соз 130° 
=соз 507--сов (180° — 50°) 
"сов 50'—cos 50^ —0 ; অনুরূপভাবে R H.S.=0. 
(5) L.H.S, (cos 7x — cos x)--(cos 3x — cos 5x) 
(sin 7x-Fsin x)— (sin 3x--sin 5x) 
= =2 sin 4x sin 3x —2 sin 4x sin (-х) 
2 sin 4x cos 3x — 2 sin 4x cos (= x) 
=2 sin 4x(—sin 3x+sin x) 
2 sin 4x(cos 3x — cos x) 
= 2 Cos 2x sin (= х) —cos 2x sin x 
—2 sin 2x sin x —sin 2x sin x 
7. Prove that 


() сов 20° cos 40° cos 80°=#= cos 40° cos 100" cos 160°. 


tan x. 


= cot 2x. ] 
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(ii) sin 20° sin 40° sin 80°= ,/3/8. 
(їй) cos 20° cos 40° cos 60° cos 80^ — 1/16. 
(iv) sin 20° sin 40° sin 60” sin 80^ —3/16. 
[সমাধানঃ (i) 
L.H.S. — (cos 20° cos 40°) cos 80° 
= (сов 60°+ cos 20°)соѕ 80" 
=š cos 80°+ (сов 20° cos 80°) 
={ cos 80^ +3-1(cos 100" -- cos 60°) 
=1(соѕ 80°+ cos 100°) +1 — 3 cos 90° cos 10-4 
={0соз 104-і; : 
অনুরূপভাবে R.H.S.=4. ] 
8. (i) যদি sin х=} sin y হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


(а) 444% এক অধ্যায়ে প্রমাণ কর! হইবে যে, যে কোন (уз АВСЯ С; 
blc= sin B/sin с, যেখানে প্রতীকগুলির প্রচলিত অর্থ ধরা হইয়াছে । 851 হইতে 


দেখাও যে 
tan DEE DUSE cot ^. 
2 b+c 2 
57781327152 k—1. sin x—sin 
[সমাধানঃ 0) l sin y বা, hcl sin এ 
=2 cos 2(x+ y) sin 4x — 9) tan ax») 
2 sin d(x--y) cos (xy) tan (x+y) 
(ü) যেহেতু A--B-d-c- m, সুতরাং 1(в--с)-(907- а); এখন (i) এর, 
ক্ষেত্রের 919 অগ্রসর RS | ] 


9. aff cos у-Р cos x হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


ইহার সাহায্যে tan 15 মান নির্ণয় কর। 

[fires ৪()এর ক্ষেত্রের ন্যায় অগ্রসর 561 tan 15% মানের জন্য х= 60° এবং y=80° 
ধর; তাহা হইলে К--сов 80%/ссв 6০০-৯/৪; এখন tan 15*—1(J8— 1)/(/9--3)] cot 45°, 
ইত্যাদি। ] 

10. যদি sin 0+sin $= % এবং cos 0 -Fcos ф=у হয়, তবে প্রমাণ কর CX: 


аў SS ASS: 
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A 
i^ যৌগিক কোণ B 
ШІ) cos аи (iv) tan ДБ ааа 1 
2- Улуу”. 2 x+y? 
যেখানে ধনাত্মক uw কোণ 0 ও %,0>% এবং ৪4-%< ন এই শর্ত দুইটি 
সানিয়া চলে। 


[সমাধান £ (i) x-2sin3(0-4) cos 3-2) 
y=2 cos 3(0+¢4) cos 4(0 — 4), 
এখন ভাগক্রিচ়ার দ্বার! অভাষ্ট সম্পর্কটি পাওয়া যাইবে 1 1 

11. যদি x cos <+y віп 4=k=x cos Йу біп Й হয়, তবে প্রমাণ 
3 যে 


Ж» 54 ee; AN h 
соз 8040) sin (<+) cos Ax-5y 
12. wftA, B, ০ সমান্তর প্রগতি (A.P) তে থাকে তবে দেখাও যে 
sin A—sin ç _ 
CosC-cosA Ot B. 
[ সমাধান £ 


L.H.S.=2 cos }(A +c) sin (А-с//2 sin Қс-ға) sin ҚА-с) 
*cot (A+ C) = cot B, কারণ A--C 28. ] 
13. প্রমাণ কর যে 
(i) (cos «соз 0)? +-(5іп < —sin B)2=4 віп? (< — f). 
(fi) (cos «+ cos 8)#+-(вїп «sin /)8 = 4 соя" И«-) 
14. প্রমাণ কর cq 


сов A-- cos В," 


sin A+sin B)“ -2 “A-B 
cot 
ҚАСАП) = cos B 


LX 11441 0, 
যখন m যথাক্রমে যুগ্ম অথবা! অযুগা 546 সংখযা। 


15. "fi ০০5০ A-Fsec A= ০০5০০ 8-Fsec В হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
tan А+ ап В = со А-В). 


1 
b 


গুণিতক ও অংশ কোণ 
( Multiple and Submultiple Angles ) z: 
অভেদ ( Identities ) 
61. সুচনা 
পূর্ব অধ্যায়ে প্রতিষ্ঠিত যোগ মস্পকিত উপগাগ্াগুলি wanwa করিয়া! এখন tre: 
বিশদ আলোচনার অবতারণ! করা «йт! সংশ্লিষ্ট ভ্রিকৌণমিতিক অপেক্ষক- 
গুলি যে বিদ্যমান, এই অনুমানসাপেক্ষে পরপর আলোচন! কর! যাক। 
(A) দ্বিগুণ কোণের সুত্রাবলী ( Double angle formulae ) 
51 অধুচ্ছেদে দেখ! গিয়াছে যে А এবং 8 এর সকল বাস্তব মানের стщ 
sin (A+B)= sin А cos B-Fcos А sin B 
cos (^--B) cos А cos B —sin А sin В 
এবং সংশ্লিষ্ট tangent ও cotangent "шө বিদ্যমান, ইহাও ধরিয়া "іт 
tan A-Ftan В 


tan (A+B) ЕЕЕ, сог (+в) SEA сгв 1 ; 
এখন B= A oft নিয়ের সুত্রগুলি পাওয়া যায়, যথা 
sin 2А = віп А cos A+ cos ^ sin A=2 sin А cos ^ * (1) 
сов 2А =соз А cos A —sin А sin A cos? A—sin* A +. (2) 
বাস (1 —sin* л) — sin* А-1-2 sin? A “ (3) 
31, = со5® A—(1— cos! A) 2 сов? А-1 (4) 


tan А+ сал А tanh 
1-tan Atan A" 1—tan* A 


“ (5) 
€ot А cot A— 1 cot? A— 5 (6) 
cot A+ cot A 2 cot A 
зіц? A, сов? A, tan? A, col? А, ৫ক cos 2А এর সাহায্যে প্রকাশ 
(3) এবং (4) হইতে 
1-cos 2A=2 sin? A এবং 1+cos 2A=2 cos? A 
এবং ভাগন্ধারা পাওয়া যায় 


tan 2A 


cot 2A= 


2 a= LCOS 2A 24,1: cos 2A 
2 tan? A 33 cos 24 এবং 2 cot*A TA 
sin 2A, cos 2А কে tan? А তে প্রকাশ 
(1) এবং (2) হইতে 
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sin 2A=2 sin A cos A= 2 Sin A cos? A=2 tn A 2 tan A 
COS А Ssec^A 1--Ғап? А 

СЫЗА COPIA Temi A C058 A—sinfA 1 _1—{%ап?А 
cos? A sec? A l+tan? A` 


(B) নিয়ে প্রদত্ত অর্ধ-কোণের সুত্রগুলি ( Half-angle formulae ) 
প্রমাণ কর 
sin A—2 sin ТА cos ЗА 
соз ^—cos?3 A—sin? ДА-1-2 sin? 1A —2 cos? 1A— 1 
2 tan ФА cot? ЗА-1 
1- tan? SA’ 2 cot А 
2 tan JA 1 - ар? {А 
1-tan? I4 1--tan? ТА 
(АЯ সুত্রগুলিতে As পরিবর্তে ДА লিখিলেই এই স্ত্রগুলি পাওয়া যাইবে 1 


(C) ЗА কোণ 
sin ЗА--віп (2A--A) —sin 2A cos A-Fcos 2A sin A 
—2 sin А cos А cos А--(1-2 sin? A) sin A 
—2 sin A (1—sin? A)-Fsin А-2 sin? A 
=3 sin A—4 sin? A (7) 
cos ЗА = соз (2A+A)= cos 2A cos А — sin 2A sin А 
—(2 cos? А- 1) cos А- 2 sin A cos A sin A 
7:2 cos? А — cos А-2 cos A (1 — cos? А) 
eM T eR к (8) 
tan 2A--tan A 
tan ЗА = (ап А з Жарқ 
= {2 tan A/(1— tan? A)] --tan'A 
1-12 tan A/(1—tan? А) tan A 
..tan A (1 —tan? A)+2 tan А 
1- ап? A—2 tan? А 
=3 tan A—tan? A 
1-3 tan? ^ 
ÜP: 54 অনহচ্ছেদের жатас в-А-с লইয়া এই অনুচ্ছেদের 
(45 প্রদত্ত সৃত্ৰগুলৈর সাহায্যেও এই NAGIA পাওয়া যায় | 
অনুসিদ্ধান্ত s A —36 ধরিলে 
sin 0—3 sin 19 —4 sin? 35, 
Cos 0-4 cos? $8—3 cos 49, 
3 tan 39—tan? $6. > 
1-3 tan? р 


{апА= cot A= 


віпА- COS A— 


AS 


tan 0— 
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(D) দ্বিগুণ কোণে প্রকাশ ( In terms of double angles ) 
sin ДА, cos ЗА, tan ЗА কে cos АЯ সাহায্যে প্রকাশ 
যেহেতু 1--соз A=2 cos? ҘА এবং 1- cos А=2 sin? šA, RWAN 


sin FA= NESE А, cos ЗА = rq ces А 


1-сов A. 
l+cos А 
মন্তব্যঃ А দেওয়া থাঁকলে sin šA, cos А এবং tan $A- 159 জানা যায়, 
সুতরাং মুলচিহের পূর্বে সঠিক We বসান যায়। কিন্তু АЯ মান না দিয়া 
cos АЯ মান : দেওয়া হইলে মূল চিহ্নের পূর্বে সম্ভাব্য দুইটি 1528 বসাইতে হইবে 1 
নিয়ালীখত ©те হইতে বিষয়টি sasam হইবে 1 পরবর্তী অধ্যায় 4508 
এ সম্পর্কে E037 1 
99 1. sin 222° এবং cos 224° এর মান নির্ণয় কর। 
223^ প্রথম পাদতে অবস্থিত হওয়ায় উহার sine এবং cosine উভয়েই 
ধনাত্মক ; সুতরাং 
y CRA [না ABU ili. T 5 - 
sin 224°= + / 1-соз 45°)=А/ 4|1 ua) - M2- এই 2 


টিটি UE eos 45) A^. i13) сауда 2: 
8418442. сіп 1573" এবং cos 1572: এর মান নির্ণয় কর। 
1578” দ্বিতীয় পাদতে অবস্থিত, 43515 উহার sine ধনাত্মক, কিন্তু cosine 
44146; ফলে 
sin 1573 — +y (1 cos 315) 2 /&(1-1/ /2)=1⁄2— J2 
cos 1574? = — /1(1+cos 315°) = - /M(1+1/ /2)= -1⁄2+ 42 
sin ЗА এবং cos ЗА কে sin АЯ সাহায্যে প্রকাশ 


এবং tan }A= + 


হেতু 
(cos FAT sin 34)? = cos? J^-Fsin? $A-F2 sin ЗА cos šA ` 
=1+sinA 


এবং (cos 2А —sin 3A)? = cos? ЗА | sin? ЗА —2 sin ҘА cos FA 
-1-sinA^ 


স্থতরাং mur AÑ: 
cos ЗА-Бвіп ЗА = + А1--віп А 


cos JA—sin A= + М1-сіп А 

ইহাদের যোগ এবং বিয়োগ দ্বার! পাওয়া যায় 
cos #А= ২7417570853 V1—sinA 
sin A= £ 3 À1--sin AY 1 1—sin А. 
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মন্তব্য £ যখন A প্রদত্ত না হইয়া কেবল сіп А প্রদত্ত হয় তখন sin dA এবং 
cos ДАЧІ প্রত্যেকের চারটি করিয়া মান সম্ভব-_এ সম্পর্কে পরবাঁ অধ্যায় দুইটিতে 
বিশদভাবে আলোচনা করা হইবে। কিন্তু А প্রদত্ত হইলে উভয়েরই পৃ উপযুক্ত 
নিদিষ্ট চিহ্ন স্থাপন করা 2941 নিয়ে বাঁণত আলোচনা হইতে বিষয়টি পাঁরত্কার 
বুঝা যাইবে। প্রসঙ্গত লক্ষণীয় যে А জ্ঞাত থাকিলে (cosi sin?) এর oz 
অনন্যভাবে ( uniquely ) নির্ণয় করা যায়, কারণ 
cos IAT sin JA—J2 sin(4r +44) 
cos ДА —sin 3A 242 cos(3 + 2A) 
cos ЗА-віп ЗАЯ চিহ্ন নির্ণয়ে অপেক্ষকের লৈথিক রূপও ( graphical 
representation ) ছাত্রছাত্রীদের সাহায্য করিবে 1 
দৃষ্টান্ত sin 15° এবং cos 15 মান নির্ণয় কর। 
লক্ষ্য করিতে হইবে যে sin 15° এবং cos 15" উভয়ে ধনাত্মক; আবার 
cos 15°>sin 15°, কারণ 
cos 15° — sin 15' 2/2 sin (r — 15") &J2 sin 30°. 
আবার у=зіп x এবং у-соз x এর লেখ হইতেও ইহা! ue যে 
cos 15° —sin 15° ধনাত্মক। সুতরাং 
cos 15°+sin 15°= -K/1-Fsin 30°= J1+1⁄2 
cos 15° — sin 15°= -Һ/1-віп 30 = J/1— 1/2 
এইরূপে cos 15°=1(. š+. 3) 2 (/3--1)/22 
এবং sin 15'-3(,8$— 4) 2 (/3— 1)/2J2. 
tan $A কে tan АЯ সাহায্যে প্রকাশ 
2 tan šA 2 
যেহেতু tan A= সনে , স্থতরাং 
tan A tan? JA--2 tan FA—tan А-0; 


ইহা! হইতে পাওয়| যায় 


tan FA= 


2tan A . tan A 
মন্তব্যঃ যখন tan A প্রদত্ত হয়, কিন্তু A অজ্ঞাত থাকে তখন tan 1/4 
দুইটি সম্ভাব্য মান পাওয়া যায়। বিশদ আলোচনার.জন্য পরবর্ত অধ্যায় দুইটি দ্রষ্টব্য 1 
কিন্তু А প্রদত্ত হইলে tan des পূর্বে Comas নিদিণ্ট চিহ্ন স্থাপন করা সম্ভব । 
দৃষ্টান্ত $ tan75'3 মান নির্ণয় কর। 
লক্ষণীয় যে tan 75° ধনাত্মক কিন্তু tan 150° 4919 ; সুতরাং 


°э—1-— WLtn? 150 -1- VIF} 
tan 75 tan 150: Кене 24-3. 


18° কোণের ক্রিকোণমিতিক অপেক্ষক 81 


(E) }০ কে o তে প্রকাশ 
(C) হইতে পাওয়া যায় যে 
sin 0=3 sin 40-4 віп 46, cos 6--4 cos? 10-3 cos 40 
3 tan 49 — tan? 49 
“ап кс হকি 
সমীকরণগুলি সমাধান করিয়া sin 45, cos 19 এবং tan 40 কে যথাক্রমে sin 6, 
cos 0 এবং tan 63 আকারে 47601 যায়। 


62. 18° কোণের ভ্রিকোণমিতিক অপেক্ষক 
ধরা যাক 0-18, তাহা! হইলে 50=90 এবং 20=50—30=90°—30; 
তাহা হইলে 
sin 20 —sin (90°— 30) = cos 30 
বা, 2 sin 0 cos 0=4 cos? 0-3 cos 0 
বা, 2 sin 0 cos 0—4 cos? 0+3 cos 0-0 
অর্থাৎ, cos 6(2 sin 0—4 cos? 0+3}=0 
কিন্তু cos 0 cos 1870, স্থতরাং 
2 sin 6-4 cos? 0+3=0 
অর্থাৎ, 2віп0-4(1-віп”0)--3-0 
বা, 4 5іп20+2 віп0-1-0 
ҚЫ” -2+ 44-16 15545 
2, В „> 4416-15 43 
কিন্ত 18" ধনাত্মক marata হওয়ায় sin 0=sin 18° ধনাত্মক ; 734: বণাত্মক 
মানটি বাতিল করিয়া পাওয়া যায় 
sin 18°= xl -1 


এবং cos 18'= + 41 sin? চা =z 245. Ша 


এখন tan 18°, cot 18° РРР 


63. 3°, 36°, 54°, 72' প্রভৃতি কোণের ভ্রিকৌণমিতিক অপেক্ষক ; 


3'3 9 
sin 3° sin (18 15°) = sin 18° cos mri 18° sin 15" 


Ag. -1 
-4(45-1. Ы SOF 5) 


= ( 45-1 3. 42) - V5+ 4503-1) 
6 [ fa: J 
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অনুরূপভাবে | 
cos 3°=т ( 45— D( V6- J2)+š( /5+ ,/5X /3+1) 
ইহাও নির্ণয় করা যায় যে 
cos 36°=1—2 sin? 18°=1(,/5+1) 
sin 36°= „/1—соз® 36 —1 /10—2,/5 
এখন সহজেই 419% জ্ঞানের সাহায্যে 3"র গুণিতক কোণগুলির ব্রিকোণমিতিক 
অন্ুপাতগুলি নিণয় করা যায়, যদি কোণগুলিকে নিয়লিখিত আকারে লওয়! হয়, যথা 
54^ =90° —36`, 72° =90° — 18°, 6 =36° —30*, 9—45' —36^ ইত্যাদি | 


প্রন্নমালা VI (A) 
[নিয়ের প্রশ্নগুলিতে সংশ্লিষ্ট সকল ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষককে | 
বিদ্যমান ধরা হইয়াছে 1 
1. sin 2x, cos 2x এবং tan 2x এর মান নির্ণয় কর, যখন 
(а) sin x —3/5, x প্রথম পাদতে, 
(b) sin x— -1/2, x চতুর্থ পাদতে, 
(c) tan x= —1/5, x দ্বিতীয় পাদতে। | 
Й 2 гап x —2/5 5 
О omae сте с 12) 713 
cos dem mar IRR Terrae 
12০29275125 
аңа (1/25) Сто 
[উঃ (а) 24/25, 7/25, 24/7; (b) -/919, 119, -48] 
2. sin 20, cos 16, tan 109 মান নির্ণয় 94-334 
(а) sin 0=5/13, 9 দ্বিতীয় পাদতে, 
(b) сов0--3/7, 0 চতুর্থ পাদতে। 
[সমাধানঃ (a) o তীয় পাদতে, সুতরাং 10 প্রথম পাদতে। আবার 
sin 0—5/13 এবং 9 দ্বিতীয় পাদতে বলিয়া cos 6— —12/13 ; үзік 


sin 3o, /1—cos 6 2২7 =з cos 10 унше. ET tan 10-5. 


[উঃ (b) 1/14/17, — 85], – 4/10/15] 
3. সমকোণী ত্রিভুজ Ався с সমকোণ হইলে প্রতীকগুলির প্রচলিত অর্থ ধরিয়া 
প্রমাণ কর যে 


Е 2ab 2- СБ. 
зіп 2A= cos 2A=2 E e. ;SiniA- A ০057 ডি 


গ্রশ্নমালা VI(A) 
4. প্রমাণ কর যে 
5 sin2A _ “же discos: А = t 

(i) iXcosgA tan A. (ii) লহ БА tan А. 

jj) 1:7509 A nA 2 sin A 
pn Sin A 2০2 G») сова БС 

(v) cot x —tan х=2 cot 2x. (vi) cot Fx tan 1x—2 cosec 

n t 24-5ес20-1 em 2 15.2 sin 6- сіп 20 
A sec 20-1 eio d quc 2 sin 0-Fsin 20” 

2 


(ix) tan 2А- (x) cot к-Ңсоб- tans}. 


cot A—tan A 
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x. 


| সমাধান ৪ (и) L.H.S.= 08 3x үзіп Ix cos? ġr+sin? 1x 


sin dx cosx зіп їх сов 4х 
-.2? -RHS. 


sin x 


Asin (1-сов0) 2 sin? 40 
МЕ 2 sino(L+cos o) 2 cos2 2 0 


= tan? 20, 
5. দেখাও যে 
(i) tan (&m--8) – tan (kr — 0) 2 tan 20. 
(i) tan (En--0) --tan (47 — 0) 22 sec 20. 
(йі) tan (47-420) =ѕес 0-Ftan 0 = J((1--sin 6)/(1—sin 0). 


3 2 9| 1-сіп0 এ 
QD cor ৪22 1880." 


Пп 0| 2со50-1 
@) tan (g+ A ECT 
А 1-—тап?({т-А) 
о) 1+сап? (11- A) 


—1+tan ө 1l-tan6 | 4 ап ө 
| সমাধান £ Ер l-tan60 14681) 0 _ 1—тап? 29 


T 20. i 

(1/ J/3)--tan 49. (1/ 43) — tan 20 

Она (1/,73) tan 39 1--(1/ ,/3) tan 40 
1-3 tan? 35. cos? ya 3 sin? 59 
3-тап214 3 cos2 10-віп? 19 


=зїп 2А. 


_2(соз® 10 —sin? 19) — (sin? 19 + cos $6) 


(cos? 49 — sin? 29) - (sin? $9-- cos? š 


-iHs.| 


9) 
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6. দেখাও যে sin 9 এবং tan 104 চিহ্ন একই | ইহার সাহায্যে দেখাও যে 


i কো বা 1 cos 0 ç সহিত সমান হিসাবে প্রকাশ করা যায়। 
1--сов 0 sin 0 


1 .Sin6 _1—соѕ 0 
tan 10 কি Eros 2 র সহিত সমান হইতে পারে? 


[সমাধান £ ধরা 515 б=лл, যেখানে n অখণ্ড সংখ্যা । যদি n vu (শূন্য 
সহ ) সংখ্যা, ধর! যাক্‌ п=2т হয়, তবে sin (2mz) —tan (mm)-0; যেক্ষেত্রে 
n үй эй বিবেচনা, বহিভূত রাখা হইল, কারণ তখন tan 30 অসংজ্ঞাত 
(undefined) - এখন মনে করা যাক্‌ ০-%74৭ যেখানে 0<<<т; যদি 
n যুগ (শূন্য সহ) সংখ্যা হয়, তবে 0 প্রথম পাদতে অথবা দ্বিতীয় পাদতে থাকে এবং 
sin 0 ধনাত্মক হয়, আর 40 প্রথম অথবা! তৃতীয় পাদতে অবস্থিত হয় এবং tan 50 
ধনাত্মক হয়। যদি n অযুগা হয়, তবে 0 তৃতীয় অথবা চতুর্থ পাদতে থাকে এবং sin 0 
খণাত্মক হয়, আর 10 দ্বিতীয় 5441 চতুর্থ পাদতে থাকে এবং tan 39 44046 হয়। 

পরবর্তী অংশ £ অন্থচ্ছেদ 61 এর (D) হইতে 

1-сов 0 А1-сов20 sino 
tanom 17০05 চি l-cos0 1--сов 0 
qo 4. 1-c059 .1-cos0. 
CINA pera v LESSE PES 

এখানে + চিহ্ন নিপ্রয়োজন, কারণ tan 29 এবং sin 0 সর্বদা একই Бете 
এবং 1— cos 0 সর্বদা ধনাত্মক | ] 

7. নিয়ে সঠিক চিহ্ন নির্বাচন কর : 

2 sin 40= + ২1750 0% М1 віп 6 
যখন () 0-30, (ü) 0=210°, (ii) 9 তৃতীয় পাদতে অবস্থিত হয়, 
(i) 022. 
[= (0 +-;0) ++; (GI) ++; (Q) +--+] 


8. দেখাও যে 
(ü) cos 4021—8 cos20--8 ০0549, 
(ü) сов 6x —32 cos*x — 48 cos*x-- 18 cos?x — 1. 
(їй) sin 5х--16 sin5x —20 sin*x-F5 sin x. 


(iv) tan Axe. А ап x—4 бап? 


1-6 tan?x-Ftan*x' 
[সমাধান £ (i) cos 40— сов(20--20)-- cos 20 cos 20- sin 29 sin 20 
= (2 cos?0 — 1)? — 4 sin?0 cos?0 
—4 cos*8 — 4 cos20--1— 4(1— cos?) ০9529 
=R.H.S, ] 
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9. প্রমাণ কর: 
(4) sin 3x сов 3x 2, 
sin x cos x 
(ii) (sin $x--cos 5x)? — 1-Fsin x. 
নি : 
(ші) Өтүү теле: Miren den 40,444 0<0<3л. 
А-В. 2sinA 


4 A+B 
t 
(52) (90 2 iag 2 cos A+cos B 
1— cos 20+sin 20 _ 
@ 1+cos 20+sin 29 panos 
4 cos? 0--sinf 0 . 4. 
(vi) arr rug £ sin 20. 
(vii) соѕ® 0--sinS 0 4(1--3 cos? 20). 
[সমাধান £ (iv) 


sin (A+B) , sin 4(^ —8) 
cos 4(А--в) сов (А-В) 
_ _sinš(A+B+A—B) ` 
= cos $A +B) cos ҚА-в) 


L.H.S.= 


" 2 sin A 
cos ДА+В+А В) +соз (^ -B — A+B) 
— 2sin A | 
cos A+cos B ` 
10. দেখাও যে 


(i) сов (120+- A) - cos A+ cos(120" -- А) =0 
(ü) cos? (А- 120^)--cos2A --cos?(A 4-120") - f 
(44) cos? A--cos? (A+jm)+cos (^ 47) = 8" 
(iv) віп 6--sin*(120" 4- 0) -sin(240* --0)  — Ë sin 30. 
[সমাধান £ (i) 
L.H.S.=4{1+cos(2A – 240°) +1+ соз 2A +1+ соз (2А--2407) 
— $--3cos (2А-240”)--сов (2^ 4-240*)-- cos 2A] 
=ї+1{2 cos 2A cos 240" + cos 2A] 
—$4- M2(cos 2A)( — 3)-- cos 2А}= ] 
11. যদি tan x—b/a হয় তবে a cos 2x-Fb sin 2x এর মান নির্ণয় কর। 
[উঃ а) 
12. যদি tan?0—1--2 tan? vx, তবে দেখাও যে cos 2¢=1 +2 cos 20. 
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13. যদি 2 tan «—3 tan р হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
98558107120 . 
tan (< diam 28 
[সমাধানঃ L.H.S. 
= tan <—tan б  (3/2)tanf—tan B_ _ tan B 
l-tan < tan 8 1--(3/2) tan*B 2-3 tan?$ 
-.2віп В созй - sin 28 
4 сов2)--6 sin?8 — 5(cos?8-Fsin?8) — (cos*5 — sin27) 
-R.HS.] 
14. যদি « এবং B ধনাত্মক 772414 এবং cos 24= 2,008 281 হয়, তবে 


3— cos 28 
দেখাও যে tan <= ,/2 tan В. 


[সমাধান £ যেহেতু ০2৫০375০520 7 "d সুতরাং যোগ ও ভাগক্রিয়ার 
( comp. and div. ) দ্বার! পাওয়া! যায় 
1—cos 2x ,3— cos 20-3 cos 20-1 4(1— cos 25) 
1--сов 25 3-cos28--3cos28—1 2(1--сов 28) 
ৰা, tan?« =2 tan?8, অৰ্থাৎ, tan <= ,/2 tan б, কারণ < এবং б উভয়ে 
ধনাত্মক 90414 বলিয়া খণাত্মক চিহ্নট বাতিল করিতে হুইবে। ] 
15. যদি tan?x-F2 tan x tan 2ytan?y--2 tan y tan 2x tX, তবে 
প্রমাণ কর যে ইহার প্রত্যেক পক্ষের 414=1, নতুবা! tan x= + tan y. 
16. যদি x sin <=y cos < হয়, তবে দেখাও যে x cos 24 +y sin 24= x, 
an «--tan 
17. যি tan 0= it d হয়, তবে দেখাও যে 


in 20- Sin 2«-Fsin 28 , 
hime cT IT 28 
=sin (< +0) ই; = 2 бап 0 
[ সমাধান t tan 0 Fok (СЕЙ awat: sin 20 Тыл; 
=? sin (<+) cos («—5) (806 = Sin 2x +sin 20 
cosf(«- 9)-Fsinf(c-.5) (8804 মান বসাইয়)- PEU, 
কারণ cos?(« — p) +sin3(<+ g = cos?«(sin?/- cos20) + 
: sin?« (sin*5-I- cos*3)--4 sin < sin B cos < cos В 
= cos*« +віп2« --sin 2« sin 23 —1-Fsin 2« sin 25. ] 
tan («—8 — y) ғап y 
18. বদি 12177 tan g ₹ তবে দেখাও যে 
হয় sin (2-7) -0, 999, sin 2« --sin 23--sin 2» —0. 
19. দেখাও যে соз 4х-сов 4y=8(cos x — cos > (сов х-Есов y) 
(cos x —sin y)(cos 44451 y). 


(— 
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20. 8, JITE an? Сы Ж 
0. যদি tanz X tan 5 হয়, তবে দেখাও যে ০০৪% еды? 


І+е 
সমাধান £ tan? $= ап? ? 1-сов%, (14-е)(1- cos 0) 
[ dut Дыр “ай Чу 1+созф (1-е)(1--соз 0) 


এখন যোগ ও ভাগক্রিয়ার দ্বার! পাওয়! যায় 
2%, 2(с08 8—6) . ইহ হইতে নিৰ্ণে সম্পর্কটি পাওয়া! যাইবে। ] 


2(1-е cos 0) 
ў = sin «sin Ê 
21. (i) যদি tano кеті. а” তবে দেখাও যে сап 109 5924 
একটি মান сап J« tan 40. 


5 = Cot < — cos й 
(i) যদি coso er TNT Y bie তবে প্রমাণ কর যে tan ju 


অন্তর একটি মান tan À< cot 40. 
22. দেখাও যে сов%0--сов%(<--0) – 2 cos < cos 0 cos(«-6) এর 
সরল মানটি 9 বঙ্জিত। 
сос А cot(4n - 1^ 
23. প্রমাণ কর যে АЯ সকল মানের ক্ষেত্রেই [38 y বা d 
94% 1 
24. যদি sec(x-+<)+sec(x—<)=2 sec x ছয়, তবে প্রমাণ কর যে cos x 
= ‚/2 cos 4৭, যদি cos 4৮1 হয়। 
25. সমাধানপূর্বক х নির্ণয় কর, যখন 02 x £27 : 
(i) cos 2x cos x. (ü) sin 2x-Fsin 4х=0. 
(i) соз x+cos 2x-F cos 3x 70. 
(iv) tan x-Ftan 2x-Ftan x tan 2x1. 
(v) tan x+tan 2x-Ftan Эх tan x tan 2x tan 3x. 
[সমাধান (iii) (cos x cos 3x)-- cos 2x0 41,2 cos 2x cos x 
“сов 2x =0, বা, cos 2x (2 cos х+1) «0, অর্থাৎ, cos 2x0, বা, cos x 
= - ; ইহা হইতে পাওয়া যায় x= л/4, 3714, 5л|4, 7n/4, 27/3, 47/3. 


j tan x-ktan 2r _ zi. 
৫) тертеп ая tan 3z 1, ইহা হইতে পাওয়া যায় 


x n/12, 57112, 97112, 137/12, 177/12, 21л/12. ] 


(Wr (1) 0, 2/3; 4v/8, 9v ; (ii) 0, 1/3, 04/8, v, 4/3, ৮৪18, 2, #19, 8৪13 ; 
(v) 0, т/б, 27/6, 37/6, 4716, 676, т, 7т|6, 8810, 9710, 10110, 11810, 2v. ) 


26. দেখাও যে 
(i) sin 8x2? sin x cos x cos 2x cos 28x. 
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(ii) sin х-2" cos Z 2 508 me De Lt cos; sin = 
(iii) cos — [1০427 cosie co Ты, Hd. 
15 15 15 16 


(iv) 2" cos 0 cos 20 cos £3 * cos 2"710— —1, যদি (2" - 1)0— 


l 
Г) 2" cos 6 соз 28 cos 228--cos2"718 —1, যদি (2"+1)9 লনা *3 | 
(vi) сов (7/17) cos (27117) cos (42/17) cos (87/17) = 1/16. 
(ой) cos (7/15) cos (27115) cos (37/15) cos (47/15) --- cos (77/15) 
=1/21. 


ঠা cos (7/11) cos (27/11) cos (37/11) cos (47/11) cos (57/11) = 
p 


(ix) sin (7/5) sin (2715) sin (37/5) sin (47/5) —5/16. 
[সমাধান š 
(i) sin 8x —2 sin 4x cos 4x=2(2 sin 2x cos 2x)cos 2®х 


=22(2 sin x cos х)соѕ 2x cos 2?x 
=2 sin x cos x cos 2x cos 22x. 


(ü) sin < =2 sin š x. cos i X, 


sin 1x —2 sin % x cos an ইত্যাদি । 


(іі) G) এর ক্ষেত্রে যেমন, a (ü) এর সাহায্য লইয়া পাওয়া! যায় 
sin 25x 22* sin x cos x cos 2x cos 22% cos 282, 
এখন যদি £-7(2*--1) ধরা হয়, তাহা হইলে x — 7/15 ; সুতরাং 


4 т 2m ads ins sin (167/15) 

RISUS ce con uo Cos ys COS S পরত 

EN -1; ইহা ан боба সম্পর্কটি পাওয়া যাইবে। 
(iv) সাধারণভাবে, 


sin 2"0=2" sin 0 cos 0 cos 20 cos 220 --- cos 27710, 
বা, 2" cos 0 cos 20 cos 220 ... cos 27-10 — sin(2"6)/sin 0 
—sin(7--0)/sin 0= —1, কারণ (2" — 1) =m. 
(vii) ধরা যাক্‌ 0 — 7/15, তাহা হইলে 150= л; এখন বিবেচনা কর! ste 
sin 0 cos 0 cos 28 cos 30 cos 40 cos 50 cos 60 cos 70 
=š sin 20 cos 28 cos 30 --- cos 70 
= (1/22) sin 40 cos 40 cos 39 cos 50 cos 60 cos 70 
—(1/23) sin 89 cos 70 cos 30 cos 50 cos 60 
—(1/23) sin 70 cos 70 cos 30 cos 50 cos 60 (7. 8Ө=л—79 ] 
—(1/2*) sin 140 cos 30 cos 58 cos 60 
—(1/2*) sin 0 cos 38 cos 50 cos 60 [.14027—6] 
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এখন ধর! যাক্‌ x= cos 0 cos 20 cos 39 cos 40 cos 58 cos 60 cos 70; 
তাহা হইলে 
L. H. S =x=(1|2*) cos 30 cos 50 cos 60 
—(1/25 sin 36) sin 60 cos 69 cos 50 
= (1/29 sin 30) sin 120 cos 50 
— (1/29 sin 30) sin 38 cos 50 ['.12027—36] 
2l cos 5p. cos == = 
25 25 ৮ 
27. (2 cos 0+1)(2 cos 0-1) =2 cos 29-1 ইত্যাদি, ইহার সাহায্য 
লইয়া প্রমাণ কর যে 


2 cos 2^6--1—(2 cos ৪+1)(2 cos 6- 1)(2 cos 29-1) 
(2 сов 220 — 1) >> (2 сов 27710-1) 


28. tan 6(1--вес 25) —tan 29, ইহার প্রয়োগ দ্বার! দেখাও যে 
tan 2"0= tan ((1-Fsec29)(1--sec220)(1-- sec 239): (1--sec 2"0) 


64. ত্ৰিকোণমিতিক অভেদ ( Trigonometricel Identities ) 
এই বিভাগে যে সমস্ত ক্ষেত্রে সংশ্লিষ্ট কোণগুলি প্রদত্ত কোন সম্পর্ক দ্বারা যুক্ত থাকে 
এবং সংশ্লিষ্ট অপেক্ষকগুলি সংজ্ঞাত, সেই সমস্ত ক্ষেত্ৰ-সম্পৰ্কিত ত্ৰিকোণমিতিক অভেদের 
বিষয়ে আলোচন! কর! হইবে । এই অভেদগুলির মধ্যে সর্বাপেক্ষা প্রয়োজনীয় হইল 
সেইগুপি বাহাদের ক্ষেত্রে তিনটি কোণের মধ্যে এইরূপ সম্পর্ক বিদ্যমান যে উহাদের 
সমষ্টি দুই সমকোণের সমান। 549404 এমন কয়েকটি অভেদ প্রমাণ কর! যাক্‌ 
যাহাদের প্রায়ই প্রয়োগ কর! হইবে। 
উদাহরণ 1. যদি *+৪+০-গ হয়, তৰে দেখাও যে 
sin 2A+sin 29 +sin 2C—4 sin A sin B sin C 
L.H.S. - (sin 2A--sin 2B)-- sin 2C 
—2 sin (A+B) cos (A — B)--sin 2C 
[A--B--C—7, sin (А+В) -sin (1—c)2sin c] 
=2 sin С cos (A — B)+2 sin С cos С 
—2 sin с{соз (A — B)-- cos С) 
(с--л-(А--В), cos € — cos іп-(А--в)-- cos(A+B)] 
=2 sin Сісов (^ —B) — cos (A+B)} 


=2 sin C(cos А cos B +sin А sin B — cos А cos B 
-Fsin A sin B) 


=4 sin A sin B sin c=R.H.S. 
উদাহরণ 2. যদি A B, ০ কোন ত্রিভুজের কোণ 43, তবে প্রমাণ 


কর যে cos 27০95 2B--cos2C = — 4 соѕА cos B cos с-1. 
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L.H.S. = (cos 2A--cos 28)+ cos 20 
=2 cos (A+B) cos (A — B)--cos 2С 
[cos (A+B)= cos (n — С)- — cos С) 
= - 2 cos С cos (A — B)+2 cos? c- 1 
= —1-2 cos С (cos (A — B) - cos c] 
[ ইতিপূর্বে দেখান হইয়াছে যে cos (A+B)= — cos С] 
= —1-2 cos C (сов (A — B)--cos (A--B)] 
= -1-2 сов С.2 соз А cos B-R H.S. 
উদ্বাহুরণ 3. যদি *+৪-+০-? হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
Cos?A --cos?B --cos?C = 1 —2 cos А cos B cos C. 
L.H.S.—3((1--cos 24)-- (1--cos 2в)--(1--сов 2с)) 
=}{3+cos 2A+cos 28-Fcos 2c] [ উদাহরণ 2 এর সাহায্য ] 
= [3-1-4 cos А cos B cos с) 
71-2 cos A cos B cos C. 


উদাহরণ 4. যদি А-в-с-л হুয়, তবে দেখাও যে 
sin?A--sin?B-Fsin*C—2--2 cos А cos B cos C 
L.H.S. = {{(1— cos 2A)-- (1— cos 2в)--(1-сов 2০7) 
={{3— (cos 24০95284০০5 2с)) [উদাহরণ 2 এর সাহায্যে ] 
=4{3+1+4 cos А cos B cos c] - R.H.S. 


উদ্দাহুরণ 5. A, B, ০ কোন সামতলিক ত্রিভুজের কোণ হুইলে প্রমাণ 


sin А--віп B--sin C=4 сов А сов В сов C 
L.H.S.=(sin A+sin B)+sin С 

=2 sin (A+B) cos 1(A—8)--sin c 

[^B C-7, ҚА-ғв)-4п-іс, 

sin 1(^--B) —sin(Ir — 4c) cos 4c ] 

=2 сов 4€ cos 1(A — Bj-F2 sin іс cos 4c 
72 cos 801595 (A — B)-Fsin 4c} 

[sin 4C —sin(lr — {(А-Ев)} = cos 4(A--8)] 
-2 cos ісісоз (А-в)--соз Y(A--8)] 
=2 cos 1C.2 cos ЗА cos 48 
—4 cos А cos 18 cos jc - R.H.S. 


8418446. যদি *+৪+-০-7 wu, তবে দেখাও যে 
cos A+cos B+cos C=1+4 біп Asin Bsin C 
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L.H.S. — (cos A--cos B)+ cos С 
22 cos (A+B) cos MA — В) +соѕ С 
[cos ҚА--вВ)-сов (fn — 4c) sin 4c] 
72 sin {С cos 1(4 —8)--1- 2 sin? 4c 
=1+2 sin ісісоз MA 8) — sin dc] 
[ ইতিপূর্বে দেখান হইয়াছে যে sin с = cos А-В) ] 
=1+2 sin 1c[cos (А — B) - cos 4 (A+B)} 
=1+2 sin Jc.2 sin ҘА sin 4 8=R H.S. 
উদাহরণ 7. যখন АВС, তখন প্রমাণ কর যে 
tan A+tan B-Ftan C=tan ^ tan В tan С 
tan (8 +С) = бап (n— А)" —tan А 


tan B-Ftan С 


— - m сап A 
l-tanB tan С 


বা, tan B-Ftan C= —tan A+tan A tan В (ап С; 
e| হইতে নির্ণেয় সম্পর্ক পাওয়া যায়। 


বিকল্প পদ্ধতি £ 


tan (A-FB--C) tan 7-0 


বা, (ап A+tan B tan C—tan А tanBtanC „(у 
" j-tanBtan C-tan C tan A—tan А tan В 


tan A--tan B-Ftan C — tan A tan B tan C0, ইত্যাদি | 
সিদ্ধান্ত £ “te ফলকে cotA cotB ০006 Wal «4 করিলে পাওয়া যায় 
cot B cot C-Fcot С cot A+cot А cot B=1. 
উদাহরণ ৪. যদি A+8+C=n হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


4৮ ҘА tan j8 «1. 
প্রদত্ত শর্ত হইতে পাওয়া যায়, 
tan (8-- 3c) - tan (yz — А) 7 cot A 
tanjettanjc m 1 _ 
' [-tanjB tan C tan 5 
ইহা হইতে নির্ণেয সম্পর্কটি পাওয়! যায়। 


বিকল্প পদ্ধতি £ 


cot (44৪ +40)=cot 47 =0 


বা 1-tan із tan 4C- tan ÀC tan ҘА — tan gA tan 
, 


=0 ইত্যাদি |) 
tan ДА-ғтап #8 +tan $C — tan ҘА tan 48 tan 4C ইত্যাদি 


:92 গুণিতক ও অংশ Cels: অভেদ 


উদ্দীহরণ 9. sfr А--в--с-л হয়, তবে দেখাও যে 


- пев С 
TERS sin 


sin ^-Fsin sin 6.1.44 sin 


2 2 AS হা 4 
RHS.-142sin 12 ^(2 sin 7? sin 79) 
E BHC 
=1+2 sin TA cos? n cos (z-o) 
ci এ \ c 
=1+2 sin E cos Ë 12-2 sin 2А sin et 
১1184 RADIO ua T ALB TO. 
Mees A ANERO ВА ш 
4 4 
EM 


—]-sinz 5 +зід 2 tes (2 2-3)- cos 0 


А ; 116 
=sin А еіп В Lsin = 


2 2 2 
94134410. দেখাও যে A+B+C=n হুইলে, 
COS асов сов Cmd cos Асов ТВ соз 
2 2 ДАЛАНА KE РТ 4 


R.H.S.=2 cos 47 — A){cos 4(27 — B — c)--cos (в-с) 
—2 cos HT ~ А){соз l(T-- A)-- cos 1(8 — с)} 
=2 cos HT — A) cos ¿(+ A)--2 cos YT — A) ces (в-с) 
= cos gm + cos 2А--2 cos 4(B--C) cos 468 — c) 
—cos #А-Есоз 18-Fcos jc - L.H.S. 


প্রশ্নমালা VI(B) 
T fscaa প্রশনগুলিতে ধরিয়া লও যে অপেক্ষকগুলি fagara এবং হরগুলি ya নহে।] 
যদি A+B+C=T হয়, তবে প্রমাণ কর যে ( 1 হইতে 16 পর্যন্ত ) 
1. sin 2B-Fsin 2C —sin 2A—4 sin А cos B cos С. 
2. сов 2A--cos 2B —cos 2C —1-—4 sin A sin B cos C. 
3. sin A+sin B—sin C—4 sin šA sin 18 cos 4С. 
4. cos Ad-cos B — cos C—4 cos šA cos 18 sin ic- 1. 
5 sin B--sin C —sin А 


- n —=tan 38 tan ic. 
sin A+sin B +sin С % a 


o ou o 


(ii) 


্রশ্নমাল! VI(B) 93. 


1--сов А — cos B +cos С 
СОВ А соз — tan $8 cot 3 C. 
1--соз A+cos В- cos С i i 
cos? A--cos? B — cos? C=1-2 sin A sin В cos C. 
cos? 2A--cos? 2B--cos? 20--1--2 cos 2A cos 28 cos 2c. 
sin 2А--віп 28 +sin 2C | এ 
sin 4A r sin ATSIN "2:8 sin ҘА sin 3B sin 20. 
sin A+sin B+sin С sin 3A sin à Ш 


А в 
10. cos cos cose — 21 


sinB віп с sin С sin A sin A sin B 
sin (B+ —A)-Fsin (СА — B)--sin (А--в-с) 
=4 sin А sin В sin С, 
tan 2A--tan 28--tan 2C—tan 2А tan 2B tan 2C. 
cot B cot C-Fcot С cot A+cot A cot B1. 
cot FA cot 38-Fcot 4С = cot ҘА cot šB cot 1c. 
(cot B-Fcot C)(cot C--cot A)(cot A+ cot B) 
=соѕес A cosec B cosec C. 
sin? 1A--sin? 38 + sin? 4с-1-2 sin ҘА sin 4B sin 4c. 
যদি A--B-Fc— n হয়, তবে দেখাও যে 
(i) sin? A-Fsin? B-Fsin? C+2 sin А sin B sin С=1. 
(ü) сов (А-В-С)--сов (в-с-А)“-сов(с-А-В) 
ES ан =4 cos A cos В cos C.. 
sin-2A+ sin ZB +5: 
к rry mi e" 


(iv) tan B tan C-Ftan C tan A-Ftan A tan Bz]. 


(v) cot A-Fcot B--cot С-сос А cot B cot 6. 


[সমাধান £ G) sin? A-sin? B-Fsin? С 


=4(2— cos 2A — cos 28)-Fsin? С 
-1-% (cos 2А--сов 28)--sin?c 
:1- cos (A+B) cos (А-В)--іп? с 
=1- sin С cos (А-В)--віп? С 
Г. cos (А-ЕВ)-сов (hg — c) sin С 1. 
=1+sin С {sin С- сов (А-В) 
=1+sin С fcos(A4-B) – cos (А—в)} 
=1-2 sin А sin B sin c ইত্যাদি 1] 


18. যদি £+৪8+০-0 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


(i) cos A+cos B+cos С+1=4 cos ЗА cos 18 cos 3C 
(а) cos? A— cos? B—cos? c= —1-2 cos ^ sin B sin C. 
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[সমাধানঃ (а) І. Н.5 = соѕз2А – 5 (2--cos 28 cos 2c) 
= —1-— cos (84০) cos (B— C)+ cos? А 
= —1- cos A cos (В-С)--соз? A (^ B+C= — A) 
--1--сов A {соз A— cos (B —C)I 
= — 1--cos A {cos (B+ C) — cos (B — C) 
= —]1-2sin В sin С cos A ] 
19. যদি А--В--С--2л হয়, তবে দেখাও যে 
(i) cos? A-F cos? B-Fcos? С--1--2 сов А cos B cos C. 
Gü) тап A-Ftan B-Ftan C—tan А tan B tan C. 
20. যদি €-+% হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
(i) cos? «-Есов? p+cos? »—1--2 соз < cos В cos >. 
(а) sin («--р--у) “зіп («FB —7)--sin (& — B+?) 
—4 sin < cos f cos У, 
21. যদি x+y+z=xyz হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
2z 2x 2 2z 
(i) алал, উন io 1-24 
(ü) x*(1—>x2)(1-—-z2)+y(1-z2)X1-x2)+z ағыс 
(ші) 3x-x* | 3y—»* | Ursus ONES езге! Brig ы 
1-33? 1-35? 1-372 1-34? 1-35? 1-3z? 
[ সমাধান 2 (їй) ধর! হইল х= гап A, y—tan B, х= tan С, তাহ! হইলে 
tan A--tan B--tan C —tan A tan В tan С 
বা, tan A--tan B-Ftan C —tan A tan B tan C—0 
বা, tan (A+ B+C)=0, বাঁ, A+B+C=qnr, যেখানে n অখণ্ড সংখ্যা 41 0. 
এখন, 3A+-3B +3С = nn, যেখানে п অখণ্ড 5541 510; ইহা হইতে পূর্বের 
sta 47941 যায়। 
tan 3A+tan 3B+tan 30 tan ЗА tan 3B tan 3с, ইত্যাদি | ] 


ৰিবিধ প্রশ্নমীলা 1 

1. sin 4=cos 28 এবং «—8-—15' হইলে < এবং Ba ধনাত্মক TH মান 
নির্ণয় কর। [উঃ «=40°, В=95° ] 

2. 290 সে.মি. দীর্ঘ একটি মই হেলান অবস্থায় ভূমি হইতে 210 সে.মি. উর্ধে 
অবস্থিত একটি জানালা 44% পৌঁছায় । মইটি ভূমির সহিত যে কোণ করে তাহার 
কোসাইন এবং কোগিক্যাণ্ট নির্ণয় <q | [উঃ 20/29, 29/21 ] 

3. {йя উক্তিগুলির মধ্যে কোন্গুলি সম্ভব এবং কোন্গুলি অসম্ভব 7 

(i) 20sine-l, (i) 50 сіп 129--1, (i) 5 вес0-1, (iv) 
20 tan 0-7. [উঃ কেবল (Ш) অসম্ভব] 
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4. 600 সে.মি. উচ্চ একটি চিমনির Біз! যখন 600 ২/3 সে.মি, দীর্ঘ, তখন 


уся উন্নতি কোণ কত ? . [উঃ 30] 
5. কোন ত্রিভুজের একটি কোণ 45° এবং অপর একটি কোণ 57/8; তৃতীয় 
কোণটির ষঠীমূলক এবং বৃত্তমূলক মান নির্ণয় কর। [উঃ 223°, 7/8. ] 


6. কোন বৃক্ষের শীর্ষের উন্নতিকোণ 30° এবং উহার অভিমুখে 20 মিটার অগ্রসর 
হইবার পর এ উন্নতিকোণ 60° হয়; বৃক্ষটির উচ্চতা নির্ণয় কর। 

[উঃ 1732 মি. (প্রায়) 1 

7. দেখাও যে sin? 60° cot 30°—2 sec? 45^ --3 cos 60° tan 45 — 
tan? 60°= – 35/8. 

8. 200 মিটার উচ্চ কোন পর্বতচূড়া হইতে উহার পূর্বদিকে অবস্থিত দুইটি 
নৌকার অবনতি কোণ যথাক্রমে 34730' এবং 18740; сїйї দুইটির মধ্যে দুরত্ব 
নির্ণয় 941 [প্রদত্ত £ сос 34:30 --1 455 এবং cot 18740 =2'96. ] 

[উঃ 301 মি] 

9. একটি সমদ্বিবাহু ত্রিভুজের ভূমি 40 সে.মি. এবং ভূমিদংলগ্ন একটি কোণ 70° 


হইলে উহার পরিসীমা নির্ণয় কর। [ ধরিয়! লও sec 707-279. ] 
[উঃ 156 সে.মি. ] 


10. পৃথিবীকে 6000 কি. মি. ব্যাসার্ধের একটি 
গোলকরূপে বিবেচনা করিয়া উহার 40তম সমান্তরাল 
অক্ষাংশের ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর। 

[প্রদত্ত : сов 407-0766 | 

[ সমাধানঃ সমকোণী ত্রিভুজ 918 এর মধ্যে 

ZOBL-40' এবং 08-6000; তাহা হইলে 

cosZOBL-LB/OB, বা, ৮-40তম সমান্তরাল 

অক্ষাংশের ব্যাসার্ধ =LB=6000 cos 40+- 6000 
x 0'766=4596 কি.মি. 1] চিত্র 6.1 

11. যদি ө দ্বিতীয় পাদতে অবস্থিত এইরূপ একটি কোণ হয় যে tan 0= — 2/3, 
তবে দেখাও যে 

tan (907-Һ0)--сов (180° 0) _2+ 413. 
sin (270 —8)—cot(—80) 2- J13 


12. tan ө= —4/3 হইলে 52.9 cos 0 —tan 9 এর মান নির্ণয় কর। 
sec 0-Fcosec 0 — cot 9 


[উঃ দ্বিতীয় পাদতে, 23/5 ; চতুর্থ পাদতে, 94/85. ] 
13. প্রমাণ কর যে 0 ধনাত্মক 740414 হইলে sin 0 tan 0, 2(1- cos 0) 
অপেক্ষা 47441 001 PEPA হওয়া আবশ্যক এই তথ্যটি উত্তরের যে অং 
প্রয়োগ করিয়াছ তাহা নির্দেশ করিয়া দেখাও d 
14. যদি зїп 0-Fcosec 0—2 হয়, তবে প্রমাণ কর যে sin86 + cosect0=2. 
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15. দেখাও যে 
sin (270^ +) cos? (720° — 0) — sin (270^ — 6) sin? (540^ +0) 
sin (90° +9) sin (— 0) — cos? (180° — 0) 
cot (270° — 0) 81, 


cosec? (450^ + 0) 
যেখানে 0 এমন কোণ যে রাঁশিটির অন্তর্গত কোন ভগ্নাংশের হরই শূন্য হয় না। 

16. দেখাও যে cos?A--cos? (A--B)--2 cos A cos (180 --B) cos 
(360--А--в) এর সরলীকুত মান А বজিত। ইহ! হইতে в=810° হইলে 
রাশিটির মান নির্ণয় কর। [উঃ 1] 

17. যদি (1--сов xY(l--cos ›)(1-Есоз 2)-(1-сов x)(1— cos y) 
(1— cos 2) হয়, তবে দেখাও যে প্রত্যেক পক্ষের মান£ sin x sin y sinz এর 
সমান। 

18. প্রমাণ কর যে. 3 sin*A—2 sin A এবং 2 совбА-3 ০০১২ এর অন্তর 
A বজিত। | 

19. দেখাও যে tan 0 এবং sin 29 এর চিহ্ন সর্বদা একই AFA | 

20. যদি sec x=sec y sec z+tan y tan z হয়, তবে প্রমাণ কর যে sec y 


=sec z sec x+tan z tan x. 


4 
21. যদি 2০১ £4 8-1 হয়, তবে প্রমাণ কর 9003.7 
cos2y sin 


22. А,Б, С, D কোন руса কোণ হইলে দেখাও যে 
соѕ2 (А+ С)-+соѕ (8+0) =0. 
আবার, যদি 5995 тез হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
сов A-Fcos В--сов C--cos D =0. 
23. «fi cos (y—z)-F cos (2- x)-- cos (x — у) ^ — 3/2 হয়, তবে দেখাও 
যে cos x-cos y-Fcos z=0=sin x-Fsin 7910 এ, 
24. যদি কোন সমকোণকে А, B, C এই তিন অংশে বিভক্ত কর! হইয়। থাকে, 
তৰে প্রমাণ কর যে 


cos costy , sin* y. 1; 
cos?x зіп? х 


1— ап В tan с 
tan B+tan C 

25. যদি „/2 cos А-сов B-Fcos?B, ,/2 sin А-віп B—sin?*B এবং 
A ধনাত্মক 974014 হয় তবে প্রমাণ কর যে, 3 sin (A—B)= — 1. 

26. llo—7 হইলে, দেখাও যে cos 0 cos 20 cos 30 cos 40 сов 5ё= 
1/32, 

27. যদি c০t26=c0t (9-4) cot (0—8) হয়, তবে প্রমাণ কর যে cot 26 
=(cot «+ cot В). 


tan A— 
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28. ЧМА-в-іл হয়, তবে প্রমাণ কর যে (1768. A)(1+tan B)=2. 
29. «fr A, В, c, D কোন চতুভূ্জের কোণ হয়, তবে প্রমাণ কর যে 

tan A-d-tan B-Ftan C+tan D 

—tan A tan B tan С tan D (cot A+cot B-Fcot C+ cot D). 

30. যদি tan х=(1-соз y)/sin y হয়, তবে প্রমাণ কর যে ইহার একটি 

সমাধান হইবে y=2x ; ইহার সাহায্য লইয়! প্রমাণ কর যে 
tan 7} = J6— ২34 422. 
31. প্রমাণ কর যে : 
cos 8 sin 2 
লং টা ০ УЗУ (4. 

32. প্রদত্ত х-сов 55°, у-сов 65° এবং z=cos 175°; প্রমাণ কর 

(তালিকার সাহায্য না লইয়া ) যে 
x+y+z=0 এবং 2xy+yz+z2x= – 3/4. 

33. দেখাও যে tan 6° tan 42° tan 66° tan 78° —1. 

34. সরল ও সমান্তরাল তীরযুক্ত কোন ক্ষুদ্র নদীর Ав তাঁরস্থ বিন্দু£ তে 
দণ্ডায়মান এক ব্যক্তি লক্ষ্য করিলেন যে A এবং বিপরীত তীরে অবস্থিত কোন বিন্দু ০ 
এর সংযোজক রেখা ABS সহিত 30° কোণ উৎপন্ন করে। তিনি এখন তীর বরাবর 
200 মিটার যাইয়া B তে পৌছাইলেন ও দেখিলেন যে BC রেখা BA রেখার সহিত 
60° কোণ করে। orate যে নদীটির পরিসর হইল 50 ,/3 মিটার, এবং উহার আসন্ন 
তুল্যমান 86'6 মিটার 1 


7 [fa] 


1 
নিকোণসিতিক সমীকরণ ° 14144 মান 


( Trigonometrical equations : General values ) 
71. 

ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণের সাধারণ সমাধান নির্ণয় শুরু করার পূর্বে নিয়ে প্রদত্ত 
তিন প্রকার উক্তি পরীক্ষা কর! যাক্‌_এ-বিষয়ে পূর্ববর্তী অধ্যায়গুলিতে ইতিপূর্বে 
আলোচনা কর! হইয়াছে । প্রসঙ্গত স্মরণ রাখিতে হইবে যে আলোচন! কেবল বাস্তব 
সংখ্যাতে সীমাবদ্ধ থাকিবে। A 

cos x sec z=1, এই আকারের উক্তি х এর এমন প্রত্যেক মানের জন্যই সত্য 
যে মানগুলির ক্ষেত্রে cos এবং sec x সংজ্ঞাত (defined )। ইহাকে অভেদ 
(identity ) অথবা, অভেদমূলক সমীকরণ (an identical equation ) বলা 
হইয়। থাকে। আর এক প্রকারের উক্তি, যথা__ 

sin x—2 
x এর কোন মানের ক্ষেত্রেই সত্য নহে। যদি এই সমীকরণ সমাধান করিতে বল! 
হয় তবে উত্তর হইবে যে ইহার কোন সমাধান নাই, কারণ কোন কোণের সাইন 
অন্গপাত 1 অপেক্ষা কখনও বৃহত্তর হয় না। এক্ষেত্রে উক্তিটি সম্পর্কে কোন মন্তব্য 
করিতে হইলে বলিতে হইবে যে উক্তিটি প্রদত্ত যুক্তি অনুসারে সত্য নহে। তৃতীয় 
আকারের উক্তি, যথা__ 
sin x-0 

х=0, х=п এবং х এর আরও অনেক মানের ক্ষেত্রে সত্য, কিন্ত xim বা 
жх={т এর ক্ষেত্রে সত্য নহে। উক্তিটি « এর কেবল বিশেষ বিশেষ মানের 
ক্ষেত্রেই সত্য এবং ইহাকে শর্তাবীন সমীকরণ ( conditional equation ) বল! 
হইবে। এই অধ্যায়ে সমীকরণ বলিতে কেবল এইরূপ শর্তাধীন সমীকরণকে 
বুঝাইবে। ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণের সমাধানের অর্থ, সম্ভাব্য এইরূপ সকল 
কোণ নির্ণয় কর! যেগুলি সমীকরণটিকে fw করিবে । অজ্ঞাত কোণের যে মানগুলি 
কোন অমীকরণকে সিদ্ধ করে তাহাদের অমীকৃরণটির বীজ ( roots ) বলা হয়। 


72. বিশেষ সমাধান ( Particular solution ) 

কতিপয় উদাহরণ এখন পধালোচনা করা যাক্‌_-বিষয়টির পরবর্তাঁ অগ্রগতির জন্য, 
বিশেষত পরবর্তী অধ্যায়ের প্রসঙ্গে এইগুলির প্রয়োজন হইবে | 

1. নিয়ে প্রদত্ত প্রতিটি সমীকরণ সমাধানপূর্বক x নির্ণয় কর, যেখানে 

_ 124 গ12 : 
(i) sinx—-—1; (ü) sinx-1; (üi) sin x=0; 
(৮) sinx=1/2; (v)sin -1/,/2; (vi) sin x= 43/2. 
98 er. 


sin 2=0 হইলে х-44 সাধারণ মান 99 


সমাধানগুলি অবশ্যই п) х--л/2; (ii) х=т/2; (їй) х-0; 

(iv) х-т/6; (v) x--ml4; (vi х=т)З. ° 

2. 0<x<m এই বিষমী করণকে x সিদ্ধ করিলে প্রতিক্ষেত্রে x নির্ণয় কর যখন 

(à cosx-1; (ü) cosx--1; (iii) cos x20; 

(т) совх--%; (v) созх-- 43/2; (wi) cos х--1,/2. 

জমাধানগুলি 2 х-(0)0; (8) m; Gü) 1/2; (iw) 21/3; (৮) 5л/6; 
(vi) 3714. 

3. -л/2<х<п|24% পরিপ্রেক্ষিতে নিম্নলিখিত সমীকরণগুলি সমাধান 
করিয়া x নির্ণয় কর £ 

(i) tanx-0; Gü) tan x-1; (iii) tan хт--1; 

(i) tanx-1/43; (0) tanx=-N3; (vi tan x= -1l 3. 

x এর মানগুলিঃ (i) 03 (d) 714) (йі) -т14; (iv) п/6; (v) -т/3; 
(vi) —л/6. 

উপরের উদাহরণগুলি হইতে ইহ! স্থল্পষ্ট যে প্রতিটি সমীকরণ সমাধান করিয়া! x 
এর একটি অনন্য (unique) মান পাওয়া যায়। 554794, 0<х<т এবং 
ха এই ТВ শৰ্তদাপেক্ষে весх-В (যেখানে k>1 অথবা b<-1) 
সমীকরণ সমাধানপূর্বক x এর একটি একক মান "hew| যাইতে পারে। একইভাবে 
বল! যায় যে ০০3০০ = (যখন | b | 21) এই সমীকরণের একটি অনন্ত 
সমাধান (অর্থাৎ х 9 মান) বিদ্যমান হইবে, যদি х কে -1/2<х<1/2 এবং 
020 এই শর্তের অধীন রাখা হয়। আবার cot x এর ক্ষেত্রে এইরূপ অনন্য মান 
পাওয়া সম্ভব হইবে যদি x কে 0 (2 ) ব্যতিরেকে —л/2 এবং ?12 এই মানঘয়ের 
মধ্যে সীমাবদ্ধ রাখ! হয় 1 

ছাত্রছাত্রীরা এই মানগুপির সহিত ইতিপূর্বেই পরিচিত হুইয়াছে | এখন এই মান 
সম্পর্কে ধারণাটিকে আরও বিস্তৃত কর! হইবে যাহাতে x অনিয়ন্ত্রিত হইলে উহার 
সম্ভাব্য অন্যান্য মানও অন্ততুক্ত কর! যায়। 


73. sinx—0, созх=0, tan x-0 প্রভৃতির সাধারণ সমাধান 
sin x—0 হইলে x এর সাধারণ মান 

1-4 দেখা গিয়াছে যে sin 0-0, 9905 х-0, আবার যেহেতু sin л=0, 
তাহা হইলে х-л; পুনরায় sin(x-d-n2m)-sin x, যেখানে п যে কোন অখণ্ড 
সংখ্যা (ধনাত্মক বা 4446) অথবা “97, সুতরাং sin( 274-0) —0, 
sin(£27--7)-0 ইত্যাদি | অতএব সাধারণ সমাধানগুলি হইল 

x=0, T, 27, ওঠা e ts m, -2m, ওঃ t 
বা, х-пл, যেখানে n হইল ধনাত্মক 3145142 অথণ্ড সংখ্যা বা 71 
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বিকল্প পদ্ধতি £ 

সংজ্ঞা অনুসারে, sin = লম্ব/রেডিয়াস-ভেক্টর ; weak sin х-0 হইলে লঙ্ব- 
দৈর্ঘ্য xS এবং ইহা তখনই কেবল সম্ভব যখন x এর সীমারেখা (2440841 ) ох 
441 ох' এর সহিত সম্পূর্ণ মিলিত হয়; অর্থাৎ যখন 

х-0, 7, +27, 32 32১ ee eee 5 বাঁ, х=ттп, 

যেখানে m 525% ধনাত্মক বা খণাত্মক যে কোন অখণ্ড সংখ্যা। 
cos x —0 এর সাধারণ সমাধান 

2 এ দেখা গিয়াছে যে cos x=0 হইলে х=л/2, কারণ cos л/2-0; এখন 
যেহেতু соз(т-Ел/2)= - cos 7/2—0, সুতরাং x—32/2; কিন্ত n এর “739% 
যে-কোন অখণ্ড মানের ক্ষেত্রে cos(x d- 2n7) = cos x ; স্থতরাং সাধারণ সমাধানগুলি 


x=n]2, 37/2, 5712, 7712, --- +, —ml2, —3n|2, —5mj2 + 
3 5% х-(2п--1)5, যেখানে п হইল ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা অথবা 

বিকল্প পদ্ধতি : 

যেহেতু cos х= সন্নিহিত বাহু/রেডিয়াস-ভেক্টর, avale cos x—0 হওয়া 
তখনই সম্ভব যখন কেবল সন্নিহিত বাহুর দৈর্ঘ্য=0, অর্থাৎ যখন х এর সীমারেখা 
OY বা oY' এর সহিত সম্পূর্ণরূপে মিলিত হয়, অর্থাৎ যখন 

х= 712, %3л/2, %5л12, =- +, বা, х= (2n-F 1)(7/2), 

যেখানে n হইল ধনাত্মক 41244146 অথণ্ড সংখ্যা অথবা ҸӘ | 
tan х-0, cot x —0 হইলে x এর সাধারণ মান 

tan х-0, এর অর্থ sin x —0 ; JSI 

x=nT, সেখানে n ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা অথবা 39 | 

আবার cot х=0 হইবে যখন কেবল cos x= 0 হইবে, স্থতরাং 

х= (2n+1)(7/2), যেখানে n ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা অথবা ЕРДІ 

ৰিকল্প পদ্ধতি : 

tan х=0 হয় যখন লঙ্গ-দৈর্ধ্য-0 হয় এবং cot = 0 হয় যখন সন্নিহিত বাছুর 
46-0 হয়, 49415 x এর মান সম্পর্কে উপরে প্রদত্ত সিদ্ধান্ত হুম্পষ্ট। 

টাক্রা | লক্ষণীয় যে sec x এবং ০০5৪০ x কখনও শুন্য হইতে পারে FT | 

মন্তব্যঃ দেখা গেল যে প্রদত্ত কোন সমীকরণের একটি সমাধান থাকিলে 
সাধারণভাবে উহার সমাধানের সংখ্যা সীমাহীন 1 


74. sin x=k, যেখানে —1- «1, হইলে x এর সাধারণ মান 
ধরা যাক < এমন একটি বিশেষ কোণ যেজন্ত sin <=b হয়। তাহা হইলে 
sin x —hb-—sin < 


cos xe h(— 1« b«c 1) সমীকরণের লাধারণ সমাধান 101 


ৰা, sin х-віп < -0 
ql; 2 cos (+) sin Құ-«)-0. 
সুতরাং হয় cos (х--<)-0 নতুবা sin (х <) =0. 
এখন cos d(x4-«) ৮0 হইতে পাওয়া! যায় 
(০1৭) 2 (2m--1)7/2), বা, x-(2m--1)1-« += (1) 
যেখানে m হইল ধনাত্মক বা 44142 546 সংখ্যা অথবা I 
আবার sin d(x —«) 0 হইতে পাওয়া যায় 
d(x-4-vm3,x-2pr& >... M (2) 
যেখানে р হইল ধনাত্মক বা 44148 অখণ্ড সংখ্যা অথবা শূন্য І 
(1) ও (2) যুক্ত করিয়া সম্পূর্ণ (সাধারণ 1 হইল 
х=пт+(—1)°х -. se (3) 
যেখানে n হইল 499% ধনাত্মক বা খণাত্মক যে কোন ч সংখ্যা । 

18472 sinx=b(-1<b<1) সমাধান করিবার সময় « কে যে-কোন একটি 
বিশেষ কোণ হিসাবে গ্রহণ কর! হইয়াছে যাহাতে sin «<= হয়। «3 যে-কোন 
বিশেষ মানের 5992 সাধারণ সমাধানটির সত্যতা বজায় থাকে | কিন্ত 72 অনুচ্ছেদে 
প্রদরশিত মানকেই ওর মান হিসাৰে গ্রহণ করা কার্যত উপযোগী ও 
স্ুৰিধাজনক। উদাহরণস্বরূপ বল! যায় যে sines এর ক্ষেত্রে «3 এইরূপ মান 
লওয়াই অধিকতর বাঞ্ছনীয় যেন —7/2«x«7/2 হয়। 

অনুসিদ্ধান্ত । ০০১০০ =, যেখানে |Р | ৯৮1, এর সাধারণ সমাধান। 

ধরা айй « এমন একটি যেকোন বিশেষ কোণ যেন совес <= হয়। 
(কাধত < কে এমনভাবে নির্বাচিত করিতে হুইবে যেন --712*712 এবং 
45৫0 হয়)। তাহা হইলে ০০১০০ х= созес < অর্থাৎ sin x=sin < ; সুতরাং 

z=nm+(—1)"<, 

যেখানে n হইল ধনাত্মক বা 441914 অথণ্ড সংখ্যা অথবা! wg | 


75. cos £=(-1<<!) সমীকরণের সাধারণ সমাধান । 
ধরা যাক < এমন একটি যে কোন বিশেষ কোণ যেন cos «= হয় ( বাস্তবে 
« কে এমনভাবে নির্বাচিত কর! স্থবিধাজনক হইবে যেন 0< «এয হয়)। তাহা 
হুইলে cos 44-1১-0095 < 
বা, cosx—cos «20 
বা, -2 sin J(x-F«) sin Кх-х)-0 
স্থতরাং হয় sin {(х+х)=0 «$41 sin Mx — x) 20 
এখন віп (54-х) -0 হইতে পাওয়া যায় 
Кх+х) =тп বা, х-2тп-х ө (1) 
যেখানে m হইল ধনাত্মক 31 44144 অখণ্ড সংখ্যা অথবা! শূন্য 1 
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আবার যখন sin 1(х-<)--0, তখন 
i(x-«)epm, বা, ৯294৭ Ue (2) 
যেখানে p হইল ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা অথবা! 39 | 
(1) এবং (2) যুক্ত করিয়া পাওয়া যায় 
X=2n7 3৭১ 
যেখানে п হইল ধনাত্মক বা খণাত্মক যে কোন অখণ্ড সংখ্যা অথবা 991 
অনুসিদ্ধীত্ত। sec х=, যেখানে |Р | ৯1, এর সাধারণ সমাধান। 
ধরা হইল যে < এমন একটি যে কোন বিশেষ কোণ যেন sec <= হয় (বাস্তবে 
< কে এমন কোণ হিসাবে গ্রহণ করা স্থবিধাজনক হইবে যেন O<<<m এবং 
৭5712 হয় )। 
তাহা হইলে sec х= ѕес < বলিয়। cos х =соз < ; সুতরাং 
x-—2nmTt«, 
যেখানে n হইল ধনাত্মক বা! খণাত্মক কোন অখণ্ড সংখ্যা অথবা ҸӰ І 
মন্তব্য £ পূর্ববর্তী অনুচ্ছেদের 94 এক্ষেত্রেও ইহা জোরের সহিত বলা 
যাইতেছে যে <q যে বিশেষ মানই গ্রহণ করা হউক 4) কেন, cos x= cos < 
11 sec х=ѕес < সমীকরণের সাধারণ সমাধান অপরিবতিতই থাকিবে, যদি ক্ষেত্র 
অমুসারে cos <= অখবা sec «= এই শর্ত সিদ্ধ হয়। কিন্ত 72 অনুচ্ছেদে 
উল্লিখিত মানের সীমার মধ্যে <q বিশেষ মানকে গ্রহণ করাই সুবিধাজনক 92091 


76. tan х= 2, যেখানে — = <k<+ о, এর সাধারণ অমাধান। 
ধর! যাক, কোণ < এইরূপে নির্বাচিত হইল যেন tan «= হয় (কার্যত «কে 
এইরূপে নির্বাচন কর! বাঞ্চনীয় যেন —л/2<«<-Ьл/2 হয় )। wie) হইলে 
tan х= = (ап < 
বা, tan х – ғап <=0 
sin x 5п < 
Wilca раш 
বা, sin x cos <— cos x sin SO 
COS x cos < 
1, .sin(x—«) _ 
cos x cos < 
ЗІ, вес x sec < sin(x —«)—0. 
স্থতরাং, sin(x —4)—0, কারণ sec x এবং sec < উভয়েই ME 
(defined ) এবং শূন্য নহে। অতএব, পাওয়া গেল যে : 
x—<=nz, বাঁ, x= nm+<, 
যেখানে n হইল ধনাত্মক বা 481465 অখণ্ড সংখ্যা অথবা শূন্য ৷ 
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অনুসিদ্ধান্ত। cot х=, যেখানে b যে কোন সসীম রাশি, এর সমাধানের 
জন্য এমন কোণ < নির্বাচন করা হইল যেন cot «=, -1/2<х<7|2 এবং 
4--0 হয়। তাহা হইলে cot x—cot <, যাহ! হইতে পাওয়া যায় 


cot x—cot 4=0 


বা, cos x cos 0 
' sin x sin < 
বা, S9s £ sin 4— sin x cos х0 
5 sin x sin < 
বাঁ, -совес x cosec < sin(x — X) —0. 
কিন্তু cosec x, cosec < কেহই 49 হইতে পারে ন! এবং উভয়েই সংজ্ঞাত; 
স্থতরাং একমাত্র বিকল্প হইল 
sin(x —«)—0, যাহ! হইতে 41941 যায় 
x=nm +<, 
যেখানে n হইল ধনাত্মক বা খণাত্মক কোন অখণ্ড সংখ্যা অথবা শূন্য | 


প্রশ্নমাল। VII (A) 
1. নিয়ের সমীকরণগুলি সমাধান কর, যেখানে প্রতিক্ষেত্রে x, —7/2« x<n|2 
এই শর্তকে সিদ্ধ করেঃ 
(i) sinx--1/2. (ü) зіп х-1/,/2 (йі) sin х= - ,/3/2 
[উঃ (i) -т/6 (ii) т/4 (tii) -т|81 
2. бота প্রতিটি সমীকরণ সমাধান পূর্বক x নির্ণয় কর যেন 0<x=<n হয়: 
(ü) ০০5 45112 (ü) cosx- //3/2 (їй) соз х-1/ ,/2 
[উঃ (i) 7/8 (ii) 7/6 (Hi) mf | 
3. —л/2<х<л|2 হইলে x নির্ণয় কর যখন 
(i) tanx--1/43 (i) tan x= „3 (in) tanx--1 
қ [উঃ (G) -т/6 (ii) т/8 (ШІ) -т/41 
4. 0<х<л এবং ৮৮৪12 এই শর্তাধীনে একে আবদ্ধ রাখিয়া সমাধান কর 2 
Gi) зесх-і (ii) sec x=-1 (ii) sec х-2/У3 
(i) sec x= _%2 (৮) sec x= J2 (wi sec x= -2 
(vii) sec x=2 (їй) sec x= —2/ J3 
[উঃ (00 (й) т (iD nje (iv) 32/4 (v) 7/4 (vi) 27/3 (vii) 718 (viii) 57/6 | 
5. җ%я—л/2<х<л|2 এবং 20, নিয়ে প্রতিক্ষেত্রে তখন x নির্ণয় কর £ 
(i соѕесх=1 (i) ০০৪০০ 4- -1 (іі) cosec х=2 
(vi) cosec х= —2 (v) созес х= 12 (vi) cosec x=- ,/2 
(vii) cosec х=2/ ,/З (viii) созес х= -2/ 43 
[উঃ (i) 7/2 (ü) 7৭12 (iii) т|6 (iv) —/8 (у) «4 (vi) -т/4 (vii) т|8 (viii) -ті8) 
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6. —n|2<x<n/2 এই মানের সীমায় একে আবদ্ধ রাখিয়া ও উহার "y 
মানকে বাদ দিয়! সমাধান কর £ 
(i) сосх=0 (ü) ০০৮৯] (ii) cotx--1 (iv) сос x= „/3 
(৮) cotx— — 43 (vi сосх-1/,/3 (vii cot <= -1| 43 
[উঃ (i) গা (ii) т/4 (йі) <т/4 (v) т|6 (v) -т/6 (vi) 7/3 (уй) —3] 
7. (әң প্রতিটি সমীকরণ সমাধান পূর্বক 0<х<2л এই মানের সীমার 


чуе সকল x নির্ণয় কর : 
(а) зіп х= 8/3/2 (b) sin3x— -1/,/2 (с) cos х-1) ,/2 
(d) cosix-i (e) tan x20 (f) tan3x-1 


[ ইঙ্গিত £ঃ (d) যেহেতু x এর এমন মান আবশ্তক যাহাতে Oc x<9 হয়, সুতরাং jx 544% এমন 
` হইবে যেন 0<1x< হয়; তাহা হইলে іх-т/3 অর্থাৎ x—27/9. 

[উঃ (а) 1/8, 27/3 (b) 57/12, Tm[13, 137/12, 5z|4,7z]4, 237/12, (с) 7/4, 77/4 
(е) 0,т (f) 7/12, 57/19, 37/4, 137/19, 177/12, 17/4) 


8. গ্রতিক্ষেত্রে x এর সাধারণ মান নির্ণয় কর যাহাতে নিয়ের শর্তগুলি যথাক্রমে 


সিদ্ধ হয় : 
(Ü sin х-1 (i) sin x —1/2 (їй) cos ৯112 (iv) tan x= „/3 
(w) cotx--1 (vi) secx-2 (уй) совес x—2/ J3 
(viii) | sin?x 21 (ix) cos?x=1/4 (x) tan?x21/3 


(xi) sec2x=4[3 (xü) соѕес2х=4 

[® : (viji) sin*x-is 91584 হইল sin x= £1, বা, sin x=sin (4/9) অর্থাৎ 
xen (—1)" (4/8), বাঁ, x—n7-7[2, যেখানে n কে প্রচলিত 91584 সহকারে লওয়া। হইয়াছে | 

(x) tan x— 31/58 যাহ। হইতে পাওয়া যায় tan x—tan(- 2/0) ; 

স্থতরাং x= 47/6 

[উঃ G) пт-.(-1)(а|9) (Qi) 77701070516) (Ші) 2nm+2m/3 (iv) пт--т|3 
W) х-птп-т/4 (vi) 9meiz|3 (vii) пт+(—1"т3 (ix) пт+тз (хі) এবং 
(xil) пт+я]6] 

9. দেখাও যে, যে সমস্ত কোণের sine এবং cosine যথাক্রমে < কোণের sine 
এবং cosine এর সমান তাহারা! 2лл-Ба সূত্রের অন্তর্গত। ইহা হইতে x এর সেই 
সাধারণ মান নির্ণয় কর যাহা নিযে প্রদত্ত উভয় সমীকরণকে সিদ্ধ করে, যথা : 

sin x= —$ এবং cos x— „/3/2. 

[ সমাধান £ nm+(—1)"a এবং 27+ ৫ প্রদত্ত কোণগুল 2%7+-৫ এর 
অন্তর্গত, কারণ %7+-(-1)” а এর অর্থ 2nm--c এবং (2n--1) т-а 

দ্বিতীয় অংশের 59 প্রথমত 0 এবং 2л এর মধ্যবর্তাঁ কোণগুলি বিবেচনা করা 

4%! sin х= —1/2 এর ক্ষেত্রে ৫= 77/6 এবং 11716, আর cos х= — A/3/2 
এর ক্ষেত্রে পাওয়া যায় xc 5л/6 এবং x=7z|6 ; সুতরাং 0 এবং 27 এর মধ্যবর্তী 
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x এর যে মান উভয় শর্তকেই সিদ্ধ করে তাহ! হইল কেবল 77/6; অতএব x এর 
সাধারণ মান হইল 2n7--72]6 ] 
10. নিয়ের প্রতিক্ষেত্রে x এর যে সাধারণ মান উভয় সমীকরকে সিদ্ধ করে তাহা 

নির্ণয় কর : 

(а) sinx--—1/2 «Ж tan x—1/ 43 

(b) cos x= —1/ ২/2 এবং tan ৯]. 

(c) соёх= – УЗ এবং coscx--2 

[উঃ (а) 9лл--Тл/6 (b) 9лт-Ь5л/4 (c) 2nm+117/6] 


7.7. ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণের সমাধান প্রণালী (Procedures for 
solving trigonometric equations ) : 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ সমাধানের কোন ধরা-বীধা প্রণালী নাই। ছাত্র-ছাত্রীদের 
সুবিধার্থে এখানে উদাহরণের আকারে কতিপয় আদর্শ পদ্ধতি প্রদত্ত হইল । 


উৎপাদকে বিশ্লেষণ দ্বারা 
উদ. 1. সমাধান কর £ sin x-—sin x cos х-0 
এখানে sin x (1—cos х)=0; west 
হয় sin x=0 নতুবা 1—cos х-0 
m যখন sin х-0, তখন = n7 
এবং যখন 1— cos х-0, তখন cos х=1=со5 0, যাহা হইতে পাওয়া যায় 
х=2пп+0=2пп 
অতএব নির্ণেয় সমাধান হইল 
х= ит এবং x =2nt, 4161044 যুক্ত করিয়! লেখা যায় 
x= nr, 
যেখানে n হইল ধন বা 44 অখণ্ড সংখ্যা অথবা শূন্য। 
পরীক্ষা করিয়া দেখ £ 2-%গ এর ক্ষেত্রে sin x—sin x cos x 
=sin n7 —sin n7 cos nr 0. 


বিভিন্ন প্রকার অপেক্ষককে একটিমাত্র অপেক্ষকের আকারে 


প্রকাশ দ্বারা 
б]. 2. সমাধান কর £ 7 соѕ20--3 81099 4 
sin?63 পরিবর্তে 1— 50529 লিবিয়া পাওয়া যায় 
7 cos20+3 (1— cos20)= 4 
বা) 4 cos?0 —1, বা, cos 6— = # = cos (7/3) 41 cos (21/3). 
স্থতরাং, 0—2nn 31/3, বা, 2n7 + 27/3, 
যেখানে п হইল ধন বা 44 অখণ্ড সংখ্যা অথব। শূন্য 1 
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যাচাই করিয়া দেখ £ যখন ০-2%7:7/3, 


তখন cos?0—cos? (ял %1/3)--3, sin20 3/4 ; 
আবার যখন 0=2л7 21/3, তখনও сох20=1/4; 5in20=3/4, ইহা 
হইতে দেখা যায়ঃ 
7 cos20--3 sin? 0=7/4+9/4=4. 
মন্তব্যঃ যাচাই করার পদ্ধাত অবলম্বন কাঁরলে ছাত্রছাত্রীদের ভুল হইবার 
সম্ভাবনা থাঁকবে না। উদাহরণ З এবং 5 এ বাচাই করার প্রয়োজনীয়তা প্রদাশত হইল 1 
8413. যদি সম্ভব হয় তবে সমাধান কর £ sec 4০480. х=0 
21 si x 14віп 20) 
совх COS X COS x 
স্থতরাং l+sin x=0, যদি cos 4৮0 €X 1 
cos х>0 ইহ্‌! «fau! লইলে, 
sin х= —1-sin (— 1/2), যাহ! হইতে পাওয়া যায় 
хатл--(-1)"(-л/2), 
যেখানে п হইল ধন বা 484548 সংখ্যা অথবা! 52 | 
কিন্তু যদি cos %=0 হয়, তবে secx এবং tan x উভয়েই অসংজ্ঞাত 
(undefined) হয় এবং সমীকরণটির তখন কোন সমাধান নাই। 
যাচাই কর 2 যদি secx-+ tan x এ x "7+ (— 1)' (77/2) বসান হয় তৰে 
দেখা যায় যে sec -5০০%74+(-1)"-91/2))- (7 1)" вес(-1)(-л/2) 
এবং tan x—tan inr--(1)" (—7/2)] =tan 00710৮05512), 
ইহারা উভয়েই অসংজ্ঞাত (undefined); সুতরাং এই 14418 করিতে হয় যে 
সমীকরণটির কোন সমাধান নাই। 
একটি প্রয়োজনীয় দৃষ্টান্ত 
З. 4. সমাধান 43: এ cos z+) sin ৯৫, যেখানে а, b, c. PIF | 
যে সীমাবদ্ধ ক্ষেত্রে সমীকরণটি সমাধানযোগ হইবে না তাহা নির্দেশ কর। 
ধরা যাক্‌ a= r cos a, b ^r sin ৫ (পূর্বের মত ), যেখানে, 
r= + Ja2+b2, ZOAN cos a—a/ /a2+b2, sin «—b/ Ja? +b?, 
এবং -n ox T 
এখন সমীকরণটির আকার হইল |5547, যথা 
r COS X COS ৭:47 sin x sin <=c 
বা, r cos ( x—<)=cC 
অর্থাৎ, соз(х-<)-с/ғ-с| Ja2+b2 
যদি সাংখ্যমান হিসাবে с> JVa2+b2 হয়, তবে সমীকরণটির কোন সমাধান 
নাই, কারণ কোন কোণের cosine অন্ুপাতের সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা কখনও বৃহত্তর 
হইতে পারে না! 


এখন sec x tan x — 
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সমাধান তখনই সম্ভব যখন কেবল c এর সাংখ্যমান < Va? FBE; 9 ata A 
এমন একটি কোণ যাহাতে 
cos(x — &)= c[ Mat + b? — cos হয় 
"V ж-«<=2язт 250) 9, x=2nT+< +В, 
যেখানে п ধন বা #4 অখণ্ড সংখ্যা! অথবা শূন্য) সুতরাং <, ॥ নির্ণাত vm 1 
Ші: a-rsin« b=r cos 4 ধাঁরয়াও а cos x+) sin x—c কে) 
sin (+৭)'র আকারে প্রকাশ করা যাইত 1 
উদ্বাহরণ 4 এর আকারে প্রকাশ দ্বারা 
€w1.5. সমাধান কর ,/3 cos 0--віп 0—1 
ধরা যাক্‌ ,/3-т cos <, 1er sin <, তাহা হইলে r= + 33-12 
এবং соз <= /3/2, sin «-1/2 যাহা হইতে *-716 পাওয়া যায় 
কারণ —7««x +T. 
g], r cos < cos 0+r sin < sin 6-1 
বা) r cos (0—«)=1, বা, cos (6-л/6)-1/2-сов 7/3” 
অতএব, 0—л/6=2пт+л/3, বা, 0—2n7 47/63 1/3 
60 —2nz--7/2 *1 2n" -л/б, 
যেখানে п হইল ধন বা 44 অখণ্ড সংখ্যা অথবা! শূণ্য 1 
যাচাই Fa: 3 cos (2%74-712)4-51702%74-712)-1 
এবং V3 cos (2n — 1/6) J- sin(2mr — 7/6) =1 


বিকল্প পদ্ধতিঃ (43) -12]] ছার! অর্থাৎ 2 «m ভাগ কর ; 
Ute tm 

সুতরাং > соз vv sin 0 2 

বা, cos 1/6 cos 0 +sin 7/6 sin 0—3 

বা, cos (0 — 7/6) — cos 7/3..ইত্যাদি পূৰ্ববৎ। 
নতুবা £ 2 ছার! ভাগ করিয়া পাওয়া যায় 

2 сов 045 sin i-i 
বা, sin (л/3) cos 04+ cos (7/3) sin 0-4 
বা, sin (0--7/3) =ѕіп 716 


সুতরাং facfa সমাধান হইল 07/3 =пт-( - 1)" (n/6) 
বা, 9-%7-7134-(-1)%01/6) যেখানে n প্রচলিত তাঁৎপযে azda р 
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[ মন্তব্য ? যাচাই কারয়া দেখ যে এই সমাধান 4241 সাধারণ সমাধান এই 
ভাবে প্রায়ই কতিপয় প্রণালীতে পাওয়া যায়। বিভিন্ন আকারে যে ফলগঢ়ল পাওয়া 
যায় তাহারা একই কোণ শ্রেণীর বিভিন্ন প্রকাশ পদ্ধাত মাত্র । ] 

নতুবা ঃ প্রদত্ত সমীকরণটির বর্গ লইয়া £ 

` МЗ cos б-1-віп 0 
অতএব, উভয় পক্ষের বর্গ লইয়া, 3 cos? 0— (1 - зіп 0)? 
=1—2 sin 0+sin° 0 
বা 3(1—sin? 0)= 1—2 sin 0+sin? 0 
বা, 4 sin? 0—2 sin 0—2=0 
বা, 2(1—sin 0)(1++2 sin 6) 0 
qs, sin0-1, qi, in 0= —1/2. 
S0 n (—1)(1/2), 4, 09 nr--(- 1) (—m/6) 
যাচাই Fas দেখা যায় যে 0-nm--(—1)'(7/2), যখন п-0, +2, 
২4" এবং 0=nn+(—1)"(—T/6), যখন п= +1, &3+-жтё সমীকরণকে 
144 করে না। ইহার কারণ কি? ইহার কারণ হুইল, যে সমাধানগুলি এক্ষেত্রে পাওয়া 
ধায় তাহার! প্রদত্ত সমীকরণের সমাধানের অন্তর্গত নহে। যেমন বর্তমান ক্ষেত্রে 
সমাধানগুলির মধ্যে সমীকরণ, - J3 cos 0-1-sin 0 এর সমাধানগুলিও 
"uz হইয়াছে, যেমন অন্ততু ক্র হইয়াছে প্রদত্ত সমীকরণের সমাধানগুলিও। 
উপসংহার। সমীকরণ সমাধানে বর্গ লওয়ার পদ্ধতি যতদুর সম্ভব 
পরিহার করিয়া চল! উচিত। কিন্তু একান্তই যদি বর্গ লইয়া অথবা рат 
নহে এমন কোন উৎপাদক দ্বারা গুণ করিয়া! (যেমন Sui. 3 এর ক্ষেত্রে) 
সমাধান নির্ণয় কর! হয়, তবে প্রাপ্ত সমাধানগুলি যাচাই করিয়। 
ওয়া কর্তব্য, যাহাতে সম্ভাব্য অতিরিক্ত (extraneous ) সমাধানসমূহ 
অপস্থত হয় | 

8416. সমাধান কর 5 cos х-2 sin x—2, যেখানে প্রদত্ত হইল যে 
tan 21'48'=2/5. 

ধরা যাক 2148-А, তাহা হইলে tan A=2/5, ফলে sec?A= 
14-4/25-% সুতরাং cos А-5/ 429 এবং sin A= VI- cos#a= 2/ 429 
‘এবং ইছার! সকলেই ধনাত্মক। এখন প্রদত্ত সমীকরণটিকে 2/54502% অর্থাৎ 
4/29 দ্বারা তাগ করিলে পাওয়! যায়, 


UE cos z- sin х= 


C 
J29 ৭29 429 
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বা, сов А cos x —sin A sin х-віп А 

বা, сов (x+A)= sin Acos (m/2- А) 

1. хЖАт2пт%(7/2-А); অর্থাৎ х=2пл+п/2—2А, 

বা, х-2пт- 1/2, 
অর্থাৎ, <=2nm+90"— 4336 —2nn --46/24', বা, x e2nm — n/2 
অর্থাৎ, x—n360'4-4624', বা, x= n.360' — 90", 
যেখানে n ধন বা চপ অথণ্ড সংখ্য! че л! 


বিশেষ বিশেষ কৌশল ( artifice ) প্রয়োগ দ্বারা 


8417. সমাধান কর! соз m 0০৮8 nd, туп 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে соз m 0= sin nd = cos (1/2 — nd) 
SQ m0o=2)m+ (n/2— n9), 
যেখানে / হইল 44144 অথও সংখ্যা অথবা শুলা। সরল করিয়া ও "9142 
দ্বারা পাওয়া যায় қ 
(т-+л)0 = 207+ 1/2, বা, (m—n)0 = 2bpn ~ 7/2 


উদ! 8. সমাধান কর cos x-F cos 2x+cos 3x=0 
এখন (cos x-Fcos Зх) соз 2x 0 
বা, 2 соз 2х cos x+cos 2х «0 
বা, соз 2х(2 cos x--1) 0 
অতঃপর cos 2x=0 হইতে 2x» (2n-- 1)(7/2) 
এবং 2 cos х+1=0 হইতে cos x= — 1/2 cos 27/3, 
যাহা হইতে x m2n7 £27/3 
সুতরাং п ধন বা se অখণ্ড সংখ্যা অথব! শূন্য হইলে 
x=(2n+1)(n/4), অথবা, ১৮727 + 20/3 
ЗІ 9. সমাধান কর cos x-Fsin x= cos 2x-Fsin 2x 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে cos x — cos 2x sin 2x віп x 
বা, 2 sin fx sin 4x 92 cos Bx sin | 
বা, 2 sin фх(ѕіп fx — cos 13) = 0. 
যখন sin фх=0, তখন পাওয়া যায় x= 2n7 
যদি sin jx —cos іх-0 হয়, অৰ্থাৎ tan х= 1 = tan 7/4, 
তবে {х=лял+л/4; সুতরাং n এর সাধারণ অর্থ সহকারে 
4৮527, বা, х= {8 [74714] 
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প্রশ্নমালা VII (В) 
নিয়লিখিত সমীকরণগুলি সমাধান কর £ 
6 cos? x-- 4 sin?x —5. 2. cot?x-Fcosec?x —3. 
tan? —3 cosec?x — 1. 4. 2(cos?x—sin?x)—1. 
cos 30 = cos 20 6. tan 20—tan 0 
sin 95 —sin 0 8. sin mx-Fsin nx =0, mn. 


cos m 0+ cos n 0—0, тп. 10. cos х--соз 2x-F cos 3х= 0. 
sin x--sin 7x 51 4x. 12. sin x-Fsin 3x-Fsin 5x —0. 
sin 4x —sin 3x-Fsin 2x —sin х=0. 

cos x-Fcos 3x4-cos 5x-F cos 7x —0. 

cos 6x--cos 4х= зіп 3x+sin x. 16. cos x—sin Зх =соѕ 2x. 
sin x--cos x= V2. 18. sin x-Fcos x—1/ ,/2. 
sin <+ 4/3 cos x= J2. 20. cos x+ 43 sin x —1. 
tan x-Ftan 2x+tan x tan 2x —1. 


[ইঙ্গিত : lan x+ tan 2x 21—tan x tan 2x q), (tan x--tan 2x)/(1—tanx tan 2x)21, 


বা, tan (x+9x)=1, বা, X= s(n + 7/4) | 
tan(Ag -- x) сапт — x) 24. 
tan x--tan 2x--tan 3x=tan x tan 2x tan 3x. 
sin 20 — cos 30. 25. cot 0=tan 80. 
tan 0 tan 20-1. 27. tan ах-сов bx. 
2sin? x-F3 cos x—0. 29. tan? x—( 34-1) tan x+ ,/3-0. 


tan х-сосх-совес x. 31. cot x-cot2x-2. 


cot 2x= cos x-Fsin x. 33. tan х-Есос х=2. 

cot x tan x —2. 38. sin 5x cos 3x —sin 9x cos 7x. 
cos 9х соз 7x= cos 5x cos Зх. 37. 2 sin x sin 3x=1 

cos 2x —cos x sin x. 39. 2cot 24510 х=2 cosec x. 
tan x-Ftan 2x-Ftan3x—0. 41. cos 0= ,/Э(1-віп 0). 

sin 30 —8 5139. 43. совес 9-Есос 0— VS. 

sin x+2 cos x —1. 45. cos x-—sin х=соз <+sin <, 


sin 2x tan 4৮4৮1 ল sin 2x-Ftan x. 

2 sin x tan x-F1—tan x+2 sin x. 

4 sin x cos x—1—2 sin x--2 cos x. 

5 sin x--2 cos х-5, প্রদত্ত : tan 21'48 —2/5. 


প্রশ্নমাল! VII (B) ui 


50. 5 cos 0+2 sin 0--2, প্রদত্ত £ tan 68°12' —5/2. 
51. 4 cos х+5 sin x —5, প্ৰদত্ত : tan 51'21' 55/4. 
52. l+sin2x=3 sin x cos x, প্রদত্ত : tan 71734-39 


53. নিয়ের প্রতিক্ষেত্রে, যেখানে সম্ভব, সমাধান 47 Ox «2m এই সীমার 
মধ্যে x এর সকল মোন নির্ণয় 94: 


(i) 2tanxsin x ап ৫০০, (ii) 2 сов x-Fsec x =3. 
(іі) sin x/2--cos x1. (i) cot х/3= - M 3 
54. fac সমীকরণের প্রত্যেকটি প্রস্থ সমাধান কর, যেখানে 720 
এবং 0<0<2т: 


(i) r sin 922 এবং r cos 0-3, 
(ii) r sin 0-3 এবং ғ =4(1+35in 0). 
(їй) т=а sin 6 এবং r= a cos 20 
(iv) = 4(1-Fcos 0) এবং r =3 sec 0 
[সমাধান £ G) বর্গ লইয়া ও যোগ pN, r? = 13, যাহা হইতে পাওয়া 
ata r= + J13 এবং sin 0-2/ /13, cos 093/ /13, %6 হইতে ৪ নিৰ্ণয় 
করা যাইবে 1 


Gi) ভাগ করিয়া z = tan 9) বা, 4 sinB0+4 sin 0 —3=0, 


বা, (2 sin 0—1)(2 sin 0+3)=0; 2 sin0—1=0 হইতে sin 0=1/2, 


` Bemn[6 এবং 5716 এবং প্রদত্ত প্রথম সমীকরণটি হইতে, r6; লক্ষ্য কর যে 


2 sin 0+3=0 কে বাদ দেওয়া হইল। | 
55. দেখাও যে 51799551794) ০059950058৭. এবং tan20= tanta, 
এই সমীকরণ তিনটি অভিন্ন ( identical ) এবং প্রতিক্ষেত্রে সমাধান হইবে nm + <. 
56. ЧШтап ax-tan bx(a#b) হয়, তবে দেখাও যে x এর মানগুণি একটি 
সমাস্তর প্রগতি (A.P) গঠন করে। 
57. সমাধান পূর্বক z এবং y নির্ণয় কর £ 
(i) sin(x—y)-1/2 এবং cos(x-- y) 71/2. 
(ü) cos 2x+3y)=1/2 এবং cos(3x--2y) = ,/3/2. 
58. সমাধান পূর্বক х এবং y নির্ণয় কর, যেখানে প্রতিক্ষেত্রে 0< x, ужа: 
G) віп(х-у)-0 এবং sin(x+y)=1. 
(ü) sin(x—»)- 43/2 এবং cot(x4- y) 20. 
(ii) tan x-Ftan y=2 এবং 2 cos x cos y- 1. 
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1. এবং 2. птіт/4. 3. nzz|B. 4. пт+т]6. 5. 9лт 41 27516, 6. пя. 
7. লগ] বা (9773) 7/10. 8. Фт(тжт) 41 (2r--1)s(m—m). 9. (2r4-1)e]( msn). 
10. (97411) 714 বা 2nz397/9. 11. najs x| М9лт+т/3', 12. пт/8 বা пт тб 
13. 2лт «| (2n+1)7/2 41 (дп++1)л/5. 14. (2n+1)#/2 বা (Qn+1'z|]4 বা (2n--1)7]8, 
15. (2n--!)s/2 বা (4n-1)n/14 q (4n—1)r/6 16. 2n7/3 41 (40-1 m4 a) (4n—1]m]à 
17. 2пт--п/4 18. 2пт--7п/12 বা 215—7/19. 19. 2nm+5z|19 বা 9пт—п[19. 20. ля 
412лт--2л/8, 22. пт+п[6. 23. 7516, 24. (4п+-1)л[10 বা (4n—1)z|2. 25. (2n+1) 
7/18. 26. (n--1)v|6, 27. (2n--1)(v|9)(a--b) 28. 2774718, 29. nz [4 বা nz--m]$. 
30. 9лт+л/$ বা (2n--1) т 31. {пт+(—1)"л/19, 32. пт—т|4 «| dnv-k(— 1)"4]2, 
যেখানে sin «—1(4/5—1), 33. пт--т/4. 34. (4п-Е1)т/8, 35. nnje বা! (2n4-1)7/24, 
36. пт/12. 37. (9n--1)s]A 41 лт+тп/6, 38. {(плт+0), যেখানে tan 0-2, 89. 2лт, 
40. %719 বা ॥74-0 যেখানে tan 0=1/)2. 41. лт x1 (9n --7]0, 42, пт বা пт п/е 
mr v[9 বা (2n--1) z, 44. 2nm-- [2 বা @пт— n|3+90 যেখানে sin 62 1/46. 
Ялт-«4|9лт-т/244. 46. пт--л/4, 47. natala বা nm (—1)^7/6, 
nr: 97/9 বা пт 1)7/6, 49. nm-(— 1)" (08^12/) 91০88 
mr(-1) (21*48)—68*19^ 51. 9mm--[2 বা 9nm--19*42" 
тт%т)441 лт--96°84' 53, (i) 0, 1/6, 57/6 z, (ii) এবং (iii) 0, 1/9, 5/8, 
(iv) প্রদত্ত সীমার মধ্যে কোন সমাধান নাই | 
54, (iii) 0-т/б,ғ-а/2; 0 57/6, r=0/2; 0 37]2, rm —a 

(iv) 8 m[8, r6 ; 0=5n|8, r6, 57, (1) xim n)m+=|6+(—1)" v/12; 

у-(т-ілті»/6-(-1)"/19. (ü) M(6m-—4n)z:3-7/2-2»[8]; Цбл-4т) тат 
%ч/8; যেখানে т,п49 সহ অখণ্ড সংখ্যা। 58, (0) х-т/і-у,4|х-3т/4,у--т/4 

(4) x=5=|19, yo [12 ; 41,х--111/12, ye 77/19, (ИЙ х--т|4-у 


FEET 


8 
বিপরীত 9919 অপেক্ষক 


( Inverse Circular Functions ) 


8.1. সুচনা 
যখন এইরূপ লেখ হয় যে 
x=sin y, 

তথন সমীকরণটির আকার হইতে ইহাই বুঝায় у জাত রাশি হইলে x কিভাবে 
নির্ণয় করা যায় তাহাই বিবেচ্য। ইতিপূর্বে on) গিয়াছে যে x= sin y হইল y এর 
একটি অপেক্ষক, যাহ! y এর সকল মানের ক্ষেত্রে সংজ্ঞাত ( defined ) এবং у 
এর প্রত্যেক প্রদত্ত মানের wg এর একটি অনন্যু ( unique ) মান প্রদান করে 1 
ইহাও লক্ষ্য কর! হইয়াছে যে সম্পর্কটি ততক্ষণই সত্য যতক্ষণ _ 1524] হয়। 
প্রসঙ্গত স্মরণ করিতে হুইবে যে কেবল বাস্তব সংখ্যার এলাকার মধোই efe 
আলোচন! সীমাবদ্ধ। 

বিপরীত দৃষ্টিভঙ্গী ( Opposite point of view ) 

কোন কোন সময় কিন্ত সম্পর্কটিকে বিপরীত দিক্‌ ব! দৃষ্টিভঙ্গী হইতে দেখিবার 
এবং x জ্ঞাত রাশি হইলে y কি ভাবে নির্ণয় কর! যায় তাছ! বিবেচন! করিবার আগ্রহ 
vui এই দৃষ্টভঙ্গীকে নির্দেশ করিবার জন] নি়লিণিত wewa ( notation ) এর 
সাহায্য গ্রহণ কর! হয় ও লেখ! হয় 

yssintix 4) уез! (ос ) sin xz; 

তখন ইহাকে x এর একটি cmo mes বলিয়া মনে করা যায়। অঙ্কপাতন 
ys sin^*x কে পড়িতে হইবে সাইল-ইনভার্স x (sin-inverse x 71 sinc- 
inverse х) অথবা! x এর বিপরীত সাইন বা 9914 সাইন (inverse 
sine of x ) এই ভাবে। বর্তমান গ্রন্থে বিপরীত 'অপেক্ষক (inverse function ) 
এর অস্তিত্ব বিষয়ক আলোচনার মধ্যে প্রবেশ কর! হইবে না, কেবল ধরিয়া meu 
হইবে যে x= sin y এর বিপরীত আকার হইল y= sin"! এবং ymsin x এর 
বিপরীত আকার হুইল x= sin y. 

অন্তান্ত ড্রিকোণমিতিক чоет সম্পর্কেও অনুরূপ সংজ্ঞা dicum), wd, 
x-tan এবং y=tan lx হুইল পরস্পর পরস্পরের বিপরীত রূপ। এই 
পরিপ্রেক্ষিতে y sin" 1x, ye cos! agfa বলা হয় বিপরীত ভ্রিকোণমিতিক 
( inverse trigonometric ) বা! বিপরীত 9\1 (inverse circular) অপেক্ষক। 

dup): sin! = এবং (sin х) ce এক বলিয়া মনে করলে ভুল হইবে, 

1 

sin x 
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কারণ (sin x)! = 
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82. у=віп 'x з সাধারণ মান š প্রধান 41 মুখ্য মান £ লেখ 


(у-віп"іх: General values : Principal values : Graph ) 
আপাতত £ y-sin-!x এর প্রতিই দৃষ্টি নিবদ্ধ করা যাক্‌। এই প্রতীকটির 
অর্থ হইল, у বা sincix বলিতে এমন একটি কোণ বুঝায় যাহার সাইন হইল x; 
যেহেতু কোন কোণের সাইন এক ( unity ) অপেক্ষা বৃহত্তর হইতে পারে ন', সুতরাং 
বল! যায় যে 
y—sin^!x তখনই সংজ্ঞাত ( defined ) 444 কেবল. —1« x«l. 
এখন —1<х<1 এই সীমার মধ্যে + এর কোন একটি নির্দিষ্ট মান, ধরা 311, 
"eu হইল। তাহা হইলে y—sin-14 নির্ণয় করিতে হইবে, অর্থাৎ, এমন একটি 
কোণ নির্ণয় করিতে হইবে যাহার সাইন হইল 1; এ বিষয়ে পূর্ববর্তী জ্ঞান হইতে বলা 
যায় যে) এর মান হিসাবে নিয়লিখিত অসীম সংখ্যক মানগুলির মধ্যে যে কোন 
একটিকে গ্রহণ করা যায়, যথা 
7/6, ৭7/6, ~7n/6, _11716, 137/6,-. ইত্যাদি | 
প্রকৃতপক্ষে 74 অনুচ্ছেদ হইতে জানা গিয়াছে যে, যে সমস্ত কোণের সাইন 1/2, 
তাহাদের সবই পাওয়া যায় na +(—1)"n/6 (সেখানে n ধন বা খণ অখণ্ড সংখ্যা 
544159) এই সুত্র হইতে । 55544904, у= sin 10 হইলে y এর মান, 0, 7, 
3527, ইত্যাদির মধ্যে যে কোন একটি হইতে পারে। সুতরাং ইহা! সুস্পষ্ট যে 
y-sin ix সম্পর্কটি বুমান-বিশিষ্ট ( multiple-valued ), যাহার অর্থ হইল, 
x এর যে মানগুলির ক্ষেত্রে অপেক্ষকটি সংজ্ঞাত (defined) তাহাদের প্রত্যেকটির 
জন্য y এর একাধিক মান পাওয়া যায়। 
প্রধান বা মুখ্য মান ( Principal Value ) 
প্রয়োগ বিষয়ক বহু ক্ষেত্রে ( যদিও সব ক্ষেত্রে নহে ) ইহা বাঞ্ছনীয় হয় 41; সেই 
জন্য у= віп! এর লেখচিত্রের এইরূপ একটি বিশেষ অংশ পৃথক করিয়া লইয়! উহার 
সাহাযোই অভীষ্ট লক্ষ্যে অগ্রসর হওয়া রীতিসন্মত, যে 
অংশের এই গুণ বর্তমান যে x এর স্বীকার্য প্রতিটি 
с মানের জন্য এই অংশে y এর একটি এবং 
কেবলমাত্র একটি মানই পাওয়া যাইবে। 
y—sin^!r এর লেখর যে অংশ এই উদ্দেশ্যে 
নির্বাচন কর! হয় তাহা -л/2<у<1/2 এই সীমার 
aasi ইহা মুখ্য বা প্ৰধান মানের শাখা 
(Principal value branch) বলিয়া পরিচিত ' 
-81 চিত্রে ইহাকে qawa রেখারূপে প্রদর্শন 
করা হইল। mew নিয়মমাফিক ( formal) 
` aa হইল £ 
সংজ্ঞা £ 1l<x<1 এই সীমার মধ্যে এর যেকোন মানের জন্য p= sin ix 
এর SENT মান হইল সেই মান যাহা -л/2<у<л/2 এই শতকে সিদ্ধ করে 1 


yssin' X 
চিত্র 8.1 
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উদাহরণ স্বরূপ বলা! যায় £ 

вїп^11 এর মুখ/*মান»্7/2, কারণ sin 7/221 

sin (3) এর মুখ্য মান= 7/6, কারণ sin л/б=} 

sin" 30 এর মুখ) মান=0, কারণ sin 0-0 

31-50-4312) এর মুখ্য মান= — 7/3, কারণ 50( — 7/3) = — /3/2, ইত্যাদি 1 

লক্ষণীয় যে —л/2<л/2‚ 1/6, 0, – п/5<л/2 

মন্তব্য £ 1. y=sin"lx এর মুখামানের সংজ্ঞা y এর মানের নিম্নলিখিত 
সীমাগুলির যেকোন একটির সাহায্যে দেওয়া যাইতে পারে, যথা ? -л/2<у<л/2, 
712<у<3л/2,31/2<у<5л/2, ইত্যাদি। কারণ x এর প্রত্যেক 41414 মানের wg 
এই সীমাগুলির প্রত্যেকটি হইতে y এর একটি এবং কেবলমাত্র একটি মান পাওয়া যায়। 
এইজন্য মুখ/মানের সংজ্ঞা স্থির করার বিষয়ে বিভিন্ন গ্রস্থকারের মধ্যে মতপার্থক্য আছে, 
তবে উপরে প্রদত্ত সংজ্ঞাগ্ুপি ক্যালকুলাস ( calculus ) এর পক্ষে স্থবিধাজনক। 

2. ছাত্রছাত্রীদের পহজেই স্মরণ হুইবে যে পূর্ববর্তী অধ্যায়ে মানের এই আকার- 
গুলির সহিত তাহাদের ইতিপূর্বে পরিচয় হইয়াছে । 8064 721) এবং প্রশ্নমালা 
VII(A)s প্রশ্ন এ সম্পর্কে দ্রষ্টব্য । 

83. অন্যান্য বিপরীত ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষক £ মুখ্য বা প্রধান মান 

(1) x=cos у হইল y এর অপেক্ষক যাহ! y এর সকল মানের ক্ষেত্রে সংজেয় ; 
y এর প্রদত্ত প্রত্যেক মানের জন্য ইহা x এর একটি অনন্য মান প্রদান করে, এবং 
ইহা কেবল -1<х<1 এই শর্তগাপেক্ষে সতা। 

y=cos ix q| ye WI cos ৮--ইছাকে এইরূপে পড়িতে হইবে, 141 কস- 
84314 (cos-inverse)x বা কোমাইন-ইনভার্স (cosine-inverse) x অথবা x এর 
বিপরীত কোসাইন বা ইনভার্স কোসাইন 
(inverse cosine of х)-«% অপেক্ষকটি 
হইল সংজ্ঞাত, যখন 151) 
y=cos"lx এর লেখর যে অংশটির ক্ষেত্র 
-16х<1 এই সীমা মধ্যবৰ্তী x এর জন্য 
0<у<т, তাহাকে মুখ্য মানের শাখা 
বলা zi 

(2) ৬০৪০0 হইল yz পরে 
প্রদত্ত মানগুলি ব্যতীত আর সকল মানের y=ton!x 
ক্ষেত্রে y এর সংজ্ঞাত অপেক্ষক, কেবল база 
›=(2п++1)л/2, যেখানে n অধণ্ড সংখ্যা 
অথবা 49, ইহা হইতে প্রাপ্ত y এর মানগুলির ক্ষেত্রে নহে । আবার y=tan"lx, 
যেধানে ০০৫০০, এর মুখ মান হইল এমন মান য।হা-7/2-/7/2 কে 
fre করে। মুখ্যমানের শাখাটি 8.2 চিত্রে প্রদর্শন কর! হইল। 
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(3) x-cot হইল y এর সেই মানগুলি ব্যতীত আর সকল মানের ক্ষেত্রে 
y এর সংজ্ঞাত অপেক্ষক,।যে মানগুলির জন্য sin y=0 হয়, অর্থাৎ у= пт, যেখানে 
n অথ সংখ্যা 544149, ইহা হইতে প্রাপ্ত y এর মানগুলির ক্ষেত্রে নহে। আর 
охоо এর অন্তর্গত x এর যে কোন মানের জন্য у= cot hx এর মুখ্য মান 
হইল এমন মান 4171-1/2<у<л/2 এবং у 00% সিদ্ধ করে। 

(4) ৮-০০5০০ у হইল y এর সেই মানগুলি ভিন্ন আর প্রত্যেক মানের 59 
সংজ্ঞাত, যে মানগুলি пт যেখানে n অখণ্ড সংখ্যা অথবা "E, হুইতে পাওয়া 
যায়; আর у-созесіх সংজ্ঞাত হইবে ও উহার মুখ্য মান থাকিবে কেৰল- 
মাত্র -л/2<у<л/2, 9৮0 এই সীমার মধ্যে এবং | z | 21 হইতে প্রাপ্ত х এর 
মালের ক্ষেত্রে। 

(5) х-весу হইল y আর সকল মানের ক্ষেত্রে সংজ্ঞাত, কেবল у= 
(2n--1)n/2, যেখানে m wes সংখ্যা অথবা শূন্য ; হইতে প্রাপ্ত মানের 99 নহে; 
এবং ym sec ix এর মুখ্য মান কেবল 0<у<т, ууёл/2 এই সীমার মধ্যে এবং 

| x | >1 হইতে প্রাপ্ত x এর মানের জন্য বর্তমান। 

মন্তব্যঃ (1) সাধারণ মান (06069158185) $ tan") ,/9 বলিতে 
উহার মুখ্য মানকে বুঝাইবে এ সুখ্য মান হইল এখানে 1/3 ; সংশ্লিষ্ট অন্যান্য মান 
бөз %7+-7/3 ( যেখানে n এর ভাৎপর্য রীতিগত ) এই тщ হইতে hemp যায়। 
পূর্ববর্তী অধ্যায়ে এই সাধারণ মান সম্পর্কে আলোচন! করা হইয়াছে। 

উদাহরণস্বরূপ বল! যায়, cos 10 এর সুখ্য মান=7/2, কিন্তু উহার সাধারণ মান 
“Гей যায় 2лл &л/2 সুত্ৰ হইতে । বরং বলিতে হয় cu cos"! 0, 2n7 £m/2- 
এর অন্তর্গত মানগুলির যে কোন একটিকে নির্দেশ করে। 


(2) 510-5 = 5л/6 বলিতে যে সমান সম্পর্ক বুঝায় তাহা বিভ্রান্তিকর মনে 
হইতে পারে, কারণ এখানে মুখ্য মান হইল 7/6, আর সাধারণ মানগুলি হইল 7/6, 
5716, —7nl6 প্রভৃতি । ext উক্ত সম্পর্কটি কেবল ইহাই নির্দেশ করে যে 
sin"! } এর মানগুপির অন্যতম একটি মানস57/6$ অনুরূপভাবে দুই বা তদধিক 
বিপরীত অপেক্ষকের মধ্যে সমতাজ্ঞাপক সম্পর্ক হইতে এই অথই গ্রহণ 
করিতে হইবে যে এক পক্ষের যে কোন একটি মান, অপর পক্ষের কোন 
একটি মানের সহিত সমান 1 

(8) অন্ত নির্দেশ না থাকিলে কেবল মুখামান লইয়াই হিসাব করা হইবে ; 
বিশেষত সংখ্যাগত উদাহরণের ক্ষেত্রে Әт) আরও অধিকভাবে করা হইবে 1 

(4) віп-1 x এবং tan^! x এর ক্ষেত্রে যেরূপ প্রদর্শিত হইয়াছে, অনুরূপভাবে 

অন্তান্ত বিপরীত ভ্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ ча করা যায়! 
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84. কতিপয় সুত্র ও ফল ( Some formulae and results ) 

(A) ধরা যাক sin! x= y, তাহা হইলে ৮০517 y , ইহ! হইতে পাওয়া যার 

sin (sin"' x) =X; 557 cos (соз ‘x)= х, tan (tan^'x) = x, 

cot (cot^'x) = x, совес (cosec^' x) = х, sec (sec ^ 'x) = x. 

(B) মনে কর! যাক্‌ sin x y, তাহ! হইলে xz=sin" y, যাহ! হইতে 

sin^'(sin x)= x, অন্তরূপে cos" "(сов x) =x, tan" "(бап x) x, 

cot” “(соғ х) = x, cosec" '(cosec х) = x, вес” "(вес x)= x. 

[স্মরণ করিতে হইবে, ইতিপ্‌বেই উল্লেখ করা হইয়াছে যে біп” (sin x) এর 
মানগহাীলর অন্যতম একটি মান হইল x, ইত্যাদি | 

মন্তব্য £ সতর্কতার সহিত লক্ষ্য করিতে হইবে যে 

sin (81075 J) -віп 7/6 =}, cos[cos"*( ~ )] = соѕ 27/3 = -ф, 
sin"! (sin 2/3) езіп” ,/3/2) = 7/3, 
cos"! fcos( —7/4)] = cos" * (1/ /2)-л/4. 

শেষ Bergara cos"! (cos(-7/4)m7/4 (কেন? )। ইহা! কি 
cos"!(cos x)ex এর সহিত সামজগ্পূর্ণ নহে? অবশ্যই _7/1 হইল 
০০৪-১(০০$(-714)| এর মানগুলির অন্যতম একটি মান। fr সংখ্যাগত হিসাবের 
ক্ষেত্রে এখানে যেহেতু মুখ) মানটিই কেবল বিবেচা, সেইজন্য 714 কে সমাধান ছিসাবে 
maqi হইয়াছে । 

স্থতরাং এই быч করা হুইল যে sin (зіп! х) এর ক্ষেত্রে x হইল উহার 
একমাত্র মান, কিন্ত sin (sin x) এর ক্ষেতে ইহার মানগুলির অন্যতম একটি 
মান হইল xg অন্যগুলির ক্ষেত্রে ৪ অনুরূপ মন্তবা প্রযোজ্য | 

(C) sin7*x*cosec *(1/x) ; 

cos"! x вес" '(L/x), tan^' x cot" '(1/x). 

এই ফলগুলির তাৎপধ কেবল ইহাই যে sinir এর যে কোন একটি মান, 
cosec"!(1/x) এর কোন একটি মানের সহিত সমান, ইত্যাদি। উক্ত profa 
একটি প্রমাণ করা যাক) অন্যগুলি একইভাবে প্রমাণ করা যাইবে 1 

ধরা যাক sin" lz = y, তাহা হইলে x= зїп у, যাহা হইতে 

cosec y= 11510 у-1/х, অর্থাৎ, у= ৫০৪০০ 71(1/х) 
সুতরাং sin?! x= совест (1/1). 

(D) কোন একটি বিপরীত ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষককে অনুরূপ 
অন্য অপেক্ষকের সাহায্য প্রকাশ ( Expression of an inverse 
trigonometric function in terms of others ) 

ধরা যাক্‌ tan la কে অপর 944 অপেক্ষকের лїгї প্রকাশ করিতে হইবে ; 
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অনুরূপভাবে অন্যগুলিও করা যাইবে । মনে কর! হইল যে 
tan^!x = y, তাহা হইলে x—tan y যাহা হইতে 


X соу-% , cot =} ইত্যাদি 1 


1 
/1+х® 7728 
স্থতরাং y অর্থাৎ tan"1x =sin"1 


sin y= + 


deb EI mr 
= CO! = ot 
1755 Ид x 


০০০০০০৯০৯০০ + একক), 


প্রশ্নমাল! VIII (A) 

1. বিপরীত অপেক্ষকের অঙ্কপাঁতনে প্রকাশ কর (іп inverse function 
notation ) š 

(i) sinx-3/4, (ü) соѕ 0=1, (йі) tan х--4. 

2. নিয়ের প্রতিক্ষেত্রে qamta ( principal value ) নির্ণয় কর £ 

(i 51775 0, Gü) соѕт1(—1), (ii) жар” ,/3) 

(iv) cot"!(1), (v) cosec"!(— 42), (vi) sec^X(— 4/2), 
(vi) sin"1( ,/3/2), (vii) cos^!(—1/2), (ix) 'cot"!( J3), 
(x) sec^!2, (xi) ০০৪০০-২৫-2) (xii) tan"1 0 
[উঃ (00, (І) =, (ШІ) -а|8, (һ) «|i, O) -тИ, (зі) 9444, (iD тз, 
(vili) 2519, (ix) т/6, (x) 7/3, (xi) -т/В, (xii) 0. | 
. প্রতিক্ষেত্রে উভয় পক্ষের সমতা যাচাই কর : 
(а) sin віп-1(—2)= —4, (b) cos сов71(1/,/2)-1/ J2, 

(c) sin cos1(4/5) 23/5, (d) соз sin-1(— 12/13) 25/13, 

(e) tantanc(21)— —1, (f) tansin-1(0)-0, 

(g) сов sin-(— 1/ /2)-1/ ১/2, 

(h) cos" ltan( —57/4) 9 z (i) сіп” Чап(3л/4)--л/2, 

(1) зіп cos"i(— J3/2)—1/2, (B) соѕ-15іп 220° = 130°, 

(Ü tan-1cot 230°= 40°. 

[সমাধান £ (c) ধরা যাক ০০১-4(4/5) = х, তাঁহা হুইলে cos x—4/5, 
যাহা হইতে পাওয়া যায়, sin х= + VI = cosšx=3|5, কারণ x প্রথম পাদতে, 
gaat sin сов” 1(4/5)= sin х--3/5, : 

(d) ধরা যাক্‌ sint -12/13)-0, তাহা হইলে sin 0— —12/13, কারণ 
9 চতুর্থ পাদতে অবস্থিত কোণ। : সুতরাং প্রদত্ত রাশি-০০৩০-+ J1— 589 
=5/13. 1 
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4. (ан প্রতিক্ষেত্রে সাধারণ মান নির্ণয় কর : 
(1) sinc!(1/42). (й) соғ 43/2). (іі) tan-!(— J3) 
[উই (i) mm+(-l(); (И) anata. (ШІ) пт—-т3 

5. দেখাও যে, 
() сіп іх এর সাধারণ qfa=xm+(>— 1)" sin"? x. 

(ii) cos" lx এর সাধারণ মান 2n7r + cos"! x. 

(iii) tan^!x এর সাধারণ মান 9 n7 4-tan^! x. 

যেখানে n হইল ধন বা 44 অখণ্ড সংখ্য! অথবা! M এবং sin! x, cos" lx, 
tan a, সংশ্লিষ্ট ক্ষেত্রে কেবল মুখ্য মান নির্দেশ করিতেছে। 


85. কতিপয় গুরুত্বপূর্ণ ফল (А few important results) 
(A) দেখাইতে হইবে যে, 
sin^'x-Fcos 'x—j7; tan 'x--cot "х= ўт 
এবং sec^'x-Fcosec !xe jr. 
প্রথমটি প্রমাণ করা হইবে ; অপর দুইটি অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যাইবে। 
ধরা যাঁক্‌ біп іл-у; তাহা হইলে x sin y. 
এখন sin у = cos(1r— y) = x, জুতরাং cos! x e dm — y. 
অতএব, sin"! x-F cos x= ут y= d. 
(B) প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
০11. 


-1 54 үш 
tan^'x--tan^' у= бап 1-5 


-1%- tan” 10৮৮6680136 
এবং tan 'x— tan ‘у= бап 149 
ধরা হইল, tan"!x-« এবং tan lys], তাহা হইলে tan «-х এবং 
tan Be y. 


« 8 
এখন tan (846). tan <x+tan 8 _ xy 


l-tan«tan] 1-ху 
-1 уБ Вап 15У. 
সুতরাং, tan"! z+tan"l y=<+B=tan Т; 


tan«-tanf = x—y 
অনুরূপভাবে, tan(«-8) = с < tan É 1729 হইতে পাওয়। যায় 
5) 
1%ху 
È - - -xt x+ 
ЭИ ТЕГӘ 1 tan(tan 2 x-Ftan ? y)=tan[tan a PON 


tan"! x —tan^! ye«— P= (ап 


е (1198 8, (в бауу rey 
এবং tan(tan 1 x —tan^! y) tan [tan Dix leis 


120 বিপরীত 284 অপেক্ষক 
(C) দেখাইতে হইবে যে 


০০৮৮17০0961 ০০৮1 25-1 


ee এবং 
1ху+1 
y-x 
ধরা যাক сос! x= < এবং сос у=, তাহা! হইলে 
cot <= х এবং cot B= y. 
এখন cot(«- f) = 706 cot Bele zy=1 
4 cotó+cotx  yctx 
সুতরাং, cot^! x-Fcot ! y=<+B=cot"1 5 
অনুরূপভাবে দ্বিতীয় 54426 প্রতিষ্ঠিত করা যাইবে 1 
(D) প্রমাণ করিতে হুইবে যে 
tan^! x+tan 1 y-Ftan^! z-tan ATI tz луг 
l-yz-zx- ху 
ধর! যাক্‌ сап"! x= <, tan^! у=, tan^! 2-7, তাহ! হইলে 
tan <= x, tan f — y, tan =z. 
এখন, (4947) 
— tan «-Ftan f-Ftan y —tan < tan f tan Y 
1—tan f tan y —tan У tan «—tan < tan B 
= x+y+z- xyz 
1-у2-:х- ху 
494), tan^! x-Ftan^! y+tan l z=<+Ü+y 
৮8470172742, 
l-yz-zx-xy 


со! x—cot 1 y—cot^ 


= tan 


অন্য প্রকারে £ 
বাম *—(tan^! 420 у) + ап” ! z 


=tan агі; 
у 


1 
x+y 
Tz 
stan"! 1-ху stan t ЖУ Еа уг 
qe xy. 1-у2-:х- ху 
з ET) 


মন্তব্য £ পূর্ববর্তী ফলগুলিতে ধরিয়া লওয়া হইয়াছে যে অপেক্ষকগুলি সকলেই 
বিদ্যমান এবং হরগুলি কোনও অবস্থাতেই 59 নহে। আর দুই পক্ষের মধ্যে সমতা- | 
সুচক 34404 অর্থ, এক পক্ষের যে কোন মান অপর পক্ষের কোন একটি মানের 
সহিত সমান। 
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8'6. প্রশ্ন সমাধানের পদ্ধতি (Procedures for working out 


exercises ) 
নিয়লিধিত উদাহরণগুলি ছাত্রছাত্রীদের প্রশ্ন সমাধানের সময় পথনিদেশ করিবে à 
We. 1. দেখাও стап”! 141000-4 47/4 
বামপক্ষ =tan"1 le 26. tan"! 1= - 
81.2. দেখাও যে sin! sin^!y s sia"! (x J1— уйу 41 x?] 
এবং cos^'x £cos^' y cos" {xy * J(1— x*)(1 — у?)} 
ধরা যাক্‌ sin^1x =<, sin"! y p, তাহা হইলে sin <= x, sin ñ= y. 
এখন, cos <= J1—sin? <= J1- x3, cos B= J1- 58, 
এবং sin (4+8)=sin < cos B+cos < sin )=x SJ] — y +y /] — x 
এই প্রকারে, sin^!x--sin^! ye «4f sin fx у yf y М x] 
প্রথম 3440 প্রমাণিত হইল। অন্তগুলিও এইভাবে প্রমাণ করা যাইবে। 


উদা. 3. sin"! 1 /5-Fsin^! 7৬ 


vemm [s diste dil] 


Ж বনী СА 
твіп 4% UU 2j" s a 2 
উদ. 4. соз?! 3 со Ia Ecos" {=й 2 


এখন, cos"! isn: н, > 12. এ - 5t - 183) 


—cos^! 36. 13 4) cos 16-і, /1-2 -256 2% minis 
বামপক্ষ sin t бі cort б=т М 
উদ. 5. প্রমাণ কর G2 tan Ix tan! r, 
এবং ইহার সাহাযো দেখাও যে, 
2tan^! гап”! 452 
2tan"! x—tan^! x--tan ও এল E E tan! ТЕ 2x Т 


2tan^! бечо S nans i 
বামপক্ষ_ tan! кап”! $= сап”! Eee I= 
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.6. দেখাও যে 
i -1-х% Su or 


- а ы 2х pem 
2t 1 x-sin^!- = cos = tan” М-ы. 
a E 1-х2 1+х* 1-22 


ধরা যাক tan^! x= p, তাহা হইলে x= tan 0; এখন 


ер t P tan Ө 9% l-tan?0 1-,3 
E l-tanfó +x? Deor dte Citanfó l+ ` 


372415, 5 р 
2 tant x—20-sin- ^* ০605-34-45. 
2 tan! х=20 = зіп 14880957578 
অপর лаб ইতিপূর্বে পূর্ববর্তী উদাহরণে প্রমাণিত হইয়াছে। উহাকে নিয়- 
প্রকারে ও প্রমাণ কর! যায়, যথা 
2 2tan0 _ 2x ^ 
tan 20 тыал TE =) সুতরাং 
2০০১০ 
2 tàn^!x 20 —tan зе 
ФТІ. 7. সমাধান কর £ 


টি -1 


tan 2* tan 


7700 
х+2 
х- HRT 
514%” = уйгу - SiL Stanarina 
4 х-2х-2 
স্থতরাং প্রদত্ত tu এখন নিয় আকারে আসিল, যথা 
29 


=: а со 171, যাহা হইতে পাওয়া যায় 
2-17-50, বা, х= Ey PA 
ЗҮП. 8. দেখাও যে sin cot"! tan cos? Z= x, 
ধরা যাক্‌ ০০৪-: x= <, তাহা হইলে cos <= x ; এখন 
tan cos"! x= tan «= ML Cost _ JI= xs 


Cos < x 


তাহা হইলে বামপক্ষ= sin ০০445) j এখন соға 1727 
x x 


= ধরা হইল | 
সুতরাং cot B= 


: 
zc = যাহা হইতে এখন 


TE 1 1 
тете = m 010 a 
Vitcotis JIHU- aa} ^ 


14. 


15. 


16. 


жт! УШ(В) 123 


8919. যদি cos !x-Fcos"ly--cos Iz 7 হয়, তবে দেখাও যে 
` х%+у%+42%+2хуг=1 
ধর! যাক coi 71x A, сов 1 y B, cos ішес; 
তাহ! হইলে x= cos А, y=cos B, zz cos C 44: A+B+C=T, 
এখন 674 অনুচ্ছেদের অস্তর্গত wi, 3 হইতে পাওয়া যায় যে 
соѕ?А + соѕ2В 4-соѕ2С +2 cosA 0088 cosc 1 ; 
ইহ! হইতে পাওয়া যায়, х3--)2--:8--2ху2-1. 


etaten VII (В) 
দেখাও сї: 
хап”! 4-Ftan^! 4 27/4. 2. tan! ғап”! 1277/4. 
tan^!4 — tan^!37 cot^! 13. 
tan^! 4--tan^? ғал”! 4l tan^ і. 
2 tan"! $--tan^! ভু tan? 88 
tan^! 4--tan7! j--tan^? Y+tan"2 47/4. 
tan^!1-4-cot^! {гап З= = 2(tan^! 1--tan^! f+ cot”! 3). 
tan"! x -- cot"! (x -- 1) = tan (1-9 x+), 


tan^!x--cot^!y-tan^! 411, 
у-х 
-12a-b -12b-a п 
1 LENA 
tan D S p 4.3 =5 
“Тіл > а 2 
tan vr = Кс রি: LE 
ЖИЕ ВЕ এ аҚ Сі 
бап ^а - tan "ctan Гарар іе 
-1 а-Р а be -1 €-a 
zn Proba 14b ^ 1+са 
g3—p í ЬФ%—с* -1 2-a 


= аа лы е; - ` 
a ix e jua 1+с%4% 


sin^!x = cos! /1— х2 =капг1 = йге 
LIT ৮৭৮৭০ La 

sin? dL sin"! З= созі Ë. 

Serna e 


23. 


:24. 
25 
: 26. 
:27. 


28. 


29. 
30. 


a1. 
32. 


33. 
34. 


35. 
36. 


437. 
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4 АЗ Ут 

- 4 1327 

sin zttan xs 
sin! 21512, gts 16-2 


2 sin"! x = 51075(25 J1—x2) এবং 2 cos! х--сов (2x? — 1). 
3 sin"! x —sin^ !(3x — 4x?) এবং 3 соз !x = cos 1 (4x3 — 3x). 
E 


1-322" 


3 tan! x ^ tan 


22 
Ta ys ১12 
А --і 1-х. -1 /1-х 
cos !x-2 sin“! ধা cos Vis 


tan^!x-Ftan^! 


өз -і 41-a* 
З 2 сап 775 
ЕО 258 
tan! Jx 2 508 ін; 
sin 528. D X coti JER 
2-4 ?-4 х-4 
-115_ыһ-1 7) 297 
cos (tan g sin x) 
ues И 5 
sin (sin 27598 3) Roms 
; ipi -і 12/71 L 253 
tan (2 sin 57০০১ = 504: 


Ícos(sin ^! x)? = fsin(cos 1 x)]2. 
tan! ($ tan 2A)--tan^! (cot A)--tan^!(cot? A)=0. 


- =sin-1 2(z--y)(1— xy) 
2 tan lx+2 tan ly=sin-1 jus 


-1 [b+a cos 25 ৯ PE 
1 zs 1 
Ms a+b cos x p tani 


০96 3+cosec 1 ,/5-1|4, 
cot 1 (tan 2x)--cot^! (—tan 3x)— x. 
sec?(tan-! 2)--cosec?(cot-! 3)- 15. 
tan(tan! x-Ftan^1y--tan-1z) 5 cot(cot"x4-cot- 1y-4-cot 12). 
tor abl cori bel oci cati o 
a—b b-c с-а 


l— 


extet VIII(B) 125. 
38. প্রতি ক্ষেত্রে মান নির্ণয় কর £ 


(i) 510 (51075 $--cos^! 3). (i) tan (tan !x-Fcot 1х). 
[উঃ (8) 1, (й) 1] 


39, যদি tan !x--Ftan !y-Ftan !z—7 হয়, তবে দেখাও যে 
х+у+2=хуг. 


40. যদি tan lxz+tan !y-Ftan lz=3n হয়, তবে দেখাও যে 
xy+yz+zx=1 
Al. sin ix-Fsin іу“ віп"іг--л হইলে প্রমাণ কর যে 
хм ху 41942 /1—2*-2xyz. 
42. নিয়লিখিত সমীকরণগুলি সমাধান কর £ 


(i) тап”! 2405 S tan"! 3. 
x 4 


"xA X 
jg 

1 1+4 
1- 


(ii) 2 ғап” 224 
2 


(iii) 2 cot- сұлап” ix: 
(iv) tan^! 25+ ын? 3x=n]4. 
(v) 7 1) =tan™ (8/31). 
4 VA X тера Ша ааа; 
(vi) tan r= a= sin 12“ cos" тра 
(vii) sin^* x-Fsin^! 2x 7/3. 
(vii) tan^* x-Ftan^!(x —1)--tan (1) = tan ^! Зх. 
[উঃ () 2,4; (4) 2—4/3; GH) EIN; (v) —1,1/6; |) 14 285 
(vi) (а—Б](ї+ аЬ): (wi) 34/21/14 5 (vili). 0, +8. ] 
43. দেখাও যে 


tan Ë: кіп” x 


ES аал 


tico 
S 
44. যদি tan! P ‚кк x Wo vas x এবং oy এর মধ্যে একটি 
বীজগণিতীয় সম্পর্ক নির্ণয় কর। 


A5. যদি ৯+৪+০-? হয় এবং afr / 0৫222, в= апт! 3 হয়, তবে 
দেখাও যে ০-%/4. 
46. একটি ভ্রিতুজের с কোণ সমকোণ; প্রমাণ কর যে 


tan ұста п:1---- 
b+ @ Fa 


A7. যদি tan" х, tan`? у, tan 1 2551943 প্রগতিতে অবস্থিত হয়, তবে 
x, y, z এর মধ্যে বীজগণিতীয় সম্পর্কটি নির্ণয় কর। উপরন্ত এ) y> 2 ও যদি A.P.তে 


অবস্থিত হয় তবে প্রমাণ কর যে x= y= z, যখন 3:৮0 1 বা -1. 
[উঃ (х-у)1уд-()-2/01%у)1 


[উঃ уа (1 x*)/(1— 6x* — x*)! 
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লগারিদ্মৃস্‌ ( Logarithms ) 
91. 8541 

বর্তমান অধ্যায়ে লগারিদ্মৃএর ধর্মসমূহ সংক্ষেপে আলোচনা করা হইবে এবং 
সমতল ত্রিকোণমিতির পক্ষে আবশ্যিক গণনাপদ্ধতির সহিত ছাত্রছাত্রীদের পরিচিত 
করা হইবে। বিশদ আলোচনার জন্য লেখকছয়ের বীজগণিত গ্রন্থ দ্রষ্টব্য ৷ 

ভ্ঞাঃ শুন্য নহে এইরূপ কোন ধনাত্মক বাস্তব সংখ্যার লগারদৃম্‌ হইল 
সেই IS(power) যাহাতে নিধান (base) qit কাথত কোন ধক রাশ 
. (৯০ কিন্তুস্ 1 )< অবশ্যই উন্নীত কাঁরতে হইবে, যাঁদ প্রদত্ত সংখ্যাটি পাইতে হয় | 


[ The logarithm of a non-zero positive real number is defined 
to be the power to which a constant (70 but=1) called the. base 
must be raised to give the number ] 


সুতরাং y=log,z বলিতে বুঝায় х-а”; দেখ! যায়, р=1овах এবং 
xa? হইল পরস্পর পরস্পরের বিপরীত (inverse)! স্পষ্ট 1 ভিন্ন যে কোন 
ধনাত্মক সংখ্যাকে কোন লগারিদ্ম্তন্ত্রের (of a system of logarithms ) 
নিধানরূপে গ্রহণ করা যাইত। নিধান 10 হইলে vaf (system )-কে সাধারণ 
লগারিদৃম্‌ (common logarithm ) এর তন্ত্র বলা zx! কিন্তু নিধান যদি 
е হয়, যেখানে е এর সাংখ্যমান ৫=2'71828:., তবে তন্ত্রটকে স্বাভাবিক 
লগারিদৃমিক্‌ 94 (natural lograrithmic system) বল! হয়। এই 
প্রসঙ্গে লগারিদ্‌ম্‌-এর কতিপয় ধর্ম নিয়ে বিবৃত হইল-_এখানে ৫৯০, b»0, কিন্তু а 
এবং ৮৮৫1, এইরূপ ধরিয়া লওয়া হইয়াছে : 
log,120; 2. log,a-1; 
loga(mXn)=logam+logan ; 
log, (т/п) =logam — logan ; 
logam” =n logam ; 6. logam= logam X logab j 
198৫১৫1০৫০৮ 1 % 8. log.m=log;m/log;a. 

প্রসঙ্গত £ ইহাও স্মরণ রাখিতে হইবে যে-_ 

9. খণাত্মক সংখ্যার কোন (বাস্তব ) লগারিদ্‌ম্‌ নাই। 

10. নিধান a যদি | অপেক্ষা বৃহত্তর হয়, তবে 0 এবং 1 এর মধ্যবর্তী (কিন্ত 0 
এবং 1 ব্যতীত) যে কোন সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ ঝণাত্মক, এবং সংখ্যাটির মান 8% 
“অভিমুখে অগ্রসর হইলে উহার লগারিদ্ম্‌ ধণাত্মক অসীমের অভিমুখে অগ্রসর ZA 

11. নিধান a যদি 1 অপেক্ষা বৃহত্তর হয়, তবে 1 অপেক্ষা বৃহত্তর যে কোন 
সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ ধনাত্মক, এবং সংখ্যাটি অসীমের অভিমুখে অগ্রসর হইলে উহার 
TRE অদীমের অভিমুখে অগ্রসর হয়। 
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292. সাধারণ লগারিদৃম্-তন্ত্র ( The system of common logarithms) 


ভ্িকোণমিতিতে গণনা বিষয়ক কাধে সাধারণ লগারিদূমূ wu বা 10 নিধান সম্পর্কে 
লগারিদূম্ঢক সাধারণভাবে প্রয়োগ কর! হইবে। যদিও বীজগণিতে* এইরূপ 
লগারিদ্‌ম্‌ সম্পর্কে অধিকতর বিশদ আলোচনা কর! হইয়াছে, তথাপি এবিষয়ে সংক্ষেপে 
নিম্নলিখিত বিশেষত্বগুলির সহিত ছাত্রছাত্রীদের পরিচিত করা যাকৃ। 

সকল সংখ্যাকে 10 কে অখণ্ড ঘাতে উন্নীত করিয়া পাওয়া যায় ন! ; সুতরাং 
সকল বাস্তব, সংখ্যার 4511845 "NS সংখ্যা নহে। সাধারণত কোন সংখ্যার 
লগারিদ্ম্‌ অখণ্ড এবং দশমিক উভয় অংশ লইয়া গঠিত হইবে । অখণ্ড অংশটিকে 
514% (characteristic ) এবং দশমিক অংশ ( ধনাত্মক আকারে রূপান্তরিত )-কে 
অংশক (mantissa ) বলা হয়। যদি কোন ক্ষেত্রে কোন সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ 
WINES এবং অখণ্ড ও দশমিক উভয় অংশ লইয়! গঠিত হয়, তবে দশমিক অংশকে 
অর্থাৎ অংশককে সর্বদা অখণ্ড অংশের পরিবর্তন দ্বার! ধনাত্মক আকারে প্রকাশ কর। 
হয়। সুতরাং কোন সংখ্যার লগারিদ্মএর অংশক অংশটি সর্বদ। 
খনাত্মক। উদাহরণস্বরূপ বল! যায় যে যদি কোন সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ -3:4 হয়, 
তবে ইহাকে লিখিত হইবে — 44 বা কেবল 16, এই আকারে। 


নিয়লিখিত নিয়মগুলি স্মরণ রাখিতে হুইবে š 


নিয়ম 1: (i) 1 অপেক্ষা বৃহত্তর যে কোন সংখ্যার সাধারণ শগারিদ্ম্‌.এর পূর্ণক 
ধনাত্মক এবং উহার সাংখ্যমান, যে সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ নির্ণেয় তাহার অখণ্ড অংশের 
অঙ্ক সংখ্যা অপেক্ষা এক কম) এবং (и) 1 অপেক্ষা рач যে কোন ধনাত্মক (৯0) 
সংখ্যার সাধারণ লগারিদ্ম্এর পূর্ণক watas ও উহার সাংখ্যমান, যে রাশির 
লগারিদ্ম্‌ নির্ণেয় তাহার দশমিক চিহ্নের পরবর্তী শূণ্ঘ-সংখ্যা। অপেক্ষা এক বেশী | 


নিয়ম 2 : যতক্ষণ কোন সংখ্যার অস্বগুলি একই ক্রমে থাকে ততক্ষণ ও সংখ্যার 
লগারিদ্মএর অংশক সংখ্যাটিতে দশমিক চিহ্নের অবস্থান (position) সম্পর্কে 
নিরপেক্ষ ( independent ) ! 

দৃষ্টান্ত হিসাবে বলিতে পারা যায়, 222, 50, 346/235, 1:32, 023, 0014, 
0:00156 এবং 0:1245 এর লগারিদ্মূএর পূর্ণক হইল যথাক্রমে 2, 1, 2,0, —1, —2, 
-3 এবং —1; অংশকগুলি যে কোন লগারিদ্‌্মিক্‌ তালিকা! হইতে পাওয়া যাইতে 
পারে। বইয়ের পরিশেষে প্রদত্ত পাঁচ অঙ্কের লগ, তাপিকায় log 74-44 অংশক 
দেওয়া আছে 86923. esl: 

log 74=1'86923, log 7:4—0:86923, 
2 log 0074 —3:86923, log 7400 = 386923. 


ә (746454 বীজগণিত পুন্তক ত্রষ্টব্য। 
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প্রদত্ত লগারিদৃম্‌ সম্পর্কে অনুরূপ সংখ্যা ( Number corresponding 


to a given logarithm ) 

প্রদত্ত লগারিদ্ম্‌ সম্পর্কে অনুরূপ সংখ্যাটিকে উহার গ্যাঁন্টি লগারিদৃম্‌ ( anti- 
logarithm ) 4| antilog 471 941 শূন্য নহে এইরূপ কোন ধনাত্মক সংখ্যার 
কে|-লগারিদৃম্‌ (co-logarithm ) হইল সংখ্যাটির WIIF ( reciprocal ) 
এর লগারিদ্‌ম্‌ এবং ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হয় colog. 

এখন 12345 এর anti-log নির্ণয় কর! যাক। Anti-log এর তালিকা হইতে 
পাওয়া যায় : 

অংশক গ্যার্টি-লগ্‌ 
7234 17140 
520 
"23455171690 

*. antilog 12345 — 17:160 

লগারিদ্মিক্‌ তালিকার সাহায্যেও ইহ! নির্ণয় কর! যায়। 

ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক-এর লগারিদৃম্‌ (Logarithms of 
trigonometric functions ) 

0 এবং 7/2 এর মধ্যবর্তা কোণগুলির সাইন এবং কোসাইন, 0 এবং 7/4 এর 
অন্তর্বতা কোণসমূহের ট্যানজেন্ট অথবা গ/4 এবং m/2 এর মধ্যস্থ কোণগুলির 
কোন্ট্যানজেন্ট (সকল ক্ষেত্রেই উল্লিখিত প্রান্তীয় কোণগুলি ব্যতিরেকে ), ইহার! 
সকলেই 1 অপেক্ষা ws, স্থতরাং ইহাদের লগারিদ্ম্‌-এর পূর্ণক খণাত্মক। এই 
atas পূর্ণক পরিহারের নিমিত্ত ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকসমূহের লগারিদ্ম্‌এর সহিত 
10 যোগ কর! হয়। 0 কোণের লগারিদৃমিক্‌ সাইন ( logarithmic sine ) 
বলিতে বুঝায় 10+log sin 0 ( এবং log sin 0 নহে ) ও সংক্ষেপে ইহাকে লেখা 
হয়  5in 0. ay ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক-এর ক্ষেত্রেও 4544 পদ্ধতি গ্রহণ 
কর! হয়। যথা, 

L сап 0 বলিতে বুঝাইবে, 10--log tan 0. 

যদিও কোন কোণের সিক্যাণ্ট এবং কোসিক্যাণ্ট, 7/4 এবং 1/2 এর মধ্যবর্তা 
কোণগুলির ট্যানজেন্ট অথবা 0 এবং 7/4 এর অন্তবর্তা কোণসমূহের কোট্যানজেণ্ট 
(প্রান্তীয় কোণগুলি ব্যতিরেকে ) খণাত্মক নহে, তথাপি অমরূপতা৷ ( uniformity ) 
বজায় রাখিবার জন্য ইহাদের লগারিদৃম্‌ এর সহিতও 10 যোগ করা হয়। 

0° হইতে 90" পর্যন্ত 17544 গৃহীত সকল কোণের L sin 0, L cos 0, L tan 0, 
প্রভৃতির মান যে কোন প্রমাণ ( standard ) তালিকা হইতে [Гей যাইতে পারে। 

সমানুপাতিক অংশের নীতি’-নির্ভর মধ্যবতিতার {аач (Interpola- 
tion based on the principle of proportional parts ) 

লগারিদ্মিক্‌ তালিকা ব্যবহারের সময় প্রায়ই সমানুপাতিক অংশের নীতি অনুসারে 

মধ্যরতিতার নিয়ম чула প্রয়োজন হয়। নিয়মটি নিয়ে বিবৃত হইল : 


— ২. ইনি ағыс адай 
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আগুমেন্টের সামান্য পরিবর্তনের ক্ষেত্রে আগুমেন্টটির লগারিদ্‌ম্এ যে পার্থক্য 
"b হয় তাহা чад Вя পার্থক্যের সহিত প্রায় সমানুপাতিক ৷ 

[ For a small change in the argument, the change produced 
in their logarithms is very nearly proportional to the change in 
the argument. ] 

অতি সামান্য পরিবর্তনের ক্ষেত্রেই কেবল এই নিয়মের প্রয়োগ করা যাইবে। যেমন, 
log 7 এবং log 8 এর মান হইতে log 75 এর মান নির্ণয়ের জন্য এই নিয়ম 544% 
প্রয়োগ করা যাইবে না! কিন্তু যে ক্ষেত্রে এই নিয়ম প্রয়োগ করা চলিবে, সে ক্ষেত্রে 
যদি সংখ্যাগুলি কমপক্ষে চারি অঙ্কের হয়, তবে প্রাপ্ত ফলকে পাচ দশমিক স্থান পযন্ত 
শুদ্ধ মান হিসাবে গ্রহণ কর! যাইবে। অনুরূপভাবে, সংখ্যাগুলি যদি কমপক্ষে তিন 
অক্কবিশিষ্ট হয়, তবে সাধারণভাবে ফলটিকে চারি দশমিক স্থান 842 শুদ্ধ মান হিসাবে 
ধরা যাইবে | 

পরবর্তী স্মরণযোগ্য বিষয়টি হইল এই যে অখণ্ড সংখ্যক ডিগ্রী ও মিনিট লইয়া 
গঠিত কোন কোণের সাইন তালিকা ( tables ) হইতে পাওয়। যায়; কিন্ত কোণটিতে 
যদি সেকেও্ডও থাকে তবে এ সাইন মান নির্ণয় করিতে ‘সমানুপাতিক অংশের নীতি” 
প্রয়োগ করা চলিবে । অনুরূপভাবে L sin 0, L tan প্রভৃতির ক্ষেত্রেও একই 
পদ্ধতি অবলম্বন করিতে হইবে | p 


মন্তব্য ঃ 
সমান;পাঁতক অংশের নীতি প্রয়োগের সময় মনে রাখিতে হইবে যে কোণের মান 
0° হইতে 90° অভিমুখে যেমন বৃদ্ধি পায়, সাইন, ট্যানজেপ্ট, һлл" এবং 
লগারদ্মক্‌ সাইন, ট্যানজেণ্ট ও সিক্যাণ্ট অপেক্ষকসমূহের মানও সঙ্গে সঙ্গে বৃদ্ধি 
পায়, কিন্তু কোসাইন, কোটানজেণ্ট, কোসিক্যাণ্ট এবং লগারিদূমিক কোসাইন, 
কোট্যানজেপ্ট ও কোসিক্যাণ্টের মান হাস পাইতে থাকে 1 
নিম্নের 891848105 উত্ত নীতিসম,হের প্রয়োগ-কৌশল প্রদাশিত হইল 2— 
Vm. 1. প্রদত্ত 196 18'906= 12765997 এবং log 18907 --1:2766226; 
log 1890635 নির্ণয় কর। 
যেহেতু প্রদত্ত মান দুইটি হইতে লেখা যায় 
log 1890:700-- 3:2766226 
এবং log 1890:600--3:2765997 
.. 01100 এর জন্য অন্তর 070000229. 
( এক্ষেত্রে সাধারণত লেখা হয় যে 100 এর জন্য অন্তর 229. ) 
এখন 1890'635, 1890:600 অপেক্ষা "035 বৃহত্তর, কারণ 
1890'635- 18996000035 [ ইহাকে সাধারণতঃ লেখা হয় 35 11 
0035 (বা 35, যা সাধারণত লেখা হইয়া! থাকে ) এর জন্য পার্থক্য হইল ' 
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0:0000229 
0:100 


[ সাধারণত লিখিত হয়ঃ 


х0035-- 0:0000080 (প্রায় ) ı 
2 «35-80 (প্রায়)।] 
log 1890:6353:2765997-+0:0700080=3'2766077. 
wi. 2. প্রদত্ত sin 4328206879325, sin 43'29'—0'6881435 ; 
sin 432814" নির্ণয় কর ! 
প্রদত্ত: 1744 জন্য অস্তর =0:6881435 — 06879325 — 00002110 ; 


স্থতরাং 14” এর জন্য অস্তর-211314-492 (প্ৰায় ), অর্থাৎ 


প্রকৃতপক্ষে 00000492. 
sin 4372814” —076879325--0:0000492 = 06879817 ( প্রায় )। 
Byl. 3. প্রদত্ত, tan 28711 -9:7290196 
L tan 2812/--9:7293230; 
L tan 281118" নির্ণয় কর। 
144 জন্য প্রদত্ত অন্তর =9:7293230 — 97290196 = 00003034. 
18" এর জন্ত অন্তর = 51 18=910 (প্রায়), অর্থাৎ, 
প্রকৃতপক্ষে 0:0000910. 
L ғап 28711718” --9:7290196--0:0000910 
—97291106 (প্রায় )। 


প্রশ্নমাল! IX 

[ছাত্রছাত্রীদের উচিত হইবে, বীজগণিতের লগারিদ্‌মূ সংক্রান্ত উদাহরণগুলি পাঠ 
1—4 প্রসঙ্গে লেখকদের বীজগণিত পুস্তক দ্রষ্টব্য। ভ্রিকোণমিতির পক্ষে উপযুক্ত 
কতিপয় প্রশ্ন নিয়ে প্রদত্ত হইল 11 

l. নিয়পিখিত সংখ্যাগুলির লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় কর : 

512, 16, 8l, 10, “01, যখন নিধানগুলি হইল 

যথাক্রমে 2, 8, 43, "01, “001. [উঃ 958, 78১8]. 

`2. প্ৰদত্ত 19802030103 এবং log, 3=0'47712 ; নিয়ে সংখ্যাগুলির 
লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় কর : 

(0 30;(4) 120; G) 25; Gv) 25; 0) 467 (ғ) (244 


[উঃ (i) 147719; (ü) 207918; (ui) 139794; (iv) 039794 
(v) 038003: (vi) 04165007. ] 


з নিয়ে প্রদত্ত সংখ্যাগুলির সাধারণ লগারিদ্ম্‌-এর পূর্ণক নির্ণয় কর : 
(i) 5876; Gi) 04798 ; (iii) 9375; (iv) 000042576. 
[উঃ ( 8,0) —1 Gü) 1, uv) —4] 


প্রশ্নমালা ІХ 


4. দেখাও с: 
G) log «гулш 1+108 পর 3. 


(а) 71০83 645 log 2 23 log Š! =log 2. 


Gü) log 2-16 log 16 $412 кому, 


5. নিয়ের প্রত্যেকটির 2% A wq: 
(i) antilog 2:5616--364:40. 
(ii) antilog 0'7077=5'1010. 
(iii) antilog 28136=0'0651. 
6. (i) প্রদত্ত log 165'62=2 2191128, log 165'63=2'2191390 ; 
দেখাও যে log 165624 — 32191233 (প্রায় ) 1 
(i) প্রদত্ত log 33656 = 45270625, log 33657 45270754 ; 
দেখাও যে log 33 656208 = 1`5270652 (প্রায় ) 1 
(їй) দেখাও যে sin 337335 2076164825 (প্রায়), যদি 
sin 38'4'— 06165780, sin 382 --06163489, 
(iv) প্রদত্ত cos 32716 —0 84557, cos 32°17'=0'84542 ; 
দেখাও যে cos 3271624” -0:84551 (প্রায় )। 
(v) দেখাও যে tan 762129' 2412031 (প্রায়), যদি 
tan 76 21'—4'11778, tan 7622 = 412301. 
7. (i) প্রদত্ত L sin 4418 298441137, 
L sin 44°17'=9 8439842, 
দেখাও যে L sin 4417/33 -9:8440554 (প্রায় )। 
(ii) ara L tan 2713297112148, 
L tan 27°14'=9 7115254, 
দেখাও যে L tan 2721325” 297113142 (প্রায় ) 1 
(їй) প্রদত্ত L sec 18 27'— 10 0229168, 
L sec 1828 2 100229599, 
দেখাও যে L вес 182735'— 100229114 ( 91%) | ” 
(ü) প্রদত্ত L cosec 40 5-101911828, 17 এর জন্য অন্তর = 1502, 
দেখাও cx. L созес 404175  — 101912872 (প্ৰায় ) 1 
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ত্রিভুজের ধর্ম 
( Properties of Triangles ) 


101. zi 
অমকোণী d ধর্ম ও উহার সমাধান প্রণালীর সহিত ইতিপূর্বে ছাত্রছাত্রীদের 
33 অনুচ্ছেদে পরিচয় ঘটিয়াছে। এখন যে ত্রিভুজের কোন কোণ সমকোণ নহে 
তাহ! হইল বিষমকোণী ত্রিভুজ (oblique triangle)! এইরূপ একটি 
ত্রিভুজের হয় তিনটি কোণই sarata чч! দুইটি уч в একটি স্থলকোণ। বর্তমান 
এবং পরবর্তী অধ্যায়ে যে কোন ত্রিভুজের__অবশ্য সামতলিক ত্রিভুজের--ধর্ম ও উহার 
সমাধান প্রণালী বিষয়ে আলোচন! কর! হইবে, তা ত্রিভূজটি সমকোণীই হউক আর 
বিষমকোণীই হউক। কোণ তিনটিকে А, в, C দ্বারা এবং অনুরূপ বিপরীত 
বাহুতিনটির দৈর্ঘ্যকে a, b, c দ্বারা নির্দেশ করার প্রচলিত রীতি এস্থলে 499% হইবে 1 
AAAS: স্মরণীয় যে А--В-ЕС-л. 
.102. কতিপয় প্ৰতিপাদ্য 
8109919 1. সাইনের সূত্র (Тһе law of sines); যে কোন ত্রিভুজের 
বাহুগুলি উহাদের বিপরীত কোণের সাইনের সমানুপাতী ; অর্থাৎ АВС ত্রিভুজের ক্ষেত্রে 


sin A sin BET с 
আরও সাধারণভাবে বলিলে, যদি Авс faces ARIN R হয়, তবে 
a b с 


=> = “€ =2R. 


SinA sinB sinc 


প্রমাণ। ধরা যাক ABC যে কোন {9991 А, B, এবং C কোণ তিনটির যে 


A 


চিত্র 10.1(a) চিত্র 10.1(5) চিত্র 10.1(c) 
কোন ছুইটিকে 14 এবং তৃতীয়টিকে হয় mw অথবা! স্থূল অথবা সমকোণ ধরিয়া 
সকল ত্রিভুজের ক্ষেত্রই বিবেচনা করা হইবে। . এখানে ০ কে TE অথবা স্থল অথবা 
সমকোণ ধরা হইবে 1 
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101. (а) চিত্রে, c =; (b) তে, с ge এবং (c) তে, с 90%; вс অথবা 
вс বর্ধিতের উপর AC эт অঙ্কিত হইল, (с) তে কিন্তু AC নিজেই emi 

ক্ষেত্র I. যখন ০ সুক্মম অথবা স্কুল [ চিত্র 10.1 (a) এবং (b) ] 

ABL (8908, AL —AB sin B—c sin B, 
এবং ACL ব্রিহুজে, AL—AC sin C=b sin c [ a চিত্রে] 
4 2 b с 
gae, c sin B=b sin C, বা 

518499104 (B হইতে САЯ উপর অথবা C হইতে ABS উপর 7% অঙ্কন করিয়া), 

পাওয়! যায় 


ক্ষেত্র П. যখন c=90° [ চিত্ৰ 10. 1 (c) ]. 
sin 8=P, sin A=% sin c sin 9091. 
с с 


সুতরাং, 


boris per 
зїп А sinB sinc 
বিকল্প প্রমাঁণ। 
ধরা যাক, ABC ত্রিভুজের পরিকেন্দ্র ০ এবং ARTT R 


ক্ষেত্র 1. যখন сты অথবা স্কুল [ চিত্র 10.2 (a) এবং (b)] 
c c 


Ба 10.2 (a) চিত্র 10.2(5) চিত্র 10.2(c) 
AO যুক্ত করিয়! বর্ধিত করা হইল ; উহা বৃত্তটির পরিধিকে D বিন্দুতে ছেদ করিল। 
DB যুক্ত করা 9871 তাহা! হইলে AO —R, ৯০2, Z ABD=90°. 


/ 
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যখন ০ Y", ZADB— ZACB-O, কারণ উভয়ে একই বৃতাংশ АВССФ 
অবস্থিত । 

আবার, যখন, С 27, ZADB=T-— ZACB—7-0, যেহেতু ADBC 
491 চতুতূজ, 

সুতরাং, উভয় ক্ষেত্রে, sin ADB —sin С, যাহার ফলে AABD হইতে, 

sin ADB= sin C—c/2R. 

অনুরূপভাবে (во এবং со যুক্ত করিয়া এবং পরিধি পর্যন্ত বর্ধিত ФИ) 

পাওয়! যায় 
sin B—b/2R এবং sin A—a/2R 


a b с 
510 sinB sinc 


ক্ষেত্র П. যখন с-90 [ চিত্র 102 (c) ] 

O বিন্দু স্পষ্টত AB3 উপর অবস্থিত এবং AB =2R ; আবার, 

sin А--а/2К, sin B —b/2R, sin ০৯510 90° =1=c/c= c/2R. 
সুতরাং, 

b с 


а. গ্রিল : 
sin A sinB sinC 


এইভাবে শেষ পর্যন্ত যে কোন (5909 


ып А sinB sinc 
অতএব প্রতিপাছাটি প্রমাণিত হইল 1 
অনুসিদ্ধান্ত 1. যে কোন faga, 
a=2R sin A, b=2R sin B, ০০ sin C; 


Б Gu b : с 
এবং sin A= Sin B= =; 
5 29 1 55 sin С 2g! 


আবার 4- sin A b sinB c_sin c 
b sinB' c sinc’ a siA 


অনুসিদ্ধান্ত 2. ট্যানজেণ্ট সুত্র (tangent rule)? যে কোন ত্রিভুজ 
89০তে প্রমাণ কর যে, 


B-C_b-c c^ SAL c= 
রাহ сан іс ys — s о 
а. 2 b 2s tA, tant- Ста cot S, 

А-В а-ф с 
fat eed 
a xa ab 962 


м 


কতিপয় প্রতিপান্ত 1116 
প্রমাণ। afera 1 হইতে, যে কোন ত্রিভুজ АВСЯ ক্ষেত্রে পাওয়া! গিয়াছে যে 


alsin А== b[sin B =clsin C. 
geat ইহা হইতে পাওয়া যায় যে Е 
b sing 
с sinC 
অতএব b-c sinB—sin c _ 2 cos (B+) sin 3(8 — C) 
b+c sin B-Fsin С 2 sin (в-ғс) cos (B- C) 
= (ап 1(B— C) cot $(৪+০) 
—tan 4(B — C) cot 1(7 — A), কারণ A--B--C 97 
—tan À(B— c) сос(4л-4а) i 
=tan Цв-с) tan šA 


B-C 
9915, tan ———.— cot =: 


85449104 অপর ছুইটিও প্রমাণ করা যায়। অতএব অনুসিদ্ধান্তটি পাওয়া যায়। 
অনুনিদ্ান্ত 3. Mollweidew43 সুত্র £ প্রমাণ কর যে যে-কোন ত্রিভুজ 
ABC তে, 
а+Ь_соз ҖА—В) a-—b. sin (А — B), 
с বার cos dc 
প্রমাণ। সাইনের za হইতে, 


asin Sin A এবং b етв 


€ sinC с sinC 
তাহা হইলে এ = sin A+sin B _ 2 sin $(A--B) cos (А-В) 
sin С 2 sin 3C cos $C 


— cos #(А — B)/sin іс, কাণ sin 2(А--в) 
-віп (7 — С) = cos 4c. 


maet ৫ ze sin A—sin В .2 cos 80৯75) sin i(A— В) ইত্যাগি। 
sin С 


2 sin 5908 9 


একই প্রকারে দেখান যায় যে 
b+c _ cos %(в- с) b-c сіп (в-с) 


а sindA ° а cos ЗА 
с-Ға cos Ис-А) c—a. sin (с-А), 
b snis ° b cos iB 


অনুসিদ্ধান্ত 4. ধরা যাক, ABC ত্রিভুজের BC ভূমির উপর D এইরূপ যে কৌন 
একটি বিন্দু যেন вр/рс--т/л হয়, এবং /ВАр-«, ZDAC- ও ХАРЕ 
=0 ; তাহা! হইলে প্রমাণ কর যে 
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(m+n) cot 0=n cot f—m cot < 
(m--n) cot 0 =m cot C—n cot B. 


প্রমাণ। eme, 7-80, যাহাকে লেখা যায় 
n DC 


এখন সাইনের ZA হইতে, 
BD _ sin < ‚ біп < 
AD зіп Ír—(<+0) sin («4-0) 


An den В », {тор 77 x 
কারণ /А80--<--0-л এবং /АСО--р-0 চিত্র 123 
m sin < sin (0 — B) віп «(зіп 0 cos Ё — сов 0 sin В) 
n sin(«-c0)sinf sin (sinx cos 0+cos < ৪179) 
এখন লব ও হরকে sin < sin В sin 0 «fal ভাগ করিয়া পাওয়। যায় 
m cot B—cot 0 
^^. cot ed Pu যাহ! হইতে 
(m+n) cot 0=n cot B-m cot <. 
94994 দ্বিতীয়টি পাওয়া যাইবে। 
প্রতিপাদ্য 2. অভিক্ষেপ সুত্র (Projection formulae )| যে কোন 
ত্রিভুজ ABC ক্ষেত্রে, 


a=b cos C+c cos В; ф-с cos A+a cos С; 
с-а cos B+) cos A. 


প্রমীণ। ধর! যাক্‌, ABC যে কোন ত্রিভুজ, যেখানে ০ কোণ হয় vm, অথবা 
স্থল অথবা, সমকোণ। BC অথবা বধিত вся উপর AL লন্ব অঙ্কিত হইল ; সমকোণী 
ত্রিভুজ ABC তে কিন্তু AC নিজেই 9 লক্ব। 
ক্ষেত্র, যখন с সুন্সমকোণ [ চিত্র 10.4(a)] 1 
৪৪০৯৪141০৯6 cos ñ +b cos C, 
কারণ ABL ত্রিভুজে cos B —BL/c এবং ALC {ся cos C— Lo[b. 


ক্ষেত্ৰ I, যখন ০ স্ুলকোণ | চিত্র 10.4(5) ] | 
ABL. ত্ৰিভুজ হইতে, cos B=BL/c, Ji, BL—C cos B 
এবং ACL ত্রিভুজ হইতে, cos ACL =cos (z — C) = — cos c=cL/b, 
বা, CL— —b cos C. 
সুতরাং, a=BC=BL —CL =c cos В-ЕВ cos C. 
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ক্ষেত্র Ш. যখন c-90 | চিত্ৰ 10.4(c)] ৷ 

соз B—a/c, cos C= cos 90* —0, 
স্থতরাং а=с cos В--с cos B+0=c cos B+b cos C. 
অতএব, যে কোন {9979 

a=b cos С-Ес cos B. 


অনুরূপভাবে অপর 74 দুইটি প্রমাণ করা য়ায়। অতএব, প্রতিপান্থটি যথার্থ । 


প্রতিপাদ্য 3. কোসাইনের সুত্র (The law of cosines)? যে 
কোন fagta, যে কোন একটি ates বর্গ, অপর ছুই বাছুর বর্গের সমষ্টি 
এবং এ দুই বাছ ও উহাদের অন্তর্ভুক্ত কোণের কোসাইনের,গুণফলের 
দ্বিগুণের অন্তরফলের সমান ; অর্থাৎ কোন ত্রিভুজ Авс ক্ষেত্রে 
০৪-৮৪-4028 -2ab cos С; a? —0?-Fc? —2be cos А ; 
52 = c? +a? – 2са cos B. 
প্রমাণ। ধর! যাক্‌, faga ABC, যাহার কোণ c হইল = অথবা স্থূল অথবা! 
সমকোণ। с эчү“ হইলে BCI উপর এবং C স্থূলকোণ হইলে বধিত вся উপর 
AL 84 অঙ্কন করা হইল। যখন C090, তখন АС, вся উপর লম্ব। চিত্র 
10.4(а), (b) এবং (c) 847! 


ক্ষেত্র. যখন ০ সুগ্ষমকোণ [ চিত্র 10.4(2)] i 
ABL ত্ৰিভূজ হইতে, ০০-81-2418 

এবং ALC faga হইতে, sin c=LA/b এবং cos c— LC/b যাহ! হইতে 
LA=b sin C, LC—b cos С, BL =a—b cos С 

এবং c? (a— b cos C)? --b? sin? c —a? +b? —2ab cos С. 


А 
4 
b 
Z 
B а с 
চিত্র 10.4а) চিত্র 10400) চিত্র 10.4) 


стап. যখন с স্ুলকোণ | চিত্র 10.4 (b) ] 
ABL ত্রিভুজ হইতে, c? —BL? + LA? ; 
এবং ACL ত্রিভুজ হইতে, 
sin (1-С)-віп C —LA[b, cos (7—С)= — cos C= CL/b. 
সুতরাং, LA—D sin С, CL= —b cos С, BL=a-b cos C. 
এবং. c? —(a— b cos C)? +b? sin? ca? +b? —2ab cos C 
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Ca Ш যখন c=90" [ চিত্ৰ 104 (c) ] 
€2 =a? +b? = 52.1.52 - 25b cos C, কারণ cos C = cos 90' — 9. 
এইভাবে শেষ 84% দেখা গেল যে, যে কোন эгэ 
c? =a? +b? -- 2а cos С. 
. অপর A 9206 একইভাবে প্রমাণ করা যাইবে । সুতরাং প্রতিপাগ্টি যথার্থ । 
অন্ুসিদ্ধান্ত। শেষ প্রতিপাগ্যতে প্রাপ্ত ফলগুলি নিয়বধিত আকারেও লেখা 
যায়, যথা 


15585 cao – b2 _৫৯74-09, 
cos А 772 cos B EU DLL cos C 225 


ইহার সহিত afaria 1 হইতে প্রাপ্ত ফলগুলি, যথা 
sin ATA sing Ё. sin C=. কে যদি qe করা যায়, 


2, 2R 
তবে ভাগক্রিয়ার দ্বার! পাওয়া যায় 
m... abc = abc 
tan Ааа катар tan B ETT 
abc 


Е 

494): 1 হইতে 3 әд প্রাতপাদ্যগীলতে প্রাপ্ত সূত্রগুলির সেট (set) | 
তিনটি পরস্পর নিরপেক্ষ ( independent) নহে ; যে কোন একটি সেট হইতে অপর 
দুটি পাওয়া যায়; যথা 2 

0) সাইনের সুত্র হইতে অভিক্ষেপের সুত্রসমূহ 

ধরা 414 alsin A=b/sin B—c/sin C= (একটি өң); তাহা হইলে 

4 cos B-Fb cos A = b(sin А cos B+cos А sin B)= sin (A+B) 

=k sin (7 — C)= sin С=с, ইত্যাদি | 
(2) অভিক্ষেপের সুত্র হইতে কোসাইনের সুত্র: 
а? +2-—с2=а(Ь cos Cte cos B)+b(c cos А+а cos C) 
— «(a cos B-Fb cos A) —2ab cos c ; ইত্যাদি। 
(3) কোসাইনের সুত্র হইতে সাইনের ya 
зіп? A=1 -cosi ; 
з а аига EN а)? 


2bc 40865 
= (betb? +c? — a2)(2bc — b? -c2 +a?) 
৭8852 
(bct aYb--c —@)(а--Ь—с)(а— b+ c). 
40228 


i nz ধরা যাক” যেখানে £-(৯+০+-০)+০-:০)(০+-৫-৪)৫+৮-৪) 
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sin? A b 
স্থতরাং - GE 7 
sin?B — b S erase A DR 
Wa, তত্ব “лдар এবং US TETT 


2 2B 2 
স্থতরাং sin Ls аша ও 2 ইত্যাদি ৷ 


অপরগুলি নি অন্ুুশীলনীরূপে করা বাঞ্ছনীয় 1 
প্রতিপাদ্য 4. অর্ধ-কোঁণের সৃত্রাবলী (Half angle formulae ) | 
যে কোন Куз /৪০র ক্ষেত্রে, 
sins LII bXs — с) С); cos 2" s(s-a), 
ye /(s — 6)(5 — c) 
tan 55 / ১৮১৮ 
sd s(s—a) 
aata s=} (৫4040 হইল agata অর্ধ-পরিসীম!; এবং অক্ষরগুলির ক্রম- 
পরিবর্তন Е changes ) wm লব্ধ অন্য 74949 অর্থাৎ, 


sin Be, /(S - cXs = Ә.н 27 ML UE ior В), 
са 


Б aua 9; °=. (==). 
соз 5 s 2-,/ 58-2 


tan 2 UE = E =a). чап са (s— -a(s — 1 - D). 
VSS s(s— b) an$ 2 "o ss-o 
প্রমাণ। কোসাইনের wa হইতে পাওয়া যায় যে, যে কোন (897 ABO ক্ষেত্রে 


cos A=(b? +c? —a?)/2bc ; সুতরাং 
b3-pc? —a?  2bc—b*—c9-Fa? а? —(b— с)? 


সি 2৮০ 726 
(ab —c)(a—b+c)=(2s—2e)(2s — 2b) 
2bc 2bc 


- ас, কারণ 2s=a+b+c: 


b3+c2—a2_ (b+c)? - а? 


আবার, 1+cos А-1-- рс 
_(ф+с+а)Ъ++с-—а) 242%-2а) 
2bc 2bc 
gegt 1-cos A=2 sin? = A. 25 — bs — c) 
э ЫДАН 


17005 A=2 cos? 2০2 ; 


Бс" 
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ইহা হইতে গাওয়া যায়, : 
sin S= Го) za = এবং сов টা 


এখানে উভয়ক্ষেত্রে বর্গমূলের চিহ্ন ধনাত্মক লওয়া হইয়াছে, কারণ (А/2) « 90", 
যেহেতু A, В, С, হইল ত্রিভুজের কোণ। এখন ভাগক্রিয়াঁর দ্বার! পাওয়া যায়, 
A. /s—b)s— c) 
ti әш ২১২৮ 
en 72 5(5- а) 
অবশিষ্ট সুত্রগুলি একই প্রকারে প্রমাণ করা যায়। goate afea প্রমাণিত 
l 


টিকা। сапда উল্লিখিত মানাট নিয়ের ай হইতে সরাসরি নিণ' করা 
^.. /L—cos A 
মিন 2. 7005 А 
প্রতিপান্ত 5. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয়ের алча: যে কোন faga 
Авс ক্ষেত্রফল Л নিয়ে প্রদত্ত প্রণালী দ্বারা পাওয়া যায়, যথা : 
(1) ১ লহ bc sin A= ca sin B—$ ab sin С 
-$*(ছুইটি বাহুর গুণফল )% বাছুদুইটির әге% কোণের 
সাইন, যখন বাহু দুইটি ও উহাদের অন্তভূক্ত কোণ প্রদত্ত হয়: 
(2) A= „(= —a)(s _ b)(s - O), 
444418 তিনটি প্রদত্ত হয়: 


= abc. 
(3) As "n 


যখন বাহু তিনটি এবং পরিব্যাসার্ধ প্রদত্ত =s | 
প্রমাণ। চিত্র 10.4 (a), (b) এবং (с) «ўа! 
C যখন "PES, sin C— ALD এবং 
০ যখন 740414, sin ৯০৯৪ (7-с)-віп C=AL/b; উভয় ক্ষেত্রে 
দেখা যায় যে 
AL —b sin c, 
5945 стал A হইল নিম্নরূপ, যথা 
A =š (ভূমি )x ( উচ্চতা ) 
=2(8c)x(AL)=1a)b sin С 
এখন С= 90° হইলে, sin ০৪10 90: =1, 
এবং A =2(Bc)x(Ac)=1ab. 1--145 sin с. 
সুতরাং যে কোন ত্রিভূজের ক্ষেত্রে 
(1): A —iab sin C. 
অনুরূপভাবে (1) এর অন্য সুত্র দুইটি প্রমাণ করা যায়। 
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y А " 
A —3ab sin c= dab. 2 sin $C cos 4С 


E^ (s—aXs— b), s(s— с) 

NIIN 
(2) = Js(s-aXs- bXs-o) 
পুনরায়, 719044 wu হইতে যেহেতু পাওয়া যায় 
Em хыл о 


sinA sinB sinc 

"nest. > 
em. 
(3) Д={аЬ sin c dE 


অতএব প্রতিপাছ্টি প্রমাণিত হইল 1 


103 কতিপয় сіе উপসুত্র ( Some useful results ) 
(A) কোণের সাইনকে বাহুর দ্বার! প্রকাশ 


sin A—2 sin A/2 cos A/2 
-2,/6-%Х8-с) [55-а) 
/ bc y bc 
={2/(Фо)} Уз(8 — a)s b) s - с) 
অন্গরূপে, 
sin В={2/(са)}У s(s — as — )(5— с) 
এবং sin с={2/(аЬ)} Vs(s— а)(з b) 5— c). 
(B) প্রমাণ কর যে 
pav ce :2A 


sin A= , sin B = 2А 
bc ca 


‚зіп C= 
ab 


যেহেতু A= Xs(s-aK(s-b(s—c), wea (А) হইতে «264 পাওয়া 


যায়। 
оа (s—b)(s - с) ( ( 
A. (S C Bs - e) В (s-c)(s-a) 
tan 2 A 5 fanis N ; 
C_(s—a(s—b) 
tan TE CHAT 
প্রতিপাদ্য 4 হইতে, 
A. f(s-bYs— -০0_ (s—b)(s—c) 
t. : 7 
са s(s—a) — Js(s—- as b л ইত্যাদি ॥ 


টাক EG 9 B. s(s-b) i 
ЕА cot == pz 
11 со ‚со сове 


е к 
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1031. দৃষ্টান্তমূলক উদ্াহরণদমূহ 
ЗҮП. 1. দেখাও যে, যে কোন ত্রিভুজ ABOTS (প্রচলিত অঙ্কপাতন TEATA ), 
- bísin C—sin A)--c(sin A—sin B)--a(sin B —sin c)=0 
যেহেতু a/sin A- b/sin B =с/ѕіп С, স্থৃতরাং 
b sin A—a sin B, c sin B—b sin C, c sin A—a sin C, 
এবং বামপক্ষ = (5 sin С-с sin В)--(с sin А-а sin С) 
+(a sin B —b sin А)-0--0--0-0. 
Bgl. 2. А=60° হইলে দেখাও যে ABC 18929, 
b+c=2a cos 3(8 — c). 
B+C в-с 


b+c=2 R(sin B-Fsin C) —4 R sin 2৯০৪2 
: 120° в-с " B-C 
- TM S = = A ১০ 

4 R sin 27 cos 3 4 R sin A cos 2 


—2a cos = Š কারণ B +c =180° — A=120° 


Ww13. কোন ত্রিভুজ АВСЯ ক্ষেত্রে অঙ্কপাতনের প্রচলিত তাৎপ্ধ чул 
প্রযাণ কর যে 
a? sin (B — c) , b? sin (C — A) с? sin (А-В) 0 


sin A sin B sin C 
827 ас А с. - 
যেহেতু, а? sin (в-с) 4R? sin? A sin (B — C), [প্রতিপাদ্য 1] 
sin A sın A 
=4R? sin (a+c) sin (B—C), কারণ А+В+с=л 
: - =4R2(sin2 B —sin2 с) 
সুতরাং বামপক্ষ_ 4R2(sin2 B—sin? C+sin? C—sin? A+sin? А 
—sin2 B)=0. 


Vwi4. যে কোন fagw Авс ক্ষেত্রে (অগ্কপাতনের প্রচলিত তাৎপর্য 
58414) প্রমাণ কর যে cot A, cot B, cot C সমান্তর প্রগতিতে থাকে, যদি 
42, b?, c? সমাস্তর প্রগতিতে হয়। 

afana 1 এর অন্ুসিদ্ধাত্ত অনুসারে 

cok A= Ист соев =RU? tas - Б?) ইত্যাদি। 
2 abc abc 
49415, cot A, cot B, cot C 54184 প্রগতিতে থাকিবে, যদি 
cot B -cot A—cot C- cot B. হয়, 


অর্থাৎ যদি a (cat =b? —p* — (24-42) 


iat pb a a - a3 +b?) হয়, 
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বা যদি 2 (a? — 52) 2(b* — c9) হয়, অর্থাৎ যদি b* —5* —ct —Ь sq, 
বা যদি ৫2, b2, c? সমান্তর প্রগতিতে হয়। 
Qui. 5. প্রমাণ কর যে (s—a) tan А = (s - b) tan 38 —(s — c) tan 4с. 


প্রতিপাদ্য 4 হইতে, 
d төз. (s— b)(s— c) 
(s—a) tan (А/2)  (s— a) Je pe: x 
= (s-aXs-bYs—c) (з-а)5-Ь(5-с) 
Уза): - bs c) A 


অনুরূপভাবে অপর অংশ দুইটি হইতেও এই একই মান পাওয়া যাইবে । weh 
উদ্বা. 6. দেখাও যে 
b? sin 20+c2 sin 2844১ 


বামপক্ষ = 22, 2 sin С cos ০462, 2 sin B cos B 
—2b sin C. b cos C+2 c sin B. c cos B 
=2b sin С (b cos С-Ес cos В), কারণ b/sin B =c/sin С 
=2 ab sin С, অভিক্ষেপের স্থত্র হইতে, 
=4 A, কারণ A ={4аЬ sin C. 
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যে কোন ত্রিভুজ ABCA ক্ষেত্রে ( অস্কপাতনের প্রচলিত তাৎপর্য অনুসারে ) প্রমাণ 
কর যে (1-39): К 


.В-с b-c ^ А-В atb. с 
Š -——co-. 2 ০৬০৮০ = 
1. sm 2 2 сов 2 cos 5 = sin p. 
а= А-В KB 
3 app tan 2 cot о 


4. qasin (B—C)--b sin (C— A)--c sin (А—В)=0 
[ইঞ্জিত: a=39R sin A=2R sin (В+0), কারণ А--В--0-т, 
a sin |B- 0) —2R sin (B--O; sin (B— 0)=9R (sin2 B —sin*O ইত্যাদি । | 
5. a*(sin? B— sin? c)--b* (sin? C — sin? А) 
-Fc2(sin? A — sin? В) = 0. 
6. a* (cos? 8— cos? c)--b?(cos? c — cos? А) 
—c?(cos? B — cos? A) -0 
7. (b+c) ccs A+(c+a) cos B +-(a+b) cos С=а+Ь+с 
[সমাধান £ বামপক্ষ=(b соз А+а cos B)+(c cos A+a cos C) 
+(b cos С-Ес cos B)=a+b+c | 
8. а (b cos С-с cos B) b? - c?. 
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9. bc cos A-Fca cos B-Fab cos ০36৫৪48৪402), 
10. b cos? 2 c+c gud 4 B=1(a+b+c). 


ср 
11. e ret N а cos вт» cos C —0. 
12. (৮-০) cos ата sin 5% 
13 a sin (B—C)_ b sin (C—A). c sin (A— B) 
Š Ъ2 08 হি azp? 
14. а? sin (B— 9), b? sin (c— А) c? sin (A-B) _ E 


sin 87510. e" sin C-Fsin A біп A+sin В 

15. asin (B—C)--b? sin (C— A)-Fc9 sin (А-В)-0. 

16. аз cos (В — C) +b cos (C — A)-Fc? cos (^ — B) =3abc. 
17. а cos (B—C)--b cos (C — A)+c cos (A — B) - abc/R2. 
sin (в с) ৮৪০৪ 

sin (8 +c) a2 

19. asin (JA--B) - (b-Fc) sin š А. 

20. а? сіп 2 B-Fb? sin 2 A=2ab sin С--4Д. 


8-02 2-42 2 pa 
а амы ОРЕ АЕ 
а b c 
[ ইংগিত ঃ ot a ate. 2 sin A cos A 
расу 202 b*be*-a* — d 25৫8 » e) ইত্যাদি 
аз 338 abc “ык! cg (o с Jl 5% лїї | 


22: (b*—c?) сос A-F (c? — a?) cot B+(a2 — b2) cot с=0 
og, b-a | c2— a8 2427 

cos B+cos С сов C+cosA cos A--cos B 
24. (b-kc—a) ten š A—(c--a— b) tan $ B—(a-Fb—c) tan 1 c. 
25. (b-c) cot $ A+(c—a) cot š 8--(a— b) cot 4 ০-০, 


b-c с-а a-b \ 
* 2 Ex LS 
[ই fis 3101 dd Tq сз аур b)s— 3i 


"uai nece 
[sb — c-- c at a- b) – la(b— c) - b(c— a) - cla - b] 0 1 
26. b cos? 3 A+a cos? 1 8— 5. 
27. b sin? 1 А+а sin? ГЕ В-з-с. 
28. ғтап # В ар с=5-а. 
29. a sin š Asin š (B- C)-Fb sin 3 B sin 4 (c—A) 
+c sin š С sin š (A—B)=0 


 ——————— 
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30. bc cos? $ А--са cos? 1 B+ab cos? 1 c = 52. 


b-c А,с-а B,a-b с 
1. ы 2 5+ 2 = 
3 = cos 27 COS' 5 Š Cos: 2 0. 


b 
asin A inB inc 
32 а E eo d is E — port Ton: 
33. a? cot A--b? cot B+c2 cot C=4A. 
[ সমাধান š 
বামপক্ষ —4 R?(sin? A cot A--sin? B cot B--sin? C cot ০) 


=2R?(sin 2 A--sin 2 B-Fsin 2 C) 
=8R sin A sin B sin C 


[`7 A+৪+০= (পূর্ববর্তা ‘অভেদ’ অধ্যায় দ্রষ্টব্য ) ] 


CORTOS. 82৮42, [10:3(8) হইতে 1 ] 
34. 4১০০৮ A+cot B+cot C) —a? 4-5? 4-c?. 

35. а cos A+b cos B+c cos C —4R sin A sin B sin C. 

36. asin B sin C+b sin C sin A+c sin A sin B=3A/R. 

37. а cos B cos C+b cos С cos A+c cos А cos B =abc/4R2, 


38. COSA} а, cos B b _ cos ০10. 
a БЕРУ ет са сар 
2 2 2 
= disti с 
[সমাধান a?=4R? sin? А, .'. a?/sin A24 R? біп А; 

বামপক্ষ=4R2(sin A--sin B--sin С) sin š A sin В sin $ C 
-:16R? cos ЗА cos 4B cos 4С sin ЗА sin 4B sin dc. 
[^ A B4 c-7 (*scer অধ্যায় দ্ৰষ্টব্য ) ] 

=2в? sin A sin B sin C—2. ša. db sin C 

= lab sin c= Д. ] 
40. কোন fagra যদি а cos? $ C+c cos? 1 A=3b হয়, তবে দেখাও যে 
ত্রিভুজটির বাহুগুলি A. P. তে আছে। 

[afos ee Piece 0)=3( 1+ 


) sin A/2 sin B/2 sin C/2= Л 


Зар 
অনুরূপভাবে оов" ФА ইত্যাদি | ] 

Al. কোন ত্রিভুজ АВО বাহুগুলি A. Р. তে হইলে প্রমাণ কর যে cot 1 A, 

cot š B, cot $ СА. Р তে আছে। 

42. দেখাও যে কোন ত্রিভুজের বাহুগুলির দৈর্ঘ্য 3, 5, 7 হইলে উহা স্থুলকোণী। 
[সমাধান £ ধর! যাক ৮-3, с=5, a=7 ; তাছা। হইলে A বৃহত্তম কোণ 1 
এখন, cos А= (b2--c? — a2)/2bc — – 2, অৰ্থাৎ A= 120°, ইত্যাদি 1 ] 

10 [ fa ] 


146 ত্রিভুজের ধর্ম 
43. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 273, х®-Е3х-+Е3, х2--2х; দেখাও যে 
উহার বৃহত্তম কোণটি 27/3. 
44. কোন ত্রিভুজের দুইটি বাহু 300 সে.মি. এবং 120 সে.মি. এবং উহাদের 
অস্তভূ ক্র কোণটি 150° ; দেখাও যে (69304 ক্ষেত্রফল 9000 বর্গ সে.মি. | 
45. দেখাও যে কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 171, 204 এবং 195 একক হুইলে 
উহার ক্ষেত্রফল 15390 বর্গ একক। 
A6. АВС faga 
(i) wft(a--b-Fc)(b-Fc— а)--ЗЬс হয়, তবে দেখাও যে A= 60°, 
Gi) যদি c*—2(a2-Fb9)c2-Fa* --b*--a2b2 — 0 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
с=60° 41 120°. 
(ші) যদি at+bt+ct-2a?c?-2b2c3=0 হয়, তবে দেখাও যে 
c= 45° 31 135°. 
sit Ы, 
Gv) যদি Сиа m "uin হয়, তবে প্রমাণ কর যে c =60°. 
(v) যদি ৫- 2%, A=3B হয় তবে দেখাও যে A=90°, ৪3০0, с=60°. 
[সমাধান £ (іі) প্রদত্ত সম্বন্ধ হইতে 
—2c2(a2+b2)+(a2--b2)2 — 2525? = 
বা Í(a2+b2)— c2)? — 20202 
বা (Есе ш, বা cos?c—1, 
31 ০০5 ০-3:]1//2, বা с=45°, 135° ] 
47. 2 cos А-(віп B)/(sin ০) হইলে দেখাও যে fagat সমদ্বিবাছু। 
48. যদি (cos A--2 cos C) : (cos A+2 cos B)— (sin В): (sin C) হয়, 
তবে প্রমাণ কর যে ত্রিভুজটি সমদ্ধিবাহু নতুবা সমকোণী | 
[ ইঙ্গিতঃ сов 4১759 cos O_ sin B b 


соз А--2 соз В sin О c 
41 (c—b) сов А--2с сов 0-98 cos В-0 
si ea 25 te до, ipe —8b. з p 
সরল করিয়া, (c—b)(b*--c* - a2)|a—2(b--c)) —0, তরাং-********] 
49. কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণের কোসাইন, কোণ ич বিপরীত «Печ 
সহিত সমান্গপাতী হইলে দেখাও যে ত্রিভূজটি সমদ্বিবাহু। 
50. কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণের কোসাইন, উহাদের বিপরীত বাহুদয়ের সহিত 
ব্যস্ত সমানুপাতে থাকিলে দেখাও যে ত্রিভুজটি হয় সমদ্বিবাহু নতুবা সমকোণী। 


[সমাধান £ এখানে ০০5 A b sinB, B 


сов а sin A 


=0. 
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বা sin А cos A=sin В cos B 
41 sin 2A—sin 2B=0, বা 2 cos(A+B) віп(А- В)--0. 
হয়, cos(A--B) = 0, অর্থাৎ A--B — 7/2, বা узб সমকোণী ; 
নতুবা, sin(A—B) «0, অর্থাৎ А=в, qt: ত্িভুজটি সমদ্বিবাহু 1] 
51. যদি (2242) sin(A—B)=(a?—b?) віп(А--в) হয়, তবে প্ৰমাণ 
কর যে ত্রিভুজটি হয় সমদ্বিবাহু নতুবা সমকোণী І 
52. যদি (sin А): (sin c)=Ísin(A —B)] : fsin(B — C} হয়, তবে দেখাও 
যে a2, 2, c? ; A. P. তে আছে। 
53. АВС ত্ৰিভুজে, 
(i) যদি এ, b,c; A.P. তে থাকে, তবে দেখাও যে 
cos A cot ХА, cos B cot 18, cos С cot $C; A.P. তে থাকে। 
(ii) যদি a, b, c; Н.Р. তে থাকে, তবে দেখাও যে 
sin? ZA, sin? 4B, sin? іс; H. P. তে খাকে। 
(iii) যদি ৫৪, ৮2, с; A.P. তে থাকে, তবে দেখাও যে 
tan A, tan B, tan ০3 Н.Р. তে থাকে। 
(iv) যদি sin A, sin B, sin ©; А.Р. তে থাকে, তবে দেখাও যে 
З tan ЗА tan c —1. 
104. ত্রিভুজের পরিব্যাসার্ধ ( Circum-radius of a triangle ) 
ইতিপূর্বে 10:2 অনুচ্ছেদে দেখ! গিয়াছে যে যদি АВС ত্রিভুজের পরিবৃত্তের ব্যাসার্ধ 
R হয়, তবে 
2 = b = S =2R 
simA sinB sin С 
মা с abc abc 
aT R^ s ^ 2 Ts B 2 sin C 2 bc sin A AN 
1055. ত্রিভুজের wn (In-adius of a triangle): эг 
( In-circle ) Ç 
жәні যে বৃত্ত ত্রিভুজের বাহ: 'তনাটকে গপর্শ করে তাহাকে (099104 
আন্তলিখিত বৃত্ত ат 59068 বলা হয়। অন্তর্কন্তাটর কেন্দ্র এবং ব্যাসার্ধকে 
атаса [এবং ৮ দ্বারা নির্দেশ করা হইবে ৷ প্রসঙ্গত স্মরণ করা যাইবে যে । 
হইল fgata কোণ তনাটর অন্তঃসমাদ্বখণ্ডকত্রয়ের ছেদান্দ; এবং r হইল 
হইতে যে-কোন বাহুর উপর আঙ্কত 284-4004 সমান। 
ধর! atg, Авс ত্রিভুজের অস্তলিখিত 4804 cami ( চিত্র 10.5) এবং r উহার 
ব্যাসার্ধ; এবং 59490 вс, CA, AB বাহুকে যথাক্রমে D, E, F বিন্দুতে স্পর্শ করে। 
ID, IE, IF, 1А, IB এবং IC যুক্ত করা হইল | 
তাহ! হইলে ID =16= IF—r. 
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(1) এখন, ত্রিভুজ £৪০র ক্ষেত্রফল = ত্রিভুজ 180র ক্ষেত্রফল-+ত্রিভুজ ІСАЯ 
ক্ষেত্ফল+ ত্ৰিভূজ IAB] ক্ষেত্রফল। 
বা A=lar+3br+3cr=j(a+b--c)r=rs. 
72 *(1) 
(2) আবার, а=вс=во+рс=ғ 
cot š B+r cot С 
=r [cos 3 B cos š C 
d H Б Ый i di 
ENS cos š В sin š C-Fsin $ В cos $ С 
sin$ B sin $C 
КЫ sin B+} c) _ =r 608 ЖА 
sin 3B sináC вһівеліс চিত্র 10.5 


[ কারণ, ФА-4в-4с-іл, ..sin (hs-ic)-sin (dm-4 А) 


=cosš А | 
2, r=asin $B sin $C sec А, 


কিন্তু অনুচ্ছেদ 10'4 হইতে, a=2R sin A=4R sin $ A cos А; সুতরাং 


r=4R sin š A sin š B sin š © + 9 (2) 
(3) চিত্র 10.5 হইতে ইহা! TR যে 
BD—BF, DC—CE, АҒ-АЕ; 
স্থতরাং, AF+BD-+DC=Í1(a+b+c)= 
অর্থাৎ, AF+a=s, বা АЕ-5-а; 
Wa BF-s-b; CE-s-c. 
এখন ত্রিভুজ АЕ! হইতে, 
т —IF—AF tan š A—(s—a) tan А, 
ғ-(8-а) бап A .. ы (3) 


অনুরূপভাবে, r-(s— 5) tan š B, r-(s-c) tan 4c 


4. শীর্ষ হইতে অন্তর্কেন্দ্রের দুরত্ব 
ত্রিভুজ АЕ! হইতে, IA—IF созес 2 A—r cosec ФА. 
%4%, ІВ-т соѕес $ В, IC—r соѕес š С. 
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106. ত্রিভুজের 31541914 ( Ex-radii of a triangle ) : 484% 


( Ex-circles ) 
зе 1! যে বৃত্ত ত্রিভুজের একাঁট বাহুুকে এবং অপর দুই বাঁধত বাহুকে স্পর্শ 
করে, তাহাকে fagat বাঁহালাঁখত ( escribed ) বৃত্ত বা 415478 ( ex-circle ) 
বলা হয়। স্পজ্টতঃ কোন ্ভুজের এইরূপ তিনাঁট বৃত্ত হইতে পারে। ৪০ কে এবং 
বাধিত AB ও AC কে স্পর্শ করে যে বৃত্ত তাহাকে A কোণের অনুরূপ (অথবা, 
বিপরীত ) 405428 বলা হয়। А, В, Сй অনুরূপ 41548199 ব্যাসার্ধ ЛТ 
যথাক্রমে ri, 72, 73 দ্বারা এবং কেন্দ্র তিনাঁটকে যথাক্রমে 11, 19, із দ্বারা নির্দেশ 
করা হয় | А কোণের অর্তসর্মাদ্বখ্ডক এবং В ও C কোণদ্বয়ের বাঁহর্স মাদ্বখণ্ডকদ্বয়ের 
ছেদাবন্দ? হইল 1, ; অনুরূপভাবে 15 এবং 1৪ পাওয়া যায়। 
ধরা যাক্‌, ABC ত্রিভুজের A কোণের অঙ্গরূপ 41928004 CFT 1, এবং ব্যাসার্ধ ra 
(চিত্ৰ 10.6); ধর! 4%, vel? вс বাহুকে এবং 
বর্ধিত АС ও AB ERLT যথাক্রমে D, Е, F 
বিন্দুতে স্পর্শ করে। 12 D, l; E, l1 F, 18 A, 
11 B এবং 1, C যুক্ত করা হইল। তাহা হইলে 
11 Del4E—I, For 
(1). এখন, АВС ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল =৷;AB 
ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 
+I AC ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল - BC (49054 
ক্ষোত্রফল 


= фо Н зат =3⁄ (b-+c—a) 
-4ғ1(25-2а)-(5- э 


21১ is "m 441) 


эр, ге. এবং ৮০৮5 


(2). আবার, a=BC=BD+DC=r; cot 1,8047: cot I4CD 
=r; cot ($r — 18)--r4 cot (ёт – 4С) 
=r;(tan 48--tan $C) 

Si ps 38 , sin łe) 
cos FB сов 2С. 
euh sin 28 cos Eb 28 sin ic 
cos 18 cos 2С 
sin @в+30) = cos FA 
1совів cos iC соз 18 cos ic 


Е কারণ, 8৯789 সা іс, sin (48 +4c)=sin (4л-А)--сов os šA] 
ті = a cos 18 cos 2С sec FA. 
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কিন্তু অনুচ্ছেদ 104 অনুসারে, 


a=2R sin A—4R sin ТА cos А; সুতরাং 


гү =4Е sin ЗА cos 18 cos 2С > (2) 
Net, f3—4R sin ZB cos 1C cos А 
এবং ra=4R sin 2С cos ЗА cos i8 


(3). ইহার পর, AE-AC--CE-—b--DC, কারণ CES DC ; 
এবং AF—c-FBF—cTBD, কারণ BF = BD. 


কিন্তু, AE=AF, সুতরাং 
2AE=AE+AF=b+c+BD+DC=a-+b+c=2s, 
অর্থাৎ, AE=5. 
এখন, АЕ ত্রিভুজ হইতে, ue AE tan АЕ 
বা r:=s tan 3A 
অনুরূপভাবে, Ға--5 tan $B এবং rs =S tan "m 
(4) শীর্ষ হইতে বছিঃকেক্দ্রের দুরত্ব 
АҒ ত্রিভুজ হইতে, 17/-116 совес I4AF =r; cosec {А 
ql I3A—73 cosec ЗА —4R cos ËB cos dc. 
আবার 8518 ত্রিভুজ হইতে, 148 =r; cosec (11 — в) —7, sec 18. 
ARRASTI, 11С-”і sec ic 
একইভাবে 13А, 198) প্রভৃতি নির্ণয় কর! যায়। 


প্রশ্নমালা X(B) 
কোন ত্রিভুজ ABCS ক্ষেত্রে ( অস্কপাতনের প্রচলিত তাৎপর্য অনুসারে ) প্রমাণ কর 
(1-24) (4: 
1 1.1111, 
Тұ 1% fg T 
5 5-а,5-В,5-Сс 
[ সমাধান s EISE MA. AT 
—3s—(acb-c) 35-25 ও স্ব] 
A А টিভির? 
লা 
3. ricrg-Frg —r—4R. 
4. (57700770078 7) 475, 


(8) 


[সমাধানঃ ri-r=A 21) А 
с s—a s! s(s—a) 
LHS-- 7 Aabe _ тас дз у 


s(sca(s—b)s-c) A 
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5. sin A--sin B+sin С-5/К-- A/Rr. 
6. cos A--cos В“-сов C—1--(r/R). 
[fire 2 сов 47609 B--eos 0=1+4 віпА sinB 91580, ইত্যাদি | 1 
7. rcos А-а sin {В sin $C. 
8. у cot B cot FC=71. 
9. rr,—rgrg tan? šA. 
10. rrı cot A= A. 
11. rrı 7978 A? এবং 7172773 = ab. 
12. r, 72 rg =rs2=abc cos FA cos $B cos $C. 
[58-87-4257 
Yi та Tg 
14. +; = В(соѕ B-Fcos C— cos А+1). 
[fire сов B--cos O— соз А--14-4 sinjA сов В сов10, ইত্যাদি 1 
15. a cos В cos С+Ь cos С cos А--с cos А cos B= A/R: 
16. a cot A-Fb cot B-Fc cot C=2(R +r). 
[ইঙ্গিতং acot А-сов A (alsin A)=9R cos А, ইত্যাদি |] 
17. 4 сов ЗА cos 18 cos C= s/R. 
18. cos? ÀA-Fcos? 18-Fcos? $c —-2-4-r[2R. 
19. "(сіп A-Fsin B-Fsin C)—2R sin A sin B sin C. 


1,14 1201» 
24 mussten 
সমাধান š aX*b-cc..25 2A 2,1, 
[ POESIE abc abc кас т.Ав 2Rr ] 


21. bc+ca+ab=r?+s?+4Rr. 
22. A= Мтутатз=т?? cot {А cot {В cot $C. 
lob e аА ЕРУ СА, 
ла 


23. pra ү ra 


2h B. sen zs 7s "AT ০০ 


কোন сс ব্যাস যদি ত্রিভুজটির পরিসীমার সমান হয়, তবে দেখাও ঘে 
ташы 
[সমাধান 8 প্রদত্ত r i =s, 5 tan ক লও, বা A—m/2.] 
26. কোন ত্রিভুজের 3R =4r হইলে দেখাও যে 
4(соѕ A+cos B+cos С)--7. 
27. একটি ত্রিভুজের বাহুগুলি 3:7:8 অনুপাতে আছে; aeq Ку 
s= 7: 2, : 
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28. a,b, c A.P. তে থাকিলে দেখাও যে 71,7, rg Н.Р. তে থাকে। 

29. যদি ri=ratrs+r হয়, তবে দেখাও যে ত্রিতুজটি সমকোণী | 
42 ЗАЛААД 

[সমাধানঃ 71-7 гата = PE Lo 


বা s(s—a) = (s— b(s—c), বা tan? #А=1, বা A—7/2. | 
30. «fr 0-3-9) =2 হয়, তবে দেখাও যে ত্রিভুজটি সমকোণী। 
79 Ts 


31. যদি 882 —a?-Fb?-Ec? হয়, তবে প্রমাণ কর যে ত্রিভুজটি সমকোণী। 
32. কোন ত্রিভুজের 594094 ক্ষেত্রফল A, এবং বহিবৃত্ত তিনটির ক্ষেত্রফল 
Ao, Ag, А, হইলে দেখাও যে 
27821 Tes id 
кла а MEMINI, dea 
МА As NAg Дл 
33. যে-কোন ত্রিভুজের ক্ষেত্রে প্রমাণ কর যে উহার অস্তবৃত্ের ক্ষেত্রফল এবং 
উহার ক্ষেত্রফল 7 : cot А cot 18 cot 1c অন্থপাঁতে থাকে। 
34. (йон কৌণিক বিন্দু হইতে বিপরীত বাছুর উপর অঙ্কিত লব তিনটির ord] 
Ф, Pas ра হইলে দেখাও যে 
i, 1,1 sili 


Pi ра Dg Ті та тз 


Қайшы 


11 
ত্রিভুজের সমাধান 


( Solution of triangles ) 


111. 9591 

ইতিপূর্বে সমকোণী ত্রিভুজের সমাধান সম্পর্কে আলোচন! করা হইয়াছে; যে-কোন 
ত্ৰিভূজ সম্পর্কীয় ধর্মগুলি সম্বন্ধেও বিবিধ সিদ্ধান্ত করা হইয়াছে । এখন যে-কোন 
ত্রিভুজের সমাধান বিষয়ে পূর্ববর্তী অধ্যায় দুইটির সুত্রগুলি কিতাবে প্রয়োগ করা যায় 
তাহা প্রদশিত হইবে । এ বিষয়ে নিয় প্রকার ক্ষেত্রগুলির 944 হইতে পারে, যথা £ 

1. বাহু তিনটি প্রদত্ত হইতে পারে, 

2. দুইটি বাহু এবং উহাদের 599% কোণটি প্রদত্ত হইতে পারে, 

3. দুইটি কোণ এবং একটি বাহু প্রদত্ত হইতে পারে, 

4. তিনটি কোণ প্রদত্ত হইতে পারে, 
এবং সর্বশেষে 

5. দুইটি কোণ এবং উহাদের একটির বিপরীত বাহুটি প্রদত্ত হইতে পারে 1 

একটি গুরুত্বপূর্ণ টাকা 

বাভন্ন ক্ষেত্রে বাভন্ন সূত্র প্রয়োগ করা হইবে ; আবার একই প্রশ্নের সমাধান 
(«Te সূত্রের সাহায্যে 'বাভন্ন প্রাকুয়ায় করা যাইতে পারে 1 সুতরাং কোন প্রশ্নের 
পক্ষে যে সূত্র সর্বাপেক্ষা উপযোগী তাহার সন্ধান কারতে হইবে 1 ইহার জন্য যথেষ্ট 
সময় দিলে ছান্রছান্রীরা ভুল কাঁরবে না। লগারিদ্মিক গণনার ক্ষেত্রে (for 
logarithmic computation ) ট্যানজেপ্ট সুত্র অর্বাপেক্ষা উপযোগী 1 
বন্তুতঃ সাত অঞ্কের লগারদ্মক্‌ সাইন বা কোসাইন তালিকা অপেক্ষা চার MPA 
লগারিদ্মিক্‌ ট্যানজেট তালিকা হইতে সক্ষমতর মান পাওয়া যায়। 16094 
সমাধানের জন্য যাঁদ ইহা প্রদত্ত থাকে যে sin A—4, তাহা হইলে А =30° অথবা 
150° এই আপাতগ্রাহ্য উভয়মানই হইতে পারে। তখন ছান্রছান্রীদের АЯ সেই 
মানাটই গ্রহণ কাঁরতে হইবে যাহা প্রদত্ত অন্যান্য সম্পকগযীলর 5155 সামঞ্জস্যপূর্ণ 
হইবে । সাধারণভাবে এই সমস্যাটকে পারহার করা যায় যাঁদ ট্যানজেন্ট সূত্রের 
সাহায্যে কোন কোণ নির্ণয় করা যায় । যাহা হউক, বাস্তাবক পক্ষে সেই সত্রাটরই 
প্রয়োগ কাঁরতে হইবে যাহা প্রদত্ত উপাত্ত ( data ) র পক্ষে উপয্যন্ত হইবে 1 


112. তিনটি বাহ প্রদত্ত হইলে 
যদি এমন তিনটি বাহু ৫, b, c প্রদত্ত হয় যে ইহাদের যে-কোন দুইটির সমষ্ট 
তৃতীয়টি অপেক্ষা বৃহত্তর তবে ত্রিভুজ ABC অনন্য (unique)! এক্ষেত্রে ইহার 
A কোণকে নিম্নলিখিত ুত্রগুলির যে-কোন একটি হইতে নির্ণয় করা যায় £ 
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25 A AEE, b(s—c); sin 27 (s—b)Ys— c), 


s(s— a) bc 


A. /sis—a), Баса = +с2 –а?. ~ 
cos 2 a 5 COS A 26 


чу ৪ এবং ০ নির্ণয় কর! হয়। আবার যে-কোন দুইটি কোণ জানা হইলেই 
তৃতীয়টি জানা যায়, কারণ 484+০-গ?। প্রদত্ত উপাত্ত অগ্থসারে wa নির্বাচন 


করিতে হইবে, নতুবা tans TA প্রয়োগ করাই সঙ্গত হইবে। 


উদাহরণ 1. কোন ত্রিভুজের বাহু তিনটি 9, 10 এবং 11) 41% 
10 এর বিপরীত কোণটি নির্ণয় কর, যদি ইহা প্রদত্ত হয় যে log 2--0:30103 এবং 
Ltan 29/30 --9:7526420, Ltan 29'29' 97523472. 
ধর! যাক a=10, b=11 এবং с-9, তাহা হইলে 5-4 (10--11--9)-15; 
a=10 এর বিপরীত কোণ A বলিয়া 
tan A=, /5- Bc)... (05-11)05-9).. 
2 ss-a | 15(15 —10) 100 


Ltang 104 log (32/100) -1045 log 2—1og 10 


—10--5 (030103) - 197525750, 
স্থতরাং ДА, 29'20' অপেক্ষা 45941 ধরা যাক ДА-2972047 1 
এখন 1' এর জন্য অন্তর 2948 
এবং Ltan 29729 হইতে Ltan ЗА এর অন্তর 2278 
560১৯227463 
x= 5948 463 
1, A-2x2929463' 2585933" (প্রায় ) | 
113. দুইটি 418 এবং উহাদের অন্তর্ভুক্ত কোণ প্রদত্ত হইলে 
দুইটি বাহু, ধর! যাক, a এবং b এবং উহাদের অন্তভূক্ত কোণ C প্রদত্ত হুইলে 
fargu ABC 957 ( unique ) হয়। 
যদি a=b হয়, তবে A=B ; সুতরাং 2A+C=T হইতে /এনির্ণয় কর! 419011 
কিন্ত যদি axb হয়, তবে а>Ь ধরিলে tangent wa হইতে #1631 যায় 


আবার А+В=л—С; 7%: এখন А এবং B নির্ণয় কর! যায়। 
ইহার পর বাহু c নির্ণয় কর! যাইবে নিয়লিখিত sine সুত্র হইতে £ 
a b с 


sinA sinB sinc 


желігі! XI(A) 155» 


অন্যথায় 

c বাহু নির্ণয় করিতে cosine সুত্র, যথা,৫2= ৭24-৮2 — 2ab cose প্রয়োগ কর 1 
A নির্ণয় করিবার জন্য sin A= (а sin С)/с 7044 সাহায্য লও 1 

в নিৰ্ণয় কর в-т-(А-Ес) এই সম্পর্ক হইতে। 

লক্ষ্য কর, এই 94/4 লগারিদ্মিক্‌ গণনার পক্ষে উপযোগী নহে। 


দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ 2. কোন ত্রিভুজের বাহু দুইটি 11 সে.মি. এবং 14 সে.মি, 
এবং উহাদের aeger কোণ 60°; ইহার অপর কোপ দুইটি নির্ণয় কর, যদি 
log 2-030103, log 32047712,  Ltan 11744 -913174299, Ltan. 
11445" 293180640 *1 1 

ধরা যাক্‌ a=14 সে.মি. b 11 সে.মি, এবং с=60°. 

-B.a-b cot 041243 
qug tan * e ০০2-100" 
"resp Ltan ^78 B 2104-2 log 29-8 log 3— 2=9:3177400, 


ধরা যাক্‌ $ (A -৪)-11:44/ ; তাহা হইলে х=8023101 —293' (প্রায়) 
“ A—B 22328586" এবং A--B 180" — 60" — 120" 


2. А=71°41293” এবং 8-48 15/307" (প্ৰায় )। 
প্রশ্মমাল। XI(A) 
[ নিয়ের প্রশ্নগুলিতে প্রচলিত অঙ্কপাতন (notations) অবলঙ্গন কর! হুইয়াছে। | 


1. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 56 সে.মি, 65 সে.মি, এবং 33 সে.মি. হইলে 


que কোণটি নির্ণয় কর। 
2. একটি (пен বাছ তিনটি х, y এবং Vit Faxy ty হইলে দেখাও যে 
বৃহত্তম কোণটি 120°. 


3. যদি ৫.2, b= J6, c= /3+1 হয় তবে ত্রিতৃজটি সমাধান কর। 

4. কোন ত্রিভুজের বাছগুলি 4, 5,6 ; দেখাও যে ইহার বৃহত্তম কোণ 78% 
কোণের 1494 | 

5. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 2,3,4 এবং log 2-030103, log 3 
204771213, Ltan 5214'— 101108395, Ltan 52"15'= 101111004 
হইলে ত্রিভূজটির বৃহত্তম কোণ নির্ণয় কর। 

6. একটি ত্রিভুজের বাহু তিনটি 753, 375, 872 ; uta TESA কোণ নির্ণয়*কর, 
যদি log '2 = 0'3010300, log 247 —2:3926970, Ltan 1239 --9:3516968, 
এবং 1” এর জন্য 5%4--5901 হয়। 

7. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 15, 19, 24; ইহার বৃহত্তম কোণটি নির্ণয় কর, 
যখন log 57--075587, Lcos 88:59 --8:24900, 1' এর জন্য অস্তর= 718. 
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8. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 5,8 এবং 11 এর 59416 005; দেখাও যে 
উহার বৃহত্তম কোণটি প্রায় 11373441”; প্রদত্ত 
log 7--0:8450980, 
Lsin 56°7'= 99225205, Lsin 56'48' — 99226032. 
9. একটি ত্রিভুজের বাহুগুলির দৈর্ঘ্য 7,8,9; তালিকার সাহায্যে ত্রিতুজটি 
সমাধান কর। 

10. b= //3,с=1 এবং A=30° হইলে ত্রিভুজটি সমাধান কর। 

11. কোন ত্রিভুজের দুইটি বাহু 3 সে.মি. এবং 5 সে.মি. এবং উহাদের чере 
কোণটি 120°; দেখাও যে উহার তৃতীয় বাছুটি 7 সে.মি. এবং অপর কোণ দুইটি 
38712487 এবং 214712 (প্রায়); প্রদত্ত হইল যে log 48=0'6812412, 
Ltan 8712/--9:1586706 এবং 1 এর জন্য অন্তর = 8940. 

12. একটি ত্রিভুজের দুইটি বাহু 80 এবং 100 সে.মি. এবং উহাদের чөө 
কোণটি 60^ ; অপর কোণ দুইটি নির্ণয় কর ( তালিকার সাহায্য লও )। 

13. একটি সামতলিক ত্রিভুজের দুইটি বাহু যথাক্রমে 540 এবং 420 সে.মি. এবং 
উহাদের 58496 কোণটি 52:6'; অবশিষ্ট কোণগুলি নির্ণয় কর। দেওয়া আছে যে 
log 2--0:3010300, Ltan 2673 --9:6891430, 

Ltan 14205 9:4074189, Ілап 14'21'— 94079453. 

14. «füa—70, b—35, ০-365212, log 3-0:4771213, 

Lcot 18/266 104771213 হয় তবে А এবং ৪ নির্ণয় কর। 

15. ABC Aga ৫:৮7 : 3 এবং 0-60 ; A এবং B নির্ণয় কর, যখন 
eme আছে যে log 2--0:3010300, log 3=0'4771213, Ltan 3442! 
=9'8403776 এবং 1” এর জন্য অস্তর = 2699. 


উত্তরমালা 
[i 90° 3. 45°, 60°, 75? 5. 10498/89" (প্রায়) 
6. 4591944! (প্রায়) 7. 89°59°41” (eru) 9. 4611/28"; 58?24^49^ ; 
78০88/54% (প্রায়) 10. B=190°, O=30°, a=1. 
12. 0753/29", 496/91" (প্রায়) 13. 78^17/40", 49*36'20" (প্ৰায় ) 
14. 11629974”, 26989%4” (প্রায়) 15. А--94%42/54”, B=25°176” (প্রায়) 


1г4, দুইটি কোণ এবং একটি বাছ প্রদত্ত হইলে 
ধরা 46 А,В এবং c ATEI যেহেতু А,В জানা আছে, QSA 
с-л-(А--в)е জানা যাইবে । এইভাবে তিনটি কোণ এবং একটি বাহু" জানা 
হইল । এখন a এবং b নির্ণয় করিবার জন্য sine sa প্রয়োগ করা হইল, অর্থাৎ 
alsin A —b/sin B= c/sin C. 
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উদাহরণ 32 যদি ৮-1000, A—45', c—681740' হয় 
তবে ক্ষুদ্রতম qn নির্ণয় কর; দেওয়া আছে যে log 2--0:3010300, 
log 7:6986= 08864118, 1 এর জন্য অন্তর=57, Lsin 6642 99630538, 
І এর জন্য অন্তর =544. 
B — 180" — (45" -- 681740") 66/42/20" 
b sin А _ 1000 sin 45° 
তম aman ав sin 664220 
এখন log а=1ов 10? +log sin 45° — logzsin 6642/20" 
বা —10-Flog a=3- & log 2 — Lsin 66742720” 
যেহেতু Lsin 66'42' —9:90630538 
এবং 20" এর wy অন্তর = (544 x 20) 2-60 — 181 (প্রায় ) 
.. Lsin 66742720” 299630538 4-0:0000181 — 9:9630719. 
2. log a=13-— 01505150 — 99630719 = 28864131 
কিন্তু log 769:86--2/8864118; এবং 1 এর 59 অন্তর = 57 
এখানে অস্তর=13 এবং ইহা 13/57=0'22 (প্ৰায় ) এর জন্য হয়। 
a769'86--0:0022 — 7698622 (প্ৰায় ) 1 


115. তিনটি কোণ প্রদত্ত হইলে 
এই ক্ষেত্রে কোন অনন্য ত্রিভুজ সম্ভব নহে, কিন্তু সংশ্লিষ্ট সমুদয় ত্রিভুজ পরম্পর 
সদৃশকোণী হওয়ায় উহার! সদৃশ; 4945 উহাদের বাহগুলির 548919 sine সুত্র 
যথা alsin A- b[sin B= clsin c হইতে নির্ণয় কর! যায়। 
দৃষ্টান্তমূলক 941844 4 £ কোন ত্রিভুজের কোণগুলি 45", 60° এবং 75; 
ইহার বাহুগুলির অনুপাত নির্ণয় কর। 
a:b: c=sin 45°: sin 60^ : sin 75° 
Беан 
Ji? А ইহ 2: ,6:(,/3--1) 
প্রশ্নমাল। XI(B) 
А=60°, в=75°, a=2 „/3 হইলে faga সমাধান <q | 
2. wftB—45', c=10°, a=200 হয় তবে b নির্ণয় কর, যখন 
log 2—0:30103, Lsin 55"--9:9133645, 
log 17264 32371414, log 17265—3:2371666. 
3. যদি в-6015, €—5430, a—100 হয়, তবে c নির্ণয় কর; প্রদত্ত 
হুইল যে log 89646162 = 09525317, 
Lsin 54:30! --99106860, Lsin 65^15' —9'9581543 


a 
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4. কোন aga ৫-10১ А--51:3040”, в=76°; b নির্ণয় কর, যদি 


log 12396 = 40932816, log 12397 = 40933166, 
Lsin 51730! —9:8935444, Lsin 51'31' — 98936448, 
Lsin 76° 299869041 হয়। 
5. তালিকার সাহায্যে ৮ এবং c নির্ণয় কর, যখন দেওয়া! আছে যে 
A-3715, в =72°5, a275'2. 
6. কোন ত্রিভুজের কৌণগুপি 1057, 60° aq: 15° ইহার বাহুগুলির অনুপাত 
নির্ণয় কর। 
7. কোন ত্রিভুজের কোণগুলি 7 : 2 : 1 অনুপাতে আছে; প্রমাণ কর যে ইহার 
ক্ষুদ্রতম এবং বৃহত্তম বাহু দুইটির 55419 হইল (4/5 — 1) : ( /5-- DJ. 
8. কোন ত্রিভুজের ভূমিসংলগ্ন কোণ দুইটি যথাক্রমে 224° এবং 11245 হইলে 
দেখাও যে উহার উচ্চতা ভূমির অর্ধ পরিমাণ হইবে 1 


উত্তরমালা 
1. 45°, J2 4-6, 95/9, 162. 


2. 1726496. 3. 89646 
4, 1989099. ^ 5. b—1189, с-117% 6. (J/8-1):46: (8-1). 


116. দুইটি ৰাহু এবং উহাদের একটির বিপরীত কোণটি প্রদত্ত হইলে 

ধরা! যাক্‌ a, b, ^ ата; তাহ! হইলে B, с, c নির্ণয় করিতে হইবে 1 

sine সুত্ৰ হইতে B নির্ণয় করা যায়, যথা 

১৯৮৫ 
sinB sin A 

4445 sin А> = বা <a এই সম্পর্ক অনুসারে তিনটি ক্ষেত্রের উদ্ভব হয়। 

(a) 44 bsin ১৯৫ হয়, তবে sin ৪১৯]. ; কিন্তু ইহ! অসম্ভব, সুতরাং 
কোন ত্রিভুজ সম্ভব নহে। 

(b) যদি b sin A=a হয়, তবে їпв=1, অৰ্থাৎ в=90°; সুতরাং 
А+сС=90°; অতএব ত্রিভুজ উৎপন্ন করিতে হইলে А অথবা С কেহই 0° বা 90° 
হইতে পারে 411 তাহা হইলে 0<A<90°, সুতরাং O-sin А<1, অথবা 
0<a|b<1, অর্থাৎ a<b. এইভাবে একটি тас: ত্রিভুজ পাওয়া ষায়। 

অথবা, এই কথা বলা যায় যে 

যদি ৫৫ হয়, তবে একটি সমকোণী ত্রিভুজ সম্ভব ১ 

এবং যদি a=b হয়, তবে কোন ত্রিভুজ সম্ভব নহে। 

(c) যদি b sin А<а হয়, তাহা হইলে sin B<1, যাহা হইতে*৪ এর দুইটি 
মান গাওয়া যায়_একটি প্রথম পাদতে এবং অপরটি চদ্বিতীয় পাদতে। বিষয়টি 
সম্পর্কে আরও অনুগন্ধান কর! F | 

G) যদি ৫৯ হয়, তাহা হইলে А>Ь; তখন ৪এর কেবল নটি সম্ভব 
এবং একটি নির্দিষ্ট ত্রিভুজ পাওয়া যায়; Б 


, sin s=} sin A. 
a 
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(4) যদি a=b হয়, তবে A=B; তখনও B এর কেবল সুক্ষ্ম মানটি গ্রহণীয় 
এবং একটি অনন্য ত্রিভুজ পাওয়া যায়; 

(їй) যদি ৪< হয় তবে ALB; তখন B এর উভয় 414% sequ এবং a, b 
এবং АЯ প্রদত্ত মানের দুইটি ত্রিভুজ সম্ভব । এক্ষেত্রে А সুন্মকোণ। যেহেতু 
এখানে দুইটি সমাধান সম্ভব, সেইজন্য ইহাকে দ্ব্যর্থবোধক ক্ষেত্র ( ambiguous 
case) বলা হয়। সমগ্র, আলোচনাটিকে সংক্ষিপ্ত আকারে এইভাবে বলা যায় £ 
প্রদত্ত a, b এবং A š 

(1) যদি b sin ১৯৫ 


অথবা হা ৪0244 এবং ৫7 হয়: ) কোন Я সম্ভব নহে 


(2) যদি b sin A—a, ab "5 A < অমকোণী 
বা যদি b sin A«a, ab একটি নির্দিষ্ট ত্রিভুজ 
41 যদি b sin A<a, a=b - © সমদ্বিবাছ 


(3) wfrbsinA«a,a«b = দুইটি (әз (444149 ক্ষেত্ৰ ) 
в হইতে অন্ান্যগুলি নির্ণয় করা যাইবে 1 
জ্যামিতিক বিচার ( Geometrical treatment ) 


0 
চিত্র 11.1 (а) চিত্র 111 (b) চিত্র 111 (o) 


A X ৮7 


~~ শশা 


{ба 111 (f) চিত্র 111 (г) 


160 . ত্রিভুজের সমাধান 


ধরা যাক а, b এবং А প্রদত্ত । А কোণ অঙ্কন করিয়া b এর সমান AC লওয়া 
হইল। ০ কে কেন্দ্র করিয়া ও aq সমান ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বৃত্তচাপ অঙ্কন কর! 
হইল এবং CD.LAX অস্ধন করা হইল। প্রদত্ত কোণ A 94 হইলে যে সমস্ত 
ক্ষেত্রের উদ্ভব হয় তাহাদের চিত্র 11.1(а)—(е) তে এবং A স্ুলকৌণ হইলে উৎপন্ন 
ক্ষেত্রগুলিকে চিত্র 11.1(f) ও (g) তে প্রদর্শন করা হইয়াছে 1 

যখন АЗЫ ; 

চিত্র (a). যখন а<ср= sin A, চাপটি তখন AX কে স্পর্শ বা ছিন্ন করে না 
এবং কোন fase উৎপন্ন হয় না! a 

চিত্র (b). যখন а=ср=Ь sina, তখন চাপটি AX কে স্পর্শ করে এবং. 7 
একটিমাত্র fagu—B5 কোণ সমকোণবিশিষ্ট একটি সমকোণী ত্রিতুজ-_উৎপন্ন হয়। 
লক্ষ্য কর যে a<b | 

চিত্র (с). যখন a2 CD-—b sin А এবং ৫৮, তখন চাপটি AX কে АЯ একই 
দিকে ৪ এবং ৪' এই দুই বিন্দুতে ছেদ করে। এখানে দুইটি ত্রিভুজ উৎপন্ন হয়, যথা, 
ABC যাহার B 394414 এবং AB'C যাহার কোপ В'= 180° - ৪ = ті | 

চিত্র (d). যখন ৫১৯০০-% sin A এবং a=b, তখন চাপটি AX কে A এবং 
B তে ছেদ করে এবং একটি ( সমদ্ধিবাহু ) ত্রিভুজ উৎপন্ন হয়। 

fa (е), যখন ab, তখন চাপটি AX কে B তে এবং বর্ধিত XA কে B' 
বিন্দুতে ছেদ করে। যেহেতু CAB' ত্রিভুজে eme কোণ А অন্তর্ভূক্ত নহে, স্থতরাং 
কেবল একটি ত্রিভুজ ABC উৎপন্ন হয়। 

যখন А সুলকোণ 

চিত্র (f). যখন a<b অথবা a=b, তখন কোন ত্রিভুজ উৎপন্ন হয় না। 

চিত্র (8). যখন ৪৯, তখন একটিমাত্র ত্রিভুজ উৎপন্ন হয়। 


প্রশ্নমাল! ХІ (C) 
І. a=2, b= ,/6,А-45%; ত্ৰিভুজটি সমাধান 941 


[ সমাধান £ sinam sin А-5. 1..5, 


স্থতরাং৪-60+ বা 120°, 
তাহা হইলে ০৯:75” বা! 15°; যেহেতু a<b, অতএব উভয় মানের সেট গ্রহণীয় 
ав Т 
ош ы Vie E 
2. নিষ্নলিখিত ত্রিতুজগুলি সমাধান কর ( যেখানেই সম্ভব ) : 
G) а=2 /2,Ъ=6, А=45°, , Gü) а= J6, b=2, A=60°; 
Gi) B=30°, с=150, —50,/3; (iv) c=3'4, a=7, c 30". 
3. কোন faga a—734, b=64'9, B=48°1325" ; A নিৰ্ণয় কর, যেখানে 
দেওয়া হইল log 734=2'8656961, log 649=2:8122447, 
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Lsin 4871325” =9`8725936, Lsin 57:30 --9:9260092 (1' এর জন্য 
%14%7--804)| ইহা কি ছ্যর্থবোধক ক্ষেত্র? 


| সমাধান AUT Kos sin в-75 sin 4871325”; স্থতরাং 


Lsin A=log 734 —1og 649-- Lsin 4813/25" — 99260450. 
এখন ধর! Пф A57 30x" ; তাহা হইলে x = 60 x (158/804) 
-118 (প্রায়) 
A—57 30118 (প্রায় ), 31—180' —57'3011:8'—122'2948 2" 
এখানে 2а>Ь, সুতরাং -A>৪ এবং АЯ উভয় মানই গ্রহণীয়। অতএব ইহা 


্র্থবোধকঃক্ষেত্র এবং দুইটি সমাধান পাওয়া! যাইবে 1 ] 


4, бате а=8, b=7, A=120°, log 2--0:3010300, 

102:3= 04771213, log 7 —0:8450980, Lsin 49*16' = 98795287, 

Lsin 49°17' 298796375. 

5. чйа=30,Б=300 হয়, তবে A নির্ণয় কর যাহাতে B সমকোণ হইতে 
পারে; দেওয়া আছে Lsin 5441 =8'9995595, 1' এর 89 অন্তর 12565. 

6.- দ্বার্থবোধক ক্ষেত্রে а, b, A প্রদত্ত) যদি су, со, Bi, Ва এবং Сі, Са 
যথাক্রমে c, B এবং C এর অনুরূপ মানগুপি নির্দেশ করে, তবে 012608 
(31 04703 ) হইলে দেখাও যে 

(i Сі-Са-Вҙ-Ві 

(ii) Сі-Се-2а cos Ву 

(iii) сов 92০০১ sin A 


{2 


E e Сі- 
(іу) sin d sin Расов А сов В 


(v) sin Су L sn Ca 2 cos A 
sinB, sin Bg 


(vi) ০৫542422050 cos 2 A= 4a* cos? A 
(уй) А= 60° 41 120°, যদি c1? caica tcs? — a^ 
7. যদি 2b—3a এবং тапА-% হয় তবে প্রমাণ কর যে তৃতীয় বাছটির 
দুইটি মান বর্তমান, যাহাদের একটি অপরটির 1494 | 


2. G) এবং (৮) কোন মমাধান নাই: (ii) в= 40°, 
(Ші) O=60°, 120°; A=90°, 80°; а=100,/8, 60১3, 
4 B=49°16'5", О=10°43'55'. 5. 59447717, 


0-75% с-А/3-і; 


11 [ fax ] 
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( Graphical Solution of Equations ) 
121. সুচনা 

ইতিপূর্বে у=зїп x, y=tan x প্রভৃতির লেখ অঙ্কন করা হইয়াছে। чалы 
ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখও অনুরূপভাবে অঙ্কন করা যায়। নিয়ে উহাদের 
কয়েকটি 404484 প্রদশিত হুইল। স্মরণ রাখিতে হইবে যে x কে রেডিয়ান মানে 
37651 var | 


দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ 1. у=2 sin x এর লেধ wa কর, যেখানে 


—nex«mn 


X এবং y এর TERA কতিপয় মান হইল ( তালিকা 6 ай): 
৮৯0, an, їл, ir , ir, ir , i , ўл , 
»70 -1 14, 17, 2 174 142 
х--фл, гіт, -h -іл, -фл, =, -ӛп, -п, 
Э 51, -142 -174 -2 -1%-12-1  Q 
গৃহীত একক: অক্ষ বরাবর 12টি ক্ষুদ্রতম বর্গের বাহু л কে নির্দেশ করে 
এবং ঠ অক্ষ বরাবর 5টি ক্ষুদ্রতম বর্গের বাছ 1 নির্দেশ করে। 


T. 
Ша 0. 


jai 


7777 
FELEDI 
| 
EHE 
চিত্র 12.1 
চিত্র 12.14 লেখটি প্রদর্শিত হইল। 


দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ 2. -n<x<n È সীমার মধ্যে = cos 2x এর 
‘লেখ অঙ্কন কর। 
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এবং y এর কতিপয় অনুরূপ মান (তাপিক! 6 দ্রষ্টব্য ) হইল £ 
x=0, tin iin +n, tb, іі, iie ihm cim 
y=1, 05, 0,5 (055, 515270557৮0) 05, 1. 
লেখটি 12.1 চিত্রে বিন্দু চিহ্নিত রেখার সাহায্যে প্রদর্শিত হইল ( উদা,] এর 
8944 একক লওয়া হইয়াছে )। 


দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ 3. y=sin x-Fcos এর লেখ চিত্র অঙ্কন কর, 
যেখানে 0<х<2т এবং লেখ হইতে < এর মান নির্ণয় কর যখন (i) у-0, 
Gi) y এর মান গরিষ্ঠ, Gü) v এর মান লঘিঠ। ‘ক্যালকুলাগে’র ( Calculus ) 
সাহায্যে মানগুলি যাচাই কর | 


x এবং y এর কতিপয় অনুরূপ মান ( তালিক! 6 দ্রষ্টব্য) হইল £ 


x=0, vod іл, іл, іт, im, mom 
yel, T TSS 142, ат а OBL ро 22027, 2-1, 


х= $m m $m йл, фл, d» m 2л. 
у= -137, -142, -1'37, -1, -037, 0, 0:37, 2; 


চিত্র 19.9 


লেখটি 12.2 চিত্রে প্রদর্শিত হইল ( 1 এর 5948 একক veu)! উহা হইতে 


দেখা যায় যে (i) у-0 হয় যখন =n, qm; (И) » এর মান গরিঠ হয় যখন 
হলৰ; (іі) у এর মান afa T келі শেষ অংশের উত্তরের wg গ্রস্থকার- 


чай ক্যালকুলাস ( Calculus ) গ্রন্থ 4941 
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দৃষ্টান্তমূলক উদ ীহরণ 4. p=irtsin x এর লেখ অঙ্কন কর, যেখানে 
0<х<2л: A 
x এবং y এর কতিপয় অনুরূপ মান ( তালিকা 6 দ্রষ্টব্য ) হইল £ 
х=0, $m, im, im, im, 87, in фт, T, 
[0:525] [07875] [1:05] [1:575] [2'1] [2:3625] [2625] [314] 
у-0, 063, 091, 113, 1:393, 1394, 1:30, 115, 078, 
x-4m, ӛз, $m, , in, $r, їл, Mm, 2m. 
[3:675] [3:9375] [42] [4725] [525] [55125] [5775] [63] 
у-041, 027, 0177, 0'178, 044, 0°66, 094 157. 
3 প্রশ্নের অনুরূপ একক লইয়া অঙ্কিত লেখটি 12.2 চিত্রে বিন্ু-চিহ্নিত রেখার 
দ্বারা প্রদগিত হইল | 


1292. সমীকরণসমূহের লৈখিক সমাধান ( Graphical solution of 


equations ) 


পূর্বে প্রদশিত প্রণালীসমূহ ছার! ভ্রিকোণমিতিক সমীকরণের সমাধানে কখনও 
কধনও কিছু কঠিনতা দেখা দিতে গারে। সমাধানের যে লৈথিক পদ্ধতি নিয়ে 
Riet Are হইল, তাহা অনেক সমীকরণ, বিশেষতঃ বাস্তব প্রয়োগের ক্ষেত্রে 
প্রয়োজনীয় সমীকরণ» সমাধানে বিশেষ উপযোগী | যদিও সমাধানগুলি এক্ষেত্রে 
অনেক সময় আসম মালমাত্র প্রদান করে, তথাপি প্রশ্নমমূহ ( problems ) সমাধানে 
উহার! সাহায্য করিবে 1 

দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ 5. tan 2: সমীকরণটি х=0 এবং х=л[2 এই 
সীমার মধ্যে লৈখিক পদ্ধতিতে সমাধান কর। 

y—tan x এবং y—2x (y,—tan x.t у)-2у8 লওয়।, যায়) 
সমীকরণের লেখ দুইটি একই একক এবং একই অক্ষ লইয়া পৃথকভাবে অঙ্কন কর | 
x এর সাধারণ মানগুলি tan 2৬. কে (уу= ys বলিয়া) Ө করিবে। 


কতিপয় মান (তালিকা 6 দ্রষ্টব্য ) হইল : 


х== 0, ёт, Ч im, im in. 
2x —0, 105, 1:57, ed 3114, 
tan х-0, 0:58, L 173. >+ 


গৃহীত 44%: -অক্ষ ববাবর 24টি FIS বর্গের বাহু іл নির্দেশ করে 
এবং »-অক্ষ বরাবর 10টি ক্ষুদ্রতম বর্গের বাছ 1 নির্দেশ করে। 


১৭ 
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12.3 চিত্রে লেখ দুইটির 3444 414% হইল । উহার! পরস্পরকে ৮0 বিন্দুতে 
এবং P বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে, যেখানে P এর ভূজ হইল ০ হইতে ৷ OX বরাবর প্রায় 
18 একক দুরত্ব | 


EY: 
Ë P 
КЕНЕН : 
NM I 
ЕЕЕ Vi * н 
H EH 
БЕЗЕР ELIT: 
X 
SEHE S p 
চিত্র 12.9 
18,7 Зт 
5 x—l xL. 7x93 x 
স্থতরাং xc Xu ёх 4 ( দুই দশমাঙ্ক পযন্ত লইয়া ) 
=1'18 (প্রায়) 


*, নিৰ্ণেয় সমাধান হইল = 0, 1:18 (প্ৰায় ) | š 
দৃষ্টান্তমূলক উদ্বাহুরণ 6. লৈথিক পদ্ধতিতে সমাধান কর £ cos 3x sin 2x, 
যেখানে 0< x<. 
у= соз Зх এবং y=sin 2x এর লেখ দুইটি অঙ্কন কর। 
х-0, ӛт, їл, ӛт, їл. 
cos 3x=1, 0, 70:76 =I, 0. 
sin 2x0, 087, s 087, £ Jos 0! 
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5 প্রশ্নের অনুরূপ একক লইয়া wf লেখ দুইটি 12.4 চিত্রে প্রদর্শিত হুইল £ 


চিত্র 194 


নির্ণেয় সমাধান £ x=n/2 এবং х=л/10, কারণ ছেদবিন্দু P এর 9з, 
০ হইতে OX বরাবর 48 একক দূরত্বের সমান | 


প্রশ্নমালা XII 


1. নিয়লিখিত ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণগুলির লেখ অঙ্কন কর, যখন 
0<х<2л: 
(i) y=2 sin x (ü) y=sin 2x (ii) y=4 sin 4x 
(iv) у-8 cos x (v) y22cos dx (vi) утвіп x4-2cos x 
(vii) y sin3x -cosx (viii) y=sinx+3cosx (ix) у-сов x—sin x 


2. 0<х< {т সীমার лоп facia লেখগুলি অঙ্কন কর : 


G) y=tan 2x (ii) у=—{}тапх (iii) y=sin x cos x 
(iw) у-сосіх (v) y=cosec fx (vi) у=зесфх 
3. লৈধিক পদ্ধতিতে সমাধান কর, যধন 0x c] : 
(i) x=tan x (ü) x-cosx (iii) tan x=1 


4. লৈথিক পদ্ধতিতে সমাধান কর £ 
(i) - x-Fsin x—1, যখন x এর মান 0 এবং 27 এর মধ্যে 
(ü) 4৪০০৪ х, যখন x, = фт এবং Yr এর মধ্যে 
(іі) cot x—tan x—2, যখন x, 0 এবং m এর মধ্যে অবস্থিত 
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(iv) 5 віп x+2 cos x25, যখন x এর মান 0 এবং 8л মধ্যে 

(v) 2 sin*x- cos 2х, যখন x, — 4 এবং Ёл এর মধ্যে 

5. নিম্নলিখিত রাশির চিহ্ন এবং মানের পরিবর্তনস্ুচক লেখ wiwa কর : 

(2 sin 6 —sin 20)/(2 sin ০4510 20) 

6. 0 এবং іл এর waid বিভাগকে 9টি সমান ভাগে বিভঙ্ত করণের দ্বারা 
প্রাপ্ত x এর মানগুলি লইয়া তালিকা প্রস্তুত কর এবং tan x ও cos x এর লেখ 
অন্কন কর। যদি tan х-соз x হয়, তবে উক্ত লেখদ্বয় হইতে x এর আসয় 
মানগুলি নির্ণয় কর। 


উত্তরমাল! 


3. 0) o (й) ота QU) de. 4 (һ ой (i) 4082 
(i, т|8, бт/8, (iv) 46951 এবং 90° iv) —lm bm jm іт 6. 3811 (প্রায়) 


13 
উদ্চতা এবং দূরত্ব (509454 প্রশ্ন ) 


( Heights and distances—Harder Problems ) 
131. 


ইতিপূর্বে উচ্চতা ও দূরত্ব বিষয়ক সরল প্রশ্নগুলি বিবেচনা! করা হইয়াছে। বর্তমান 
অধ্যায়ে উপস্থাপিত প্রশ্নগুলি তুলনামূলক বিচারে অধিকতর সাধারণ প্রক্ৃতির_ 


ইহাদের সমাধানে প্রয়োজন সমতল ভ্রিকোণমিতির জান এবং প্রয়োগ নৈপুণ্য । 


অনুভূমিক দমতলের উপর দণ্ডায়মান অনধিগম্য বুরুজের উচ্চতা 


ও দুরত্ব 
প্রথম ста: একই সমতলে পরিমীপবিষয়ক প্রশ্ন £ 


ধরা যাক্‌ বুকুজটি ра এবং উহার পাদবিন্দু о গামী জমি че 


(চিত্র 13.1(a) ) 1 


P 
һ 
А AV A 
ДТ ar Е: T VA d B 
চিত্র 1,106) চিত্র 18.1(6) চিত্র 13.1(c) 


4% জমির উপর কোন বিন্দু A তে বুরুজ-শীর্ষের উন্নতি কোণ < পরিমাপ দ্বারা 
নির্ণয় করা হইল। A হইতে а অভিমুখে সোজান্থজি দূরত্ব АВ=а মাপিয়া লইয়া 
в বিন্দুতে উন্নতিকোণ (><) পরিমাপপূর্বক নির্ণয় করা হইল। ধরা হইল Pa, 


Ba=d; h এবং d নির্ণয় করিতে হইবে 1 
এখন, а= А&—В@= cot «— cot B 
cos 4 cos Ё sin (B-- 
d o vnde 
h=a sin < sin Ё cosec (8 — <) 
এবং d=h cot B=a sin < cos f cosec (8 — <). 
A এবং B বুরুজটির পরস্পর বিপরীত দিকে অবস্থিত হইলে : 
চিত্র 13.1 (b) হইতে, а=Ав=А@-Еав =h(cot «+ cot B), 
যাহা হইতে পাওয়াযায় h= a sin < sin В cosec (4+) 
এবং d=h cot B=a sin < cos В cosec (4+). 
168 


= 


; দুইটি দৃশ্যমান কিন্ত অনধিগম্য বস্তুর মধ্যে দূরত্ব à 169 


টাকা? লক্ষ্য কর যে АР, АВ, BP, РО সকলেই এক সমতলে 5540961 
А এবং dag প্রাপ্ত মানের সরলীকরণের জন্য লগারদ্‌্মিক্‌ হিসাব উপযুক্ত 1 

দ্বিতীয় ক্ষেত্র: একাধিক সমতলে পরিমাপৰিষয়ক প্রশ্ন š 

ধরা xg Po(=h) হইল বুরুজ এবং উহার পাদবিন্দু @ গামী অঙ্গভূমিক সমতলে 
А একট বিন্দু [চিত্র 13.106)]1 অন্য যে-কোন সুবিধাজনক অভিমুখে দুরত্ব 
AB(—a) মাপিয়া লইয়া /рла-<, РАВ =, ДАВР =? [ চিত্র 19109) 
atis ] পরিমাপ দ্বারা নির্ণয় কর! হুইল 1 


তাহা হইলে РАВ ত্ৰিভুজ হইতে, 


AP a a asin? , 


sin * аа) sinc») ^ sin Р?) 
, h=AP sin «та sin < sin ? cosec (+>); এবং যদি ла-а 
ছয়, তবে 
А-АР cos «—a cos < sin у cosec (8+7). 
দুইটি দৃশ্যমান কিন্তু অনধিগম্য বস্তুর মধ্যে দুরত্ব š 
ধরা যাক্‌, দুইটি 44 P এবং এর মধ্যে দুরত্ব নির্ণয় করিতে হইবে। দুইটি 
উপযুক্ত বিন্দু А এবং В লওয়! হইল, যেখানে АВ--а ; РА, РВ, GA, ав যুক্ত 
করা হইল। ধর! 416 ZPAB-X, ZGAB-D, 2РВА-у, 2ОВА-й 
( চিত্র 13.2 দ্ৰষ্টব্য )1 ^ 


যদি AP, Аа, АВ{ রেখাগুলি এক, 
সমতলীয় হয়, তবে /ғла-<-?/ টি 
কিন্ত যদি এ রেখাগুলি এক সমতলে IA 
অবস্থিত না হয়, তবে Z PAG(=#<— B) bw 
А PN 


পরিমাপপূর্বক নির্ণয় করিতে হুইবে। А 4 СУ 
যাহাই হউক না কেন, ধরা হইল যে Z PAG, 
জ্ঞাত এবং 921 9. চিত্র 19.2 
ত্রিভুজ PAB হইতে, 
АР 2 а = a 
біп > sinm-«-—) sin (4+?) 
এবং буз AQB 5305, 
$i a 


sin б = (тв D sin (EB) 
2, AP-asin У cosec (৭4৮), ^a—a sin ó cosec (84-8). 
এইভাবে PAG ত্রিতুজে AP, AQ এবং этү е কোণ 9 নির্ণয় করা হইল; 
সুতরাং এখন 2০৪829489১5 _ 2АР.АӘ cos 0 হইতে Pa জান! যাইবে 1/ 
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132. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ 

উদ্দা. 1. একটি পর্বতের উন্নতি, দেখা গেল, 47°; অনুভূমিক তলের সহিত 
32" কোণে নত একটি ঢালু পথ বরাবর পর্বতটির অভিমুখে 1000 মিটার উঠিবার পর 
দেখা গেল এ উন্নতি হইল 77°; প্রথম 
পর্যবেক্ষণ স্থল হইতে পর্বতটির ач উচ্চতা 
নির্ণয় কর [প্রদত্ত sin 477-0731]: 

চিত্র 13.3 দেখ। ра হইল পর্বতটির 
Зич উচ্চতা (=), পৰ্যবেক্ষণ স্থল দুইটি 
হইল A এবং B, BD, AQ এর সহিত 
সমান্তরাল | 

АРВ fàya, /РАВ=47°—32° 
215; ZAPB= ZAPC=77°-—147° 
=30°, Z PBA=180° — (15°-Е30°) = 135°, এবং 


AP _ AB S X Vp нық 
Ып 135 n 30" বা оса 1000 ,/2 


এইভাবে, h=AP sin 477-1000 ,/2х0731-1034 মিটার ( প্রায় ), 
যদি /2=1'414 লওয়া হয়। 

ФИТ. 2. অনুভূমিক তলে অবস্থিত একটি প্রাচীরের উপর একটি পতাকা тө 
( flagstaff ) প্রোথিত আছে। এঁ তলের কোন এক বিন্দুতে দণ্ডায়মান এক দর্শক 
দেখিলেন, পতাকা দণ্ড এবং প্রাচীর ( wall ) এ বিন্দুতে যথাক্রমে < এবং б কোণ 
উৎপন্ন করিতেছে। পরে তিনি প্রাচীর 
অভিমুখে সরাসরি d দূরত্ব গেলেন 
ও দেখিলেন, পতাকা দণ্ড আবার B 
কোণ উৎপন্ন করিল। প্রাচীর ও পতাকা 
দণ্ডের উচ্চতা নির্ণয় কর। 

চিত্র 13.4 দেখ । Ro হইল প্রাচীর, 
aP পতাকা দণ্ড) A, B হইল পর্যবেক্ষণ 
বিন্দু দুইটি, সুতরাং ав-4; এখন 
ра, А এবং в বিন্দুতে একই কোণ 6 
উৎপন্ন করে বলিয়! А,В, а, P 74781 চিত্র 184 

এখন Z^Ba—180'— /АРӘ=180° — (90? — < – B)= 90°44 +В, 

Z лав =180°— Z ABa- /алв-180%- 00°—<—8—х« 
=90° — (244-8) 
ত্ৰিভুজ лав হইতে, 


A@=AB sin ABQ cosec Аав —d sin (90°+ 4+) cosec {00° — (24+ 8)] 
=d cos («--) sec (24+). 


প্রশ্নমালা ХШ um 


স্থতরাং |499 A&R হইতে, 

Ra=AQ sin 4=d sin < сов (<+ ñ) sec (248); এবং fags РАФ 
হইতে, 

QP= AQ sin Ё. cosec AP@=AQ sin Ё sec (< +B) 

=d sin В sec (2«-- B) 

ЗИ. 3. কোন প্রদত্ত বিন্দু A হইতে দুইটি অনধিগম্য qu Р এবং Q এর 
প্রত্যেকটির দুরত্ব নির্ণয় কর, যেখানে ইহা জ্ঞাত আছে যে অপর একটি স্থির বিন্দু B 
হইতে АЯ দূরত্ব 200 মিটার এবং ¿PAG 
= <= 42°27', &вА@а=ӊ=58°13', 
ZABP-»—32'19, /рва-ӛ- 

43754; এবং ইহাঁও প্রদত্ত যে log 2= 

0:30108, — Lsin 32°19'=9'72803, AC Q 
Lsin 4771:--9186425, Lsin 7613 = Bly es 
998731, Іліп 45734 -9:85374, ej 

log 1462—2:16481, log 27202— р 

2'43460 (ধরিয়া লও.যে А, В, @, P 


এক সমতলে আছে ) | চিত্র 19.5 
চিত্র 13.5 দেখ। АРВ AKA, 
AP AB 200 _ 


sin? sinAPB sin (7-<-)-») 
বা АР--200 sin y/sin («+ B+). 
আবার лов ত্রিভুজ হইতে, 


AQ AB 200 


зіл (70) Sin (АФВ) sin (T= B=? = 5)’ 
বা ла-200 sin (y +Ə)|sin (8+ y 4-5). 
সুতরাং, АР =200 sin 32:191510. 132259 --200 sin 32^19'/sin 47] 
ইহা হইতে পাওয়া যায়, log (AP)—log 200-- Lsin 39'19'— Lsin 47217 
—2:16481 
এবং AP-1462 মিটার (প্রায় ) 
- আবার, Аа--200 sin 76'13'[sin 45734, যাহ! হইতে পাঁওয়! যায় Aa. 
-27202 মিটার (প্রায় )। 


প্রশ্মমালা XIII 


1. একটি Sas দণ্ডের 5191 60 সে.মি. দীর্ঘতর হয়, যখন সুর্যের উন্নতি কোণ 
45° হইতে 30° হয়। দেখাও যে দণ্ডটির উচ্চতা 30(২/3+-1) সে.মি. 
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2. 250 সে.মি. উচ্চ একটি স্তম্ভের উপর দণ্ডায়মান প্রতিমুতি эгеч পাদমূল 
হইতে 600 সে.মি. দূরবর্তা কোন বিন্দুতে যে কোণ উৎপন্ন করে তাহার ট্যানজেপ্ট হইল 
:0125 ; দেখাও যে seta উচ্চতা 926 সে.মি. 1 

3. (a) দেখাও যে কোন বুরুজের ছায়ার দৈর্ঘ্য ও উহার উচ্চতার অনুপাত 
যখন 1: „/3 হইবে %44 9044 উন্নতি কোণ 60°. 


(b) যখন কোন Зая খুঁটির ছায়ার দৈর্ঘ্য খুঁটির দৈর্ঘ্যের সমান হয় তখন স্থর্যের 
উন্নতি কোণ কত? [উঃ 4৮০] 


4. h সে.মি. উচ্চতাবিশিষ্ট একটি খাঁড়া উচ্চ 445844 হইতে 14909 ঠিক 
দক্ষিণে একই তলে অবস্থিত দুইটি নৌকার অবনতি কোণ যথাক্রমে < ও б এবং 
«B; দেখাও যে নৌকাদয়ের 5944) দুরত্ব h(cot B — cot <) সে.মি. 1 


5. একটি wax বুরুজ অন্গভূমিক সমতলস্থ কোন বিন্দুতে < কোণ উৎপন্ন করে 
এবং বুরুজ শীর্ষে খাড়াভাবে দণ্ডায়মান h উচ্চতার একটি খুঁটি এ একই বিন্দুতে В কোণ 
উৎপন্ন করে; দেখাও যে বুরুজটির উচ্চতা h sin < cosec B cos (4+6) | 


6. সমভূমির উপর খাড়াভাবে দণ্ডায়মান ABCDE স্মৃতিত্তভ্ভের АВ, AC, АО 
‘অংশ এ সমভূমির কোন বিন্দু P তে যথাক্রমে <, Б, ? কোণ উৎপন্ন করে। যদি 
AB —a, АС =, AD =c, АР x এবং 4+8+7=180 হয়, তবে দেখাও যে 
(a-Fb--c)x* = abc. 


7. A অবস্থান হইতে কোন পর্বত চূড়ার উন্নতি কোণ <; অন্ুভূমিক সমতলের 
সহিত B কোণে নত ঢালু পথ ধরিয়! এ চড়ার দিকে c দুরত্ব যাইলে উন্নতি কোণটির 
পরিমাণ 9 হইয়া যায়। দেখাও যে পর্বতটির উচ্চতা с sin < sin (৮8) 
৩০১৪০ (y —«) সে.মি, | 


8. পরম্পর হইতে এক কিলোমিটার দূরে অবস্থিত দুইটি স্থান হইতে এবং 
উহাদের সংযোজক রেখার মধ্যবিন্দু হইতে ও রেখাগামী Saw তলের বাহিরে অবস্থিত 
একটি উড়োজাহাজের উন্নতি কোণ যথাক্রমে 60°, 30° এবং 45°; দেখাও যে 
উড়্োজাহাজটির উচ্চতা 250 ,/6 মিটার | 

9. কোন অন্থ্ভূমিক আয়তাকার ক্ষেত্র АвСОЯ উপর একটি খুঁটি Sarena 
স্থাপন করা হইল। А, B, с, D হইতে Q খুঁটির শীর্ষের উন্নতি কোণ যথাক্রমে 
< B, 2, 6 হইলে দেখাও যে cot?« — cot? = ০0৮8 — 50682. 

10. একটি নির্দিষ্ট স্থান হইতে কোন অনুভূমিক সরলরেখা বরাবর উজ্ীয়মান 
একটি পক্ষীর উন্নতি কোণ সময়ের সমবাবধানে পরপর চারিবার পধবেক্ষণ দ্বারা নির্ণয় 
করিয়া দেখা গেল যে উহার! যথাক্রমে <, 8, «455; পক্ষীটি সমবেগে উড়িতেছে, 
ইহা ধরিয়া লইয়া দেখাও যে cot?« —cot24=3(cot28 —cot?y). 
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11. -কোন একটি чийе সরলরেখা একটি বস্তুর সরাসরি fas দিয়া যায় এবং 
এ সরলরেখার উপর অবস্থিত তিনটি RTA, ৪,০ হইতে বস্তুটি পর্যবেক্ষণ করা 
হইল। দেখা গেল যে в বিন্দুতে উন্নতি কোণ A বিন্দুতে উন্নতি কোণের দ্বিগুণ aqe 
c বিন্দুতে উন্নতি কোণ A বিন্দুতে উন্নতি কোণের তিনগুণ ; যদি AB=a, BC=b 


হয়, তবে দেখাও যে বস্তটির উচ্চতা s= Aa b)b — a). 


12. পর্বতের উপর অবস্থিত এক ব্যক্তি দেখিলেন যে অনুভূমিক সমতলে দণ্ডায়মান, 
তিনটি арз তাহার চক্ষুতে সমান কোণ উৎপন্ন করে এবং বুরুজগুলির পাদদেশে 
অবনতি কোণ যথাক্রমে <, 0, ? ; যদি qeu তিনটির উচ্চতা! a, b, c হয়, তবে প্রমাণ, 
কর cq 

sin (6 —y) , sin (y - X) , sin («—0) 0 
a sin < b sin В c sin y £ 

13. C এবং D বিন্দু হইতে একই সমতলে অবস্থিত অপর দুই বিন্দু & ও B কে 
পর্যবেক্ষণ করা হইল, যেখানে CD —d ; যদি ACD, BCD, ADC, врс কোণ চারিটি: 
যথাক্রমে <, B, 9,55% এবং <--7--)--9 হয়, তবে প্রমাণ কর যে АВ = sin. 
(70) совес (х-Ғ?). 

14. একই অনুভূমিক তলে অবস্থিত দুইটি অনথিগম্য বিন্দু = ও а এবং অপর ছুই 
অবস্থান 9 ও T, যাহার প্রত্যেকটিতে Pa কে < কোণ ধারণ করিতে দেখা গেল ॥ 
আবার PT, S বিন্দুতে B কোণ এবং es, T তে 7 কোণ ধারণ করে) প্রমাণ কর থে 
Pa=sST sin < cosec (B+? — <). 

15. O অবস্থান হইতে d দূরত্বে অবস্থিত F দুর্গে তোপ দাগা হইল) С এর সহিত 
এক সরলরেখায় অবস্থিত 40 হইতে যথাক্রমে а এবং 5504 অবস্থিত А ও B 
অবস্থানে অগ্নিশিখ! ( flash ) দর্শন এবং শব্দ ( report ) Haria wee] সময় দেখা 
গেল যথাক্রমে t এবং £ 5 দেখাও যে শব্দের বেগ হইল " 

(d* — abY(a — b). 
at^ — bt? 

16. কোন পর্বতের ঢালুগাত্র অন্নভূমিক তলের সহিত < কোণে নত এবং y 
ঢালুদেশে দণ্ডায়মান এক ব্যক্তি পর্যবেক্ষণ করিলেন যে পৰতটির পাদমুলে অবস্থিত একটি 
Зян স্তম্ভের শীর্ষের উন্নতি কোণ 307; পরে তিনি we অভিমুখে পবতগাত্র বরাবর а 
দূরত্ব নামিয়া আসিয়া দেখিলেন, 9 984044 উন্নতি কোণ 60”; দেখাও যে veia 
উচ্চতা 3a ( /3 sec 4+4 sin <). 

17. একটি হ্রদের % সে.মি. উপরে অবস্থিত একটি বিন্দুতে কোন বেলুনের উন্নতি 
কোণ < এবং ও একই বিন্দুতে হ্রদের জলে বেলুনটির প্রতিবিশ্বের অবনতি কোণ 0; 
জলের তল হইতে প্রতিবিশ্বটির খাড়া গভীরতা! এ জলের তল হইতে বেলুনটির উচ্চতার 
সমান এবং বেলুন ও উহার প্রতিবিশ্ব একই 984 রেখায় অবস্থিত, ইহা ধরিয়া লইয়া 
প্রমাণ কর যে 57 হইতে (444004 উচ্চতা h sin (44) ০০5০০ (8 — «). 


174 উচ্চতা এবং দূরত্ব ( কঠিনতর প্রশ্ন ) 


18. সূর্যের মধ্য দিয়া গমন করে এইরূপ একটি Бич তলে বূর্ণনক্ষম ও নির্দিষ্ট দৈর্ঘ্যের 
একটি দণ্ডের এক প্রান্ত ভূপৃষ্ঠে আবদ্ধ ; теб যে দীর্ঘতম ছায়া উৎপাদনে সক্ষম তাহা 
যদি mefa দৈর্ঘ্যের 10/3 গুণ হয়, তবে দেখাও যে rof উন্নতি কোণ 17° 27" 30", 
যখন দেওয়া আছে যে, 

log 3-0:47712, Lcos 72732130! -9:47712 

19. কোন হ্রদের 12 মিটার উপরে অবস্থিত এক বিন্দুতে দুরবর্তী FERE 
আলোকের উন্নতি কোণ 24255 এবং жоң জলে উহার প্রতিবিস্বের অবনতি কোণ 
355; দেখাও যে বুরুজটির উচ্চতা প্রায় 58:88 মিটার যদি দেওয়া থাকে যে 

log 2-030103, log 3=0'47712, log 588--2:76938, 
log 589—2:77012, Lsin 10710 -924677. 

20. এক ব্যক্তি কোন জলসেচনের খালের প্রসার ра পরিমাপের জন্য о অভিমুখে 
বধিত ра সরলরেখার উপরিস্থিত R বিন্দুতে গমন করিলেন» পরে এই রেখার সহিত 
সমকোণে অবস্থিত রেখা বরাবর 100 মিটার অগ্রসর হইয়া দেখিলেন যে Pa. এবং ов 
তাহার চক্ষুতে যথাক্রমে 15° এবং 25° কোণ উৎপন্ন করিতেছে। দেখাও যে খালটির 
প্রসার 3727919 মিটার, যখন দেওয়া থাকে যে Lcos 25°=9'9572757, 

Lcos 40° —9:8842540, Lcos 75°=9:4129962, 
log 37279 — 45714643, log 37282 3:5714759, 

21. এক ব্যক্তি কোন অট্টালিকা অভিমুখে sac অগ্রসর হইতেছেন) (9 
অট্টালিকা শীর্ষে একটি পতাকাদণ্ড Sarsia রক্ষিত আছে। তিনি লক্ষ্য করিলেন যে 
অট্টালিকা হইতে তাঁহার দুরত্ব যখন d, তখন পতাকাদগুটি তাহার চক্ষুতে সর্বোচ্চ কোণ 
উৎপন্ন করিল। যদি এ সর্বোচ্চ কোণ 0 হয়, তবে দেখাও যে পতাকাদণটির দৈর্ঘ্য 
24 tan 0 এবং অট্রালিকার উচ্চতা d tan (¿r — 10). 

22. একটি পর্বতের নতি (gradient) 70 এ 1 এবং পর্বতটির উপর অবস্থিত 
একটি পথ সর্বোচ্চ ঢালের রেখার সহিত ( to the line of greatest slope ) 45° 
কোণে নত। দেখাও যে পথটির নতি হইল 99 এ 1. 
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196 616 BGT FIT LET ОТТІ 68 99 LE 
896 166 EGT 99T BST OTI 6৪ 99 85 
096 666 761 99Т 66T ТТТ 58 99 8% 
ISG 860 SGI LIL OPT SIT ӮВ 99 85 
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91690. 98990. 96890. ©0190. FISSO. %0440. бс. 
78680. 67670. 84970. 89870.  TAOTO. 18180. 06760. 
06780. 66180. 80600. 81900. LESTO. 98050. <%/10. 
6Р10.0 %<5%10.0 ?9ТТО.О 8900.0 8900.0 16%00.0 00000.0 
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ЕБІ 901 08 ৪৫ 
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7১০, 90901. 86504. 1600). 8869. 91969. 99769. 
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FSI £9I SPI 001 GOT 68 19 
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087 60? GLG 108 896 
19? “Т? 6896 TIS 095 
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106 696 06% 667 
508 796 966 6ST 
965 696 606 SST 
166 ?©б 81б 08Т 
986 096 FIG 6 


186 99б TIG 917 
LLG 675 806 ELT 
908 846 686 906 OLT 
906 696 986 006 89T 
867 996 566 GGT 99T 


656 GLI 
106 99T 
FIG ТТ 
806 9ST 


SINSONVILOD 'IVNOILVN 


69996. 
5266. 
07008. 
65698.0 


07688. 
81608. 
66181. 
9889. 
7895.0 


16004. 
19919. 
17679. 
18709. 
98009.0 


CELLS. 
118 
TLT8S. 
89609. 
8119.0 


T6997. 
86995. 
1854 
80৮0৮. 
98688.0 


61798.0 


27769, 
86708. 
19911. 
00672. 
TIGGA.0 


88969. 
86019. 
86979. 
$8069. 
76964.0 


87829. 
TROSG. 
86269, 
18909. 
ТІ?8?.0 


597. 
eL. 
80157. 
99007. 
89088.0 


57886. 
926. 
01126. 
©6688. 
©1648.0 


86668. 
05008. 
96TLL. 
7124274 
6914.0 


18169. 
80999. 
ілтю. 
18919. 
L6569.0 


29699. 
81978. 
10758. 
65609. 
55087.0 


T6697. 
80867. 
69ЛТ?. 
16168. 
058.0 


01286. 
96876. 
88916. 
$1788. 


807%8.0 


76768. 
T7961. 
£8191. 
96684. 


6614.0 


$6189. 
68199. 
10189. 
08619. 


90684.0 


11699. 
96678. 
18059. 
8266?. 
86927. 


2997. 
18?6?. 
তা 
16666. 
88818. 


0 


0 


00116. 
2876, 
66076, 
80618. 
90678.0 


9%618. 
01061. 
61691. 
6984, 
16802.0 


10689. 
72189. 
66069. 
18809. 
81<89.0 


76799. 
05689. 
88919. 
6767, 
1815.0 


22567. 
өртеу. 
180Т?. 
22068. 
19016:0 


587/6. 
16186. 
69906. 
THF L8. 
10778.0 


Т9?Т8. 
86582. 
51892. 
00782. 
99?0/.0 


91829. 
66669. 
26809. 
68709. 
2018%.0 664.0 


518009. ` 7890. 
97959. TALTES. 
0028105. 88608. 
T6167. 8/16. 
98697.0 186997.0 


61,877, 609%. 
16,6%. 15%Ұб?. 
ТӮЛОР. 6070?. 
15288. 98688. 
1198.0 16898.0 


NATURAL TANGENTS AND COTANGENTS 
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5 6011.5 9960.5 6080.5 3৫90. 080.5 
-© 7050.5 2800.5 5166.1 8926.1 ১9896. 
6.1 2766.1 0106.1  $106.I 069. 7881 
Т 995. ৪৪. 1658.1 9979. 008.1 
Т 96LL..1  S19L.1 995.1 16957 TEELT 


ТРТ 901 OTT %6 6L 59 LP T€ ӨТ 
ТЕТ АТТ ZOT 88 8) 89 TF 65 ST 
501 601 CG 28 S9 FG ІР 25 FI 
SII ©0168 LL $9 TC 88 56 SI 
96 Ұ8 GL 


2006. 17021. 1060). 99/69. ©1959. 08019. 87799. 
85799. 16689. 9С0%9. <8169. <0129. #2019. 66009. 
88009. 20069. T8610. 69690. 9069. 6/6%9. 18660 
18680. OTOES. 67005. 78019. 88709. 0616%. 98587. 
S9SGS*.l OESLF.T IIT95.I 1055.1 962, 802681 61859 
86918. 
FOLES. 
76625. 
06755. 


£06 06 119 690 
696 258 ӘР) 669 660 957 008 EIG LOT 
106 908 GOL FO9 #09 60? 008 105 TOT 
098 79. 699 ELG BLF 086 186 Т6І 96 
90) Y69 FFG SSP 698.020 ISI 16 


069 609 LIS ТЕР 976 695 ZLT 98 
OFL 999 9৫ £6» ТІР 668 LFG 791 89 
LOL 809 6*9 ILP 666 PIG 96৮ ¿SI BL 
9,9 109 969 ISF 918 006 <05 OST GL 
GLS 80% ISP 096 886 915 FFT TL 


SISEF. FE6IF. 1901%. <6707. 98865. Y98F98. 
1859৪. 00898. 89698. ৮18. 8606870. 11056. 
TOLGS. FOGIS. OILIS. 66006. 7265. %9/66. 
T66L6. 06545. 11790. 11166. 696৮6. 186658. 
0688.1 5955. 79065. OISIC.I 86<06.Т 58861.1 ৫৮6. 


899 ESP QIP СРС 926 LOG GEI 69 
960 08৫ 69% LEE TES <96 661 ZET 99 
৪৮০ OIG 9FF 686 618 ৫৪ 161 LET $9 
699 16% OSP 898 206 ЭРО PSI ETT 19 
FLF PTP S96 966 LEG SLT SII 6% 


SLIGT. FLFST. £8৮৮ <80/Л. 86891. СТСТ, 26001. 
16061. ©9591. %6981. 66081. 69851. SILIT. IOI. 
19011. $I$OI. 04/60. 16160. 96780. %98/0. cid 
18510. $1990. +6600. 8/80. 99170. ৪7০. 

80<80.1 55650.І 29850. 19/10.1 OLTIO.I 85900. сот 


১৮49 8 
кысып ২২৯০ 


ел 


SIN3ONVI ТУЯПІУЫ 
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NATURAL TANGENTS AND COTANGENTS 


SINS3ONVIOO শাম 


ты-ею 959. 


“p £q poptarp 1,1076 0 1vnbo -19 6801.69 179629 


এও £294 S! ,D— ,06 30 309309; oq; 20 х 9169.96 BITS.96 
১০7০ ০৪৩ Цеше е jo suo5uwqoo өсі, 


0810.31 6691.21 
1951.6: 6961.51 


кет TI 6112-01 


"рәтегпдту eq 3080৩ feq) үс) os ezon 


TOL $19 959 86? 
989 215 65৮ 996 
16% SEF 656 TIS 
12% VLG 058 292 
116 SUE SLT TET 


956 СВЕ FIG FOG 
686 855 91ë ІЗІ 
8<6 606 £61 ТЭТ 
160 205 PLI CI 
608 EST LSI IST 


061 O91 ZFT GIT 
ҰЛ GOT OET GOL 
6ST 661 611 001 
ӘРІ 801 OTT $6 
СЕТ 811 101 SS 


41013 439৬ o30vqo ѕәоџәзәрір әлі, 


098 626 911 89 
865 055 9% tL 
8*6 981 HT 59 
FIG 091 LOI Hn 
981 681 $6 


591 TET 18 


$9 


btbb 8৪৪55 8৪৮৪৪ ৪ 


LOGARITHMIC SINES AND COSINES 


IGE 986 066 PIG GLT SPI LOT TL 98 
OFE COS FIG LZZ 6ST IGT STT 9, 5৪ 


30789. 90020. 60109. 00806. 166164. ботс. тото. | „61 
TIRIS. 26. 80006. 87109. ৪526%. %866%. 86687. | -8I 
196 Т8 180 175 108 09Т OGT 08 OF 88:87. (94%. 615%.  TISGLP.  Yi$LP.  COOLP. %609%. | .LI 
986 IFS 666 90б SIG ТАТ 851 98 $Y 76897. 879% 8৮৫৮. 68৫7... ৫061৮. CLIP.  TEOPP. | ӨТ 
От? #98 618 622 805 787 LET TS 97| PA | 7507.6 6997.6 «РТЕР.6 0695.6 565.6 6921-6 0081.6 | oST 


OPP 168 096 665 PPE SST ізі ve 69 | ০৫% | ooers.. GTi. 9৮৪0৮. 99860. 69866. 1/886. 89696. | «РІ 
EL? Тб? 898 918 690 016 89T GOT gç] ০9% | 89896. 8685. IPELE. 61892. 09006. 6০৫৪. 60006. | ০৪ 
вте 90» 666 676 995 806 TLT vil LQ | ohh | 60556. 980996. 00798. seseg. 09658. SLEGS. 68/18. | «01 
699 16% SEP 616 OIG 896 981 PZT 79| .8/ | 88/76. 69176... 280009. 92066. 065. 90196. 09085. | «ГІ 
619 GPS LLP 60৮ ТРЕ GLG POG 981 89| ০6% | 09096.6 0720.6 5819.5 6906.86 91990.6 1196.6 ¿9088.6 | -OL 


089 $09 66% ESF 026 LOS LEG 141 2,1 „08 | 19655.8 тросс. 60000.6 19110.6 606500.6 680600.6 686%6Т.6 25 
19) 929 669 LOG 66% 856 FIG GIT <8 | „18 | SSv6I.6 86997.6 108L:.6 OL69L.6 SII9I.6 9781.6 966%1.6 | ০9 
898 892 519 SLS 08% TS? 886 GET 96) ,29 | ISPIS 27761,5 81с01.6 OLGIT.6 60901.6 90960-6 6880-6 | ед 
488 | 68<80.6 8%%:0.6 19%%0.6 9890.6 9090.6 60180.6 $t610.6 | «9 
298 | 25610.56 7000.6 09766,8 10186-8 Ч6896.8 06%259 0076.8 | ০৪ 


| :89.৮+০ Зо1-(о- 06) оо Sot | ০৫৪ | оворб.8 19606.8 0>076.8 - 9768.8 6918.8 80198.8 :80679:8 | oF 
10 pus Вор sojnuiur Ф 10 saae | „08 | 80698.8 61с08.8 VENLS 89081.8 [9.৪ 9027!.8 0681/.8 | „Е 
Ipeurs зод -opqrsodur st uonvinqv) | „8 | 05512.68 0069.8 891098 89669.8 61609.8 1€L1C.8 6559.8 
пецу oro Аүрйъл os Arwa seoueregWT | „98 | gegreg 0909.8 9999.9 €6L17.8 91990.8 6190€.9 981%0.8! 

০৪৪ | 987%5.8 S9591.8 82090,8 Ф9076.2 GLFIL.L 81692. <%- 


(—- 


аз 9 а 968 6 


SseoueJogi(] ULIH 


Di 09 09 an e 105 ют ю 


S3NIS DIWH.IINVOOT 
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LOGARITHMIC SINES AND COSINES 


L 
08 
£8 
GTE FIF 007 98 
SST STI РОТ 68 


SET GEI SOT 06 


681 ӘРІ FET JOT 68 
СӘТ LET GGI OTI 66 


561 GLI OST GEI LOI 


106 GLT 99I ₹৪ SIT 
OTG 98I $91 OFT LIT 
616 FGI OLI IPT চা 
666 806 SLI ZST LET 
686 615 981 69T 661 


096 666 961 99T 6৪7 


FOS OLG LEB 805 691 


SST TOT 5 


SHNISOD DIWH.LINVOO'T 


50198. 6 


86669.6 
81119. 


15778. 
57958. 
05559, 
58618. 
90718.6 


812916 


3 


88789.6 
69. 


6 191596 


13 [fas] 


LOGARITHMIC SINES AND COSINES 
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h ð 1 
вәопәләрү чәр 


80146. 89996. 60906. 
99606. T0896. 57596. 
88656. 96696. 80876. 
66076. 95996. 847%. 
28176,6 51176.6 Т%076.6 


84/86. (08986. 90966. 
10886. (068086. Ф<166. 
867806. 89/06. 88906. 
69860. 4006. 76156. 
14816.6  &%6.6 98916.6 


96616. 1516. 86116. 
96106. %0106. 11906. 
98006. 66106. 6006. 
89968. #0568. 99768. 
09068.6 8688.6 TT888.6 


90788. 67688. 61088. 
82218. 89918. 298/8. 
10148. $6698. 04698. 
$1798. T6698. 92198. 
$6998.6 1/998.6 87798.6 


09 ©? 


67906. 
62196. 
86176. 
06676. 
02686.6 


©6086. 
14066. 
80906. 
11166. 
66816.6 


69016. 
81906. 
Lv668. 
79968. 
17488.6 


90188. 
9718. 
89/98. 
99098. 
762898.6 


408 


SHNIS OIWH.LUHVOOT 


88796. 
91166. 
10176. 
12876. 
86886.6 


19766. 
66666. 
65226. 
15006. 
$IG16.6 


81606. 
#5706. 
67868. 
$9068. 
98988.6 


96618. 
768/8. 
11998. 
9698. 
00598,6 


405 


15796. 
52056. 
099%6. 
24076. 
95886.6 


58666. 
T6666. 
75০, 
57616. 
9016.6 


18806. 
08806. 
69468. 
66168. 
18488.6 


188278, 
T6618. 
06998. 
91848. 
%1058.6 


99696. 
88676. 
$6976. 
£816. 
8966.6 


10886. 
57806. 
66666. 
18816. 
99616.6 


96106. 
98606. 
£9968. 
09068. 
90%88.6 


81418. 
10118. 
£1798. 
86998. 
67678.6 


195 


LOGARITHMIC SINES AND COSINES 


S4NISOD OIWH.LIHVOO'I 


сс ос: POON HANON AAA 


59989 


100010100 чч тла 000) 00 CO CR. бїсасїтч+ч "ні бо 


00000.01T 


00000-01 00000.01 66666. 86666. 26666. 96666. 86666. 
86666. 16666. 88666. 98666. 08666. 8666. T1666. 
91666. 69666. 9666. 69666. $9666. 17666.  OT666. 
07666. 78666. 95666. 61666. 11666. 80666. T0860. 
99866.6 7866.6 78866. 


19166. 91106. 19266. 
19,66.  8TL66. 666. O08166. 90266. 06966. 91966. 
91966. 69966. 87966. 16966-  OI906. $6966. 94966. 
91966. 19966. 68966. 05966. 10466. %08%66. 09766. 
61666.8 19666.6 9866.6 


87066. 061066. <6166. 
98166. 02166. 9166. 67766, 86066. 19066. 07066. 
07066. 81066. 98686. 80686. 06686. 10686. 85/586. 
51896. 67686. 81886. 68/86. $9186. 55/86. 06986. 
19986.6 859866 76786.6 


90886. 00086. T8686. 
T8680. 39696. 11086- FLIB6. 98186. 96086. 09086. 
09086. 16086. #8656 57616. 506/16. 19816. 18/6. 
16816. 52126. 88146. 96916. $0916. 01916. 19616. 
19516-6 86916.6 6116.6 8716.6 06816.6 TT816.6 665!6.6 


89616. 906,6. 69116. [16 $9016. 010/6. 
910,6. 99696. 2,1696. 89896. 981996. 19496. 1196. 
11196. 99996. %1996. 19996. 60996. 99796. 60Ғ96. 
60796. 67696. T6596. 07896. 98196. 66196. $1096. 
$1096.6 1096.6 0966.6 80696.6 77996.6 982%6.6 801€6.6 


LOGARITHMIC TANGENTS AND COTANGENTS 


196 


898 108 185 Т?б 105 
816 988 v66 ৪০5 015 
966 698 808-795 066 
SIF TLE 95৪ 846 086 
БТ? 068 GPE 765 970 


69» LT? 996 8TG 195 
009 GFF 686 768 BLE 
889 817 GIP 696 665 
089 812 EGP 886 806 
889 799 767 OG? PSE 


869 169 679 997 886 
6LL 669 909 674 EEF 
618 681 789 989 88? 


“8169р.3-9 Bor 
(/%- ,06) 190 Зот 10 , ue? Зот 

səmum p jo вә)дпв [ptus 204 
"өўатвзойш st uonemqeg 


191% өләч [pide ов Алел вәопәләр1@ 


68 L 9 S 


09Т TET 08 
89T 907 78 
921 $61 88 
981 681 $6 
961 LFT 86 


805 9ST TOT 
866 29Т TII 
685 6LT OGT 
696 PGI 661 
585 616 ІРІ 


0? 
57 
т? 
97 
6? 


5% 
99 
09 
99 
Th 


OTG 886 SGT 84 
978 096 ELT 18 
168 866 ৪67 86 


B5 8 б 


вәопәләрі(І ULI 


ni 


101986. 61109. 91855. 91699. 
16989. 98689. 0,854. 0<%04. 
82114. 9?209. 11609. 6৪6৮, 
8999. “0808%. 589৮, 09127. 
0919.6 Т169%.6 877.6 6667?.6 


90869: 1600%. 917১ 9917. 
11968. 98168. 68986. 9088. 
96898. 14,08. 02168. 9918. 
17108. 565158. 68716. 97806. 
99886.6 98180.6 96v15.6 £696.6 


26970.6 19890.6 OSTEZ.G 19600.6 
TA661.6 9РТ6Т.6 9088T.6 OGTLI.Ó 
OSAVL.6 T9981.6 60651-6 6?611.6 
71680.6 86810.6 91190.6 99980.6 
59700.6 06600.6 59966-5 896868 


961%6.8 91/26.8 98116.8 86068.8 
7978.8 01908.8 %,908.8 679818 
0%6Т1.8 69769.8 91899.8 60079.8 
80679.8 16909.8 9889৮.৪ /08ТР.8 
661%0.8 81291.8 T9990.8 98076. 


61572. 
18064. 
06767. 
T6997. 
90887.6 


57107. 
92718. 
FLEES. 
£6108. 
98095.6 


81810-6 
LLG9T.6 
9<60Т.6 
85950.6 
810/6.8 


826/8.8 
9892.8 
60019.8 
68996.8 
9191.1 


90198. 
90919. 
T8687. 
75697. 
80887.6 


51207. 
60698. 
29888. 
৫6৫60. 
<98с8.6 


58206.6 
88927.6 
1760.6 
1980.6 
1966.8 


€7698.8 
8681.8 
88L19.8 
88808.8 
61697.) 


16962. 
82119. 
T8587. 
08187. 
S0867.6 


11968. ` 
96698. 
17158. 
©9886. 
5975.6 


4661.6 
08.71.6 
%1680.6 
5910.6 
£6176.8 


T9T78.8 
076148 
60879.8 
867৮৪ 


409 pu 08 


SINUDNV.L ОПАНЛИЯУӘОЛ 
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01 


9 
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LOGARITHMIC TANGENTS AND COTANGENTS 


SLNAƏNV.LOD DIAWH.IIHVOO'T 


826 GOG LLI GST LET ТОТ 9A 00000.07 27166. ©6766. 607266. 16186. 
806 006 LAT TET LEI ТОТ 9A 78786. 168086. 81616. <6146. 61646. 
866 606 LLI GGT LET TOI 94 99696. ©1196. 69796. 60696. 86996. 
1666 OG 8/1 6891 LET GOI 9A ФҰРС6. 06146. 98676. T8976. 111%6. 
086 SOZ GLT FST 801 BOT LL 91666.6 19966-6 90786.6 09186.6 %6806.6 98986.6 18806.6 


565 905 OST SGT 651 GOT LL 18666. 89816. 01916. 66616. 96076. 16806. 
765 800 681 9ST 061 FOT 84 18806. 00806. 19006. 10868. 7969. 18068. 
980 606 681 ¿SI IST SOT BL 18068. 6/88. 86788. 98088. #2618. TILLS. 
866 616 SBT 89Т ZET JOT 64 TILLS. 98148. 10698. 98998. 06898. 96198. 
1%0 #16 88T 09T FST LOT 08 9198.6 09898.6 %6908.6 LEEGS.6 69098.6 16/78.6 80<78.6 


PPG LIG OGT GIT 9ST 801 18 $0978. 90699. T8608. 61/68. 07788. 11188. 66978. 


195 006 661 GIT LET OTT 68 66808. 90908. %0808. 81008. 80818. 80918. 25018. 
166 860 GGT LIT GET ӨТІ 78 $9618. 92608. 16908. 61708. 0%108. 09862. 6/56. 
996 LEG 861 OLT OPI SII 98 61961. 1606). 9706, 58282. РВА. 69182.  LLSLL. 
096 186 506 SLT FFT ӨТТ L8 LL8LL.6 168.6 $06LL.6 91014.6 $€0191.6 SEILG T1916 


996 986 906 LLT ঠ ӨТІ 68 TPTOL. 8980). 985900). 79001. 696%. 619%. 946. 
TLG IPG TIG ТВТ IST OGT 06 1871.  LLOTL.  LLLSL. 92980. GLIGL. 861801. 29661. 
LLG 975 916 GST PCT ETT 06 19961. 29601. 40611.  S8T9IL. 68812. 86012. 11104. 
780 896 165 OGT 891 901 <6 LYLOL.  TOTOL. 68002.  $LL69. 19769. 88169. 81889. 
860 096 866 SGT 591 OFT 86 16789.6 TLIS9.6 098/9.6 T6919.6 96119.6 19899.6 


808 896 955 105 897 FET ТОТ 19 18999: %0099. 018599. 16189. 89879. 
TIS LLG 595.805 SLT 88Т TOT 69 11679. ৫৮9 06869. 98189. 98109. 
868 986 0৫5 PIG GLIT STI LOT ZL 68709. 61059. 806119. $0019. 1%909. 
688 966 696 005 SST SFT TIT vA 91009: 60669. 07969. T6L69. 81789. 
198 808 OLG 165 661 FHT 9ТТ LL 8189.6 66089.6 8919.6 %1015.6 19999.6 86799.6 10199.6 


1866 006 800 961 691 
T96 $96 165 061 891 
LLG 970 ӨТБ 981 YSI 
146 IPG 115 ТВТ TST 
996 966 906 LAT LPT 


096 768 ZOG SLT PPE 
995 LEG 861 OLT GFE 
146 836 GGT LIT 661 
195 005 TOT 991 LET 
FFG LTG 061 ZOT MT 


196 $16 881 09Т VET 
866 010 JBT 801 551 
985 605 E8T ¿QT IST 
৪8 805 GST INT OST 
556 906 OST 991 601 


088 COG GLI PAL 861 
66б 700 821 SGT LET 
85б 606 LLI GST LET 
865 605 LLT 691 LET 
806 205 LLI GSI LET 


LOGARITHMIC TANGENTS AND COTANGENTS 


6 8 dl 9 а 


seoueieptqd 


198 


66166. #0808. 92766. 
28116. 29808. 67808. 
$8666. 1692. 19986. 
68725. 801/6. 9595. 
95990.01 15690.01 15089.01 


96865. — 99966. 92585. 
90150. 15815. 060016. 
1670%. 07102. 09861. 
SPASI; 0৮৪7, 26187. 
TOLAI.0I 50891.01 S6991.0T 


LLYST. 60501.  IvOTT. 
TLSSÍ. 80081. ৮৮৪৪, 
68501. 92021. PALIT. 
67201. 6৫৮0, 66101. 
59150.01 0680.01 /7980:0Т 


29810. 90110. 
62890. 5280. 
0870. 6700. 
18/50. 80420. 

91810:01 ©9610.01 TIOTO.OT 


00128. 90818. 900106. 6৪৪, 
95008. 11662. 96066. 868066. 
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Syllabi of Analytical Geometry of Twe Dimensiens 
( West Bengal Council of Higher Secondary Education ) 


Rectangular cartesian co-ordinates ; ` Polar co-ordinates ; Trans- 
formation from one system to another. Analytical representation of 
reflexion, translation and rotation. Distance between two points. 
Division of a segment in а given ratio. Area of triangles. Concept 
of а locus. Equations of straight lines ; Angle between two lines— 
Conditions of perpendiculari&y and parallelism of two lines. Distance 
of a point from a given line. Position of 8 point with respect to ә 
‘line. Equations of bisectors of angles between two lines. Equations 
of circles. Idea of conie sections—Focus—Direetrix definition of a 
conie section. Eccentricity. and axes of conic sections. Equations of 
Parabola, Ellipse, and Hyperbola referred to their principal axes. 

Equations of tangents avd normals to circles and the different 
conies (use of Calculus may be indicated), 


সূচীপত্র 
অধ্যায় 0: দ্রিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশ s অভিক্ষেপ 
সুচনা_দক্ির্দোশত রেখাংশ ; দিক্‌-নিদে“শত রেখাংশের চিত্র বা রুপ, দিক্‌ 
নি্দেঁশত রেখাংশের আঁভক্ষেপ, ভগ্ন রেখার আঁভক্ষেপ | 1-3 


অধ্যায় 1: আয়ত কাৰ্টেজীয় স্থানাঙ্ক: পোলার স্থানাঙ্ক 
স্‌চনাঁ_আয়ত কার্টেজীয় স্থানাংক, স্থানাংক অন্ষদ্বয়, পাদসম্‌হ ; পোলার 


"ететт, কার্টেজীয় এবং পোলার স্থানাণ্কের মধ্যে দুরত্ব । 4-10 
অধ্যায় 2: দুইটি বিন্দুর মধ্যে দুরত্ব: বিভক্তিকরণের অনুপাত 
ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 


সুচনা স্থানাংক অগুকদ্বয়ের উপর দক্‌নদেশশিত রেখাংশের আঁভক্ষেপ, 5.210 
বন্দর মধ্যবতাঁ দুরত্ব; আয়ত অক্ষদ্বয়, Teq% অক্ষ, KAFIA মেরু বা পোলার 
স্থানাণ্কের দুরত্ব, নাঁদষ্ট অনুপাতে একাট রেখাংশের 14912444; ত্রিভুজের ভর কেন্দ্র, 
ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল, DES Cord ক্ষেত্রফল 1 11-32 
অধ্যায় 3: রেখার নতি বা প্রবণতা 

সূচনা-_কোন রেখার নাত কোণ এবং ইহার নাত বা প্রবণতা, কোন রেখার দুইটি 
বিন্দুর স্থানাঙ্ক জানা থাকলে রেখাটর প্রবণতা, সমান্তরাল এবং TA রেখাসমূহ, ` 


প্রবণতা জানা আছে এইরূপ দুইটি রেখার অন্তর্গত কোণ 1 33-41 
অধ্যায় $: সঞ্চারপথ ' সঞ্চারপথের সমীকরণ 
সূচনা সঞ্চারপথের সমীকরণ 1 42-44 


অধ্যায় 5: সরলরেখা! : বিভিন্ন আকারে ইহার সমীকরণ 

সূচনা- স্থানাংক অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল রেখা, বিন্দ;-প্রবণতা আকার, প্রবণতা 
ছেদিতাংশ আকার, দুইটি নিদিষ্ট বিন্দুগামী রেখা, ছোঁদতাংশ আকার, 511924 বা 
লম্ব-আকার, x এবং у সংশ্লিষ্ট প্রথম খাতের সাধারণ সমীকরণ, ax+Hby+e=0 কে 
{বাভিন্ন আকারে প্রকাশ, দুইটি রেখার ছেদ, দুইটি রেখার অন্তর্গত কোণ, দুইটি 
পরস্পর সমান্তরাল রেখা, দুইটি পরস্পর লম্ব রেখা; একটি রেখা সম্পর্কে 420 
বিন্দুর অবস্থান ; প্রদত্ত একাট রেখা হইতে কোন বন্দর 254408; দুইটি রেখার 
অন্তর্গত কোণসমুহের সমাদ্বখণ্ডকের সমীকরণ ; সরলরেখার প্যারামৌত্রক সমীকরণ ; 
কাঁতপয় সাধারণ পদ্ধতি : সমাবন্দৃতা ; প্রয়োজনীয় ফলসমূহ : সধাক্ষপ্তসার 1 

45-97 

অধ্যায় 6: 48 

সূচনা__বৃত্তের সমীকরণ ; দ্বিতীয় ঘাতের সাধারণ সমীকরণ ; ীল্লাখত (বা 
নিদিষ্ট ) শর্ত অনুসারে বৃত্ত, যে বৃত্তের ব্যাস প্রদত্ত বিন্দনদ্বয়ের সংযোজক রেখাংশ 


ш 


iv 
তাহার সমীকরণ নির্ণয়, অন্ষদ্বয়ের উপর ছোঁদতাংশ ; বৃত্তের oM প্রাথীমক 
ধারণা সংক্রান্ত আন:ষাঙ্গক প্রশ্নসমূহ 1 98-118 


অধ্যায় 7: কনিক্‌ সেকৃসন্স্‌ বা কনিক: আদর্শ সমীকরণ 
সুচনা--কানক: সেক্‌সনস্‌ূ-এর ধারণা, প্রকৃত কনিকৃস্‌, 59% কাঁনক্‌ বা 
- অপজাত কাঁনক্‌ ; কানকৃকে দ্বিতীয় ঘাতের সমীকরণ দ্বারা প্রকাশ করা যায় ; আঁধ- 
বৃত্তের আদর্শ সমীকরণ ; আঁধবৃত্তের নাভি, আধবৃত্তের অক্ষ, আধিবৃত্তের সাধারণ 
সমীকরণ নিরূপণ; প্রাতসাম্যের ধারণা : একটি রেখা সম্পর্কে প্রাতসামা, প্রাতফলন 
(বন্দু বা aieiaa, একট বন্দ: সম্পর্কে প্রতিসাম্য ; আধবৃত্তের সমীকরণের 'বাভন্ন 
আকার ; আঁধবৃত্ত সম্পকে“ সর্ধাক্ুপ্তসার ; উপবৃত্তের আদর্শ সমীকরণ, 961%, উপাক্ষ, 
প্রাতনমতা --তাহা হইতে সিন্ধান্ত, নাভলম্বের দৈর্ঘ্য, নাভ-দুরত্ব, 9447284 বিকল্প 
সংজ্ঞা, উপবৃত্তের সমীকরণের অন্যান্য আকার ; পরাব:ত্তের আদর্শ সমীকরণ, পরা- 
বৃত্তের আদর্শ সমীকরণ নিরূপণ, পরাবৃত্তের “ЙЧ, তির্যক অক্ষ, অন:ুবন্ধী বা 
প্রতিযোগী অক্ষ, পরাবৃত্তের আকৃতি, 914122084 কেন্দ্র, প্রাতসাম্যের ধারণা হইতে 
fears, কোন বিন্দুর 818-602, নাভিব্যাসার্ধ, পরাবৃত্তের বিকল্প সংজ্ঞা হইতে 
সমীকরণ, পরাবৃত্তের সমীকরণের অন্যান্য আকার, পরাবত্তের অসীমপথ, অনবদ্ধী 
পরাব্ত্ত, উপবৃত্ত এবং পরাবৃত্তের সমীকরণ--সংক্ষপ্তসার । | 119-164 


অধ্যায় ৪: স্পর্শক এবং 5178274 

সুচনা_-পপর্শক ও অভিলম্ব_সংজ্ঞা ; স্পর্শ [qeu অভিলম্বের পাদব'্দ ; 
Шел কাঁনকের স্পর্শক ও আঁভলম্বের সমীকরণ--বাঁভন্ন পদ্ধাততে ( কলনাবদ্যার 
সাহায্যে ); প্রদত্ত প্রবণতা m সহ স্পর্শক; প্রদত্ত 910 «en. দিয়া দুইটি স্পর্শকের 
গমন ; পরস্পর 454 স্পর্শকদ্বয়ের ছেদাবন্দ্‌র সঞ্চারপথ-আধবৃত্তের ক্ষেত্রে নিয়ামক, 
নিয়ামক বৃত্ত ; ব্যাসসমূহ-উপবৃত্ত এবং পরাবৃত্তের কেন্দ্রগামী ব্যাস, গ্থিতিমাপ বা 
প্যারামিটারে গত রূপ--আঁধবৃত্ত সম্পর্কে — উপবৃত্ত সম্পর্কে, সহবৃত্ত, উৎকেন্দ্র কোণ 
পরাবৃত্ত সম্পর্কে ; উপস্পর্শক এবং উপাভিলম্ব সম্বন্ধে সংক্ষিপ্ত বিবরণ, 544094 
যে কোন বিন্দুতে উপাভিলম্বের দৈর্ঘ্য 5,42 এবং উহা অর্ধ-নাভিলম্বের 00804 
সমান ; আঁধবৃত্ত বিষয়ক বিবিধ প্রশ্ন, উপবৃত্ত বিষয়ক 14144 প্রশ্ন, পরাবৃত্ত বিষয়ক বিবিধ 
প্রশ্ন, লব্ব-পরাবৃত্ত সম্পর্কে বিবরণ 1 ` 165-209 


পরিশিষ্ট 1: প্রতিফলন, চলন ও ঘূর্ণনের বিশ্লেষণ-জ্যামিতিগত রূপ 
গ্থানাছ্কের রূপান্তর ; সমান্তরাল অক্ষদ্বয়, অক্ষদ্বয়ের ঘূর্ণন, সমতলের রূপান্তর বা 
পারবর্তন, চলন, ঘূর্ণন, অক্ষদ্বয়ের উপর প্রাতফলন 1 210-215 


পরিশিষ্ট П: ছক ( Determinants ) 
দ্বিতীয় ও তৃতীয় 604 ছক ! : 216-218 


= FORMULAE AND RESULTS 


1. Distance between two points (ху, 71) and (xs, y2) 
= (a Аа) + n —»9*. 

2. Point (x, y) dividing the join of (a;, Jı) and (x, J) in the 
ratio m : п is given by 
= Пата, у= mya 

npm ° ndm 
where m and n have the same sign for internal division and opposite 
signs for external division. 


x , 


3. The slope of а line (not parallel to the y-axis) т = tan 0, or 


ж, where 0 is (һе inclination of the line with positive x-axis 
a eer 
and (ху, уу) and (xs, Ja) аге any two points of the line, 
4. Тһе angle а measured counterclockwise from a line L, of 
slope m, to a line L, of slope т, is given by 
tan а = ———T... 
Two lines are parallel if m; = m, and perpendicular if 
m. m, = — 1. 
5. Area of a triangle joining three vertices (xy, 5), (xs, 95) and 
(хз, 74) in order is < 
ঠ [xi (0838) + Җа (98752) + % (уз —)]. 
6. Equations of a straight line are : 
Point-slope form : y — y, = m(x — xy). 
Slope-intercept form : y = mx - c. 
Intercept form : 5 +$ =1. 
Normal form : x cos а + y sin а = p. 


Parametric form : 5 — 1 581 ৮, 
cos 0 sin 0 


General Equation : ax + by + c = 0 (b # 0) 
Slope = — ajb ; y-intercept = — cb; 


м СЕТА a by 
৫৯৯০0; foc EET LTEM ат 


; —¢ CEN LI by 
HE rum B Матиуш: 


y 


vi ANALYTICAL GEOMETRY OF TWO DIMENSIONS 
7. Тһе distance о. (xy ж) from the line ax + бу + c = 0 is 
given by - 
қ ‚ү е+ am by : m 
(6) с>9: + JEFE acc. as (х,у) is on the origin 
side or non-origin side of the line. 
n c+ ax tb 
(ü) ¿<0: + три” 


side or поп-огїдїп side of the line. 


асс. as (ху, J1) is on the origin 


8. The Equations of bisectors of the angles between two lines 
ax + by + c = 0 and ax + бу + 64 = 0 аге 


ах у+с_ Qax by ға 
Vat b Май +53 ` 


Acc. as с, сү have like or unlike signs, the positive or negative sign 
gives the bisector of that angle between the two lines which contains 


the origin. 

9. (i) ex + by + e + k (ах + by + су) = 0 (k = any arbitrary 
constant) is the equation of any line passing through the two lines 
ax + by 476 = 0, апа ax + у + = 0. 

(ii) aw + by + a = 0, ак + bay + cs = 0, ах + у + ca = 0 
are concurrent if three constants k, 1, m (not zero) exist such that 

k (a + biy + а) + аз + bay + ca) + m (ах + bay + cs) 
= 0 holds identically. 

10. The equation of a circle whose centre is (a, B) and radius r 
is (х — a)? + (> — B)* = r°. 

General equation : х? +)? + 2gx + 29 + c = 0 

Centre ( — g, — f) ; radius = y g* + f* — с. 

If c = 0, the circle passes through the origin ; 

If f = 0, the circle has its centre on the x-axis ; 

If g — 0, the circle has its centre on the у-ахіз. 

Тһе equation of a circle on the join of (ху, уу) and (5, у) as dia- 
meter is + 


(x ক) (x — x9 + (y —) (9 — I) = 0. 


FORMULAE AND RESULTE уй 
" 
11. Conic sections 
Focus (x, Jı); Directrix ах + by Ес = 0 ; Eccentricity = v. 


Equation is : (x — х1)? + (у 988 "et b. 


Standard forms (Explanations of symbols in the book) 
Parabola : y? = 4-4ax ; (y — k)? = + 4a(x — h). 

(a0) ৮৪ = + 4а); (x = h)? = + 4а(у — k). 
y 1 а №? А) Ei 
ГЫ JEU Aer 2 


EMEN m AG Ht 
sep; hor, D pem li 


Ellipse: а> 0°; e + 
a 


where, b? = а (1 — e*). 


Hyperbola : ৮1121 (Gentre origin ; focii on x-axis). 


а P 
E E (Centre origin ; focii on y-axis). 
d P 


where, b? = an (e — 1). 
12. Tangents 
уу = 2a(x + ху) for }# = 4ax at (ху, i) 
CABOS ТУ 
"imei for 5, + aat (хь) 
Normals : y — A = — 22 (x — xi) for yt = tax at (৮29) 
y = mx — 2am — ат? at (ат, — 2am) 
2 t у 
аиа l at (о). 
13. Parametric forms 
Parabola y? = 4ax ; x = at! and y = 2at 
Ellipse хаја? +j = 1 ; x = a cos 0 and y = & sin б. 
Hyberbola 12 — у! = 1 ; x = a sec 0 and y = b tan 0, 


0 
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(DIRECTED LINE SEGMENTS : PROJECTIONS) 


01. সুচনা 

গ্রীকৃদিগের জ্যামিতি এবং হিন্দু ও আরবদিগের বীজগণিত বিষয়ক জানে সমৃদ্ধ 
হইয়। প্রসিদ্ধ ফরাসী দার্শনিক ও গণিতবিদ Кепе’ Descartes (1596-1650) 
জ্যামিতি অধ্যয়নে বীজগাণিতীয় পদ্ধতির প্রয়োগকৌশপের প্রবর্তন করেন। এইজন্য 
তিনিই হইলেন Analytic Geometry 4! বিশ্লেষণমূলক জ্যামিতির 
গ্রবর্তক__ীহার নামের ল্যাটিন রূপ, 141: Cartesius, হইতে প্রাপ্ত Cartesian 
Geometry ব। কার্তেজি w (কার্টেজীয় ) জ্যামিতি নামেও ইহা! অভিহিত হয়। 
জ্যামিতিতে যেমন ধনাত্মক, সেইরূপ খণাত্মুক সংখ্যার প্রয়োগ কিভাবে করা যায়, 
তাহাই এই অধ্যায়ে প্রথমে প্রদর্শন করা হইবে 1 


202. দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশ (Directed Line-segments ) 
ধরা xt L একটি অনির্দিষ্ট সরলরেগা। ইহার উপর A ও ৪ LL 
করা হইল। তাহ! হইলে L রেখার / ও В দার! সীমাবদ্ধ অংশকে রেখা ংশ Ав 


amp হয়। রেখাংশ AB কে А হইতে B —— RN 
অভিমুখে নির্দেশিত বলিয়া fersat কর! ১০৪৪০, 

হইবে ।. ইহাকে A হইতে.৪.তে Же —L 
কার্ষের সহিত তুলনা কর যাইতে পারে। 

লক্ষ্য করিতে হইবে (т রেখাংশ BA হইল রা জজ L 


B হইতে A зе নির্দেশিত। А (ба 0.1. দ্বিক-নির্দেশিত came 
হইতে B অভিমুখে নির্দেশিত রেখাংশ / কে নির্দেশ করা হয় প্রতীক АВ দ্বার) আর 
BA হইল ৪ হইতে A অভিমুখে নির্দেশিত রেখাংশ | চিত্র 0.1 হইতে দেখ! যায় যে 
নির্দেশিত রেখাংশ তিনটি, যথা £ АБ, BG এবং তম এর মধ্যে সম্পর্কটি (চিত্রে 
প্রদশিত তিনটি ক্ষেত্রেই ) হইল 

AB-FBG- AC Ше» 
প্রকৃতপক্ষে, যে বিন্দুতে পৌঁছাইতে হইবে সেই বিন্দু সম্পর্কে বিবেচন! করিলে বলা যয় 
যে A হইতে B তে গমন ও পরে B হইতে C গমন, আর А হইতে С তে গমন হইল 

1 


2 দিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশ : অভিক্ষেপ 


তুল্য কাধ । কোন রেখার উপর অবস্থিত তিনের অধিক: বিন্দু সম্পর্কেও 5944 ফল 
পাওয়া যায়, wap: L রেখার উপর A, B, C, D যদি চারিটি বিন্দু হয়, তবে 
АВ --BC-FCD — AD. s (2) 
«11 একই রেখা বা দুইটি সমান্তরাল রেখার উপর অবাস্থত দুইটি 
দক্‌-নির্দেশত রেখাংশকে সমান বলা হয়, যাঁদ তাহাদের দৈঘ্য“ সমান হয় এবং দিক্‌ 
বা আঁভমুখ ( direction or sense ) একই হয় 1 
দিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশের বীজগাণিতীয় চিত্র বা রূপ (Algebraic 
Representation of Directed Line-segments ) 
প্রদত্ত কোন রেখ! L এর উপর দুইটি বিপরীত দিকের একটিকে L এর ধনাত্মক 
অভিমুখ এবং অপরটিকে উহার খণাত্মক অভিমুখ রূপে মনোনীত করা 927 | 
L এর উপর যে কোন দিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশ AB কে তাহ! হইলে ধনাত্মক 
বল! হইবে, যদি ইহার অভিমুখ ও L এর ধনাত্মক অভিমুখ একই হয় এবং 95100 
езд বল! হইবে, যদি উহার অভিমুখ ও L এর ঝণাত্মক অভিমুখ একই হয়। 
এইরূপ একটি দিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশ AB এর উপর একটি সংখ্য! ( number ) 
আরোপ করা যায়। যদি সাধারণ রেখাংশ АВ এর (401 হয়, তবে লেখা যায় যে 
AB-l, যদি А8 ধনাত্মক রেখাংশ হয়; 
= _ |, যদি AB 4414% রেখাংশ হয়। 
যদি ॥5=! হয়, তবে BA- -! এবং বিপরীতক্রমেও ইহ! সত্য । আবার 
AB+BA=0. ls Q) 
দিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশ সম্পর্কিত সমীকরণ: (1), (2), (3) কে অনুরূপ সংখ্যাগুলির 
ক্ষেত্রেও সত্য বলিয়া যাচাই করিয়া দেখা যাইতে পারে। ফলত কোনরূপ ভুল বা 
বিভ্রান্তি হইবার সম্ভাবনা নাই, যদি দক্‌-নির্দেশিত রেখাংশ এবং উহার 
অনুরূপ সংখ্যা উভয়কেই একই অন্বপাতন AS দ্বারা নির্দেশ করা হয়। কিন্ত 
যদি AB এর কেবল দৈর্ঘ্যের উল্লেখের প্রয়োজন হয়, তবে | АВ | বা কেবল АВ 
লিখিলেই হইবে । এখন হইতে যখনই কোন রেখাংশের অভিমুখ এবং উহার অনুরূপ 
সংখ্যা উভয়কেই উল্লেখ করিবার প্রয়োজন হইবে তখনই AB এই অস্কপাতন 
ব্যবহৃত হইবে | 


03. দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশের অভিক্ষেপ (Projection of а 
Directed Line-segment ) 
1. L রেখার উপর P বিন্দুর অভিক্ষেপ বলিতে বুঝায়, L রেখার উপর P 
হইতে অঙ্কিত লম্বের পাঁদবিন্দু м; যদি P, L এর উপরেই অবস্থিত হয়, তবে L এর 
উপর Р এর অভিক্ষেপ Р নিজেই। 


দিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশের অভিক্ষেপ 3 


2. ধরা যাক্‌, Pa একটি দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশ এবং L যে কোন একটি রেখা 
(চিত্ৰ 0.2 )। যদি Q 
L এর উপর P এর অভিক্ষেপ = M হয়, 


L এর উপর о এর অভিক্ষেপ-্াখ হয়, А 
তবে, L এর উপর Ба এর অভিক্ষেপ = MN 
যদি MN এর অনুরূপ সংখ্যাটি / হয়, তবে 
M MN 


L এর উপর Ра এর অভিক্ষেপ=!. 
যেহেতু MN — _ NM, স্থতরাং 
L এর উপর PG এর অভিক্ষেপ_ — (L এর উপর GP এর অভিক্ষেপ ) 

যদি L এর লঙ্বরেখার উপর 2, অবস্থিত হয়, তবে м, N feas মিলিত 
হয় এবং L এর উপর Ба এর অভিক্ষেপ MN তখন 4 | 

সিদ্ধান্ত £ দিক্‌-নির্দেশিত ' রেখাংশের অভিক্ষেপও দিক্‌-নির্দেশিত  রেখাংশ, 
সুতরাং উহাকে একটি সংখ্যার দ্বারা প্রকাশ করা যায় এবং Q সংখ্যাটি ধনাত্মক বা 
খণাত্মক হইবে যদি-অতিক্ষেপ রেখাংশ যথাক্রমে ধনাত্মক বা ANAF হয়। 


3. © রেখা (broken line )-র অভিক্ষেপ 
ধরা যাক্‌ ৪24৪০, একটি ভগ্ন (441 (চিত্র 0.3.) ; L এর উপর ইহার অভিক্ষেপ 
বলিতে বুঝায়, PP, гір, aR Paa এর L এর উপর অভিক্ষেপগ্ুলির 


yj 


Р. 


চিত্র 0.32. PQ এর অতিক্ষেপ 


যোগফল ; অর্থাৎ 


M Mo M М L 
চিত্র 0.3. ভগ্ন-রেখার অভিক্ষেপ 
L এর উপর PP, PQ এর অভিক্ষেপ 
— MM, + M1Mg-- MgN — MN 
=L এর উপর РӘ এর অভিক্ষেপ। 
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€ RECTANGULAR CARTESIAN CO-ORDINATES ): 


“otata স্থানাঙ্ক (POLAR CO-ORDINATES ) 
TJ. সুচনা 
এই অধ্যায়ে আসল প্রশ্নটি হইল, প্রদত্ত কোন সমতলে কোন হিন্দুর অবস্থান নির্দেশ 
কর!। বিন্দুটি কোন সমতলে অবস্থিত হইলে উপযুক্ত [Бе দুইটি সংখ্যা উহার 
অবস্থান নির্ণয়ের পক্ষে যথেষ্ট । ধর! যাক, কোন নগর x, অপর একটি নগর Y এর 10 
কি. মি. পূর্বে এবং 8 কি. মি. দক্ষিণে অবস্থিত 1 এক্ষেত্রে বল! হয়, দুইটি সং খ্যা (10, 8) 
Y এর সম্পর্কে x এর অবস্থান নির্দেশ করিতেছে-_সংখ্যা 10 এবং 8 কে দুইটি নির্দিষ্ট 
অভিমুখ বরাবর) যথাঃ Y এর যথাক্রমে পূর্ব ও দক্ষিণ দিক্‌ বরাবর, পরিমাপ করিতে 
হইবে। যখন এইভাবে একটি নিয় 855 ( directed ) বা দিক্‌-নির্দেশিত সংখ্যা 
মুগল কোন বিন্দুর অবস্থান নির্দেশ করে, তখন তাহাদিগকে বিন্দুটির স্থানাঙ্ক ( co- 
ordinates ) বলা ЕЯ | 
12. আয়ত কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক (Rectangular Cartesian Co-ordinates) 
প্রদত্ত কোন সমতলে a কোন বিন্দু ০ отет হুইল (চিত্র 1.1)! о বিন্দু দিয়! 
পরস্পর লঙ্ব দুইটি সরপরেখ| x Хох এবং YOY অঙ্কন করা হইল। প্রত্যেক রেখার 
উপর ধনাত্মক অভিমুখ (তীরচিহ্ন দ্বারা 
নির্দেশিত) মনোনীত করা হইল: সাধারণত 
Xox এর ধনাত্মক দিক ধরা হয় বাম হইতে দক্ষিণ 


অভিমুখে এবং YOY এর ধনাত্মক দিক নিচ হইতে 
উপরের অভিমূখে। অঙ্কপাতন ‘>’ নির্দেশ করে যে 
রেখাটিকে উভয় দিকে সীমাহীনভাবে বর্ধিত করা 
যায়। চিত্র 1 

মনে করা৷ হইল, সমতলটিতে P যে কোন faa দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশ OP 


সম্পর্কে বিবেচন! করা যাকৃ। ধর! যাক, দিক্‌-নির্দেশিত রেখায় Xox এবং Yov 
এর উপর OP এর অভিক্ষেপ যথাক্রমে OM এবং ОМ! মনে করা যাক্‌, ইহাদের 


আয়ত কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক 5 


অনুরূপ সংখ্যা দুইটি যথাক্রমে x এবং у. তাহা! হইলে সংখা|-যুগল (xs у) হইবে» 
এর স্থানাঙ্ক (aama আয়ত ( rectangular ) কারণ প্রাসঙ্গিক রেখাওয় 
( reference lines ) XOX ও Y'OY কে পরস্পর "wel "өт হইয়াছে )। 
зажат প্রথম বন্ধনীর মধ্যে লেখা 54-444 অঙ্ক x কে বল! হয় P বিন্দুর х- 
স্থানাঙ্ক [ বা ভুজ (abscissa) ] এবং দ্বিতীয় ww y কে বলা হয় yatata [ বা 
কোটি ( ordinate ) ]1 19199019 প্রবর্তক Кепе’ Descartes এর 414194104 
ইহাদের কার্টেজীয় ( Cartesian ) বল! হয়। ছাত্রছাত্রীদের এই বিষয়ে দৃষ্টি আকর্ষণ 
করা যাইতেছে যে ন্ধ-যুগল (x, y) এর হয় х অথবা! y অথবা! উভয়েই anaE 
হইতে পারে £ চিত্র 1.2, 13, 1.4 40471 


চিত্র 1.2, x -vo; у ve চিত্র 1.8. x —vo, y — vo fpa 14. x ve, у = ve 


|> -- 

осе মৃলবিন্দু C origin ), ХОХ রেখাকে х-4% ( x-axis ) এবং Y'ov 
রেখাকে ya (y-axis ) বল! ex 1 অক্ষ দুইটিকে স্থানাঙ্ক অক্ষ ( Co-ordinate 
axes ) বল! হইয়া থাকে 1 

স্মরণ রাখিতে হইবে : 

1. স্থানাঙ্ক creen এবং উহাদের দিক্‌ একবার মনোনয়নের সঙ্গে সঙ্গে ও 
সমতলস্থ প্রত্যেক বিন্দুর (x, y) আকারের স্থানাঙ্ক নির্দিষ্ট হইয়া যায়। 

2. বিপরীতক্রমে, যে কোন সংখ্যা-যুগল (x, y) এর জন্য একটি gait fas 
P পাওয়! যাইবে, যাহার স্থানাঙ্ক হইবে (х,у)! жон উপর ON = x লইয়া 
এবং -অক্ষের উপর M বিন্দুতে cw 554 করিয়! উহার উপর МР= y লইলেই 
P বিন্দুটির অবস্থান নির্ণাত হইবে 1 

3. ০ এর স্থানাঙ্ক (0,0); এ-অক্ষের উপর যে কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক =(%, 0) ; 
+-অক্ষের উপর যে কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক =(0, y) ! 


6 আয়ত কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক : ‘পোলার’ স্থানাস্ক 


স্থানাঙ্ক ыр 
দেখা গেল যে 2-অক্ষের উপর অবস্থিত প্রত্যেক বিন্দুর কোটি 0( 49) এবং 
সমতলে এইগুলিই একমাত্র বিন্দু যাহাদের কোটি 421 এই তথ্যটিকে নিয় প্রকার 
উক্তির দ্বারা প্রকাশ কর! হয়, যথা : 
এ"অক্ষকে у=0 এই সমীকরণ «tal পাওয়া m 
এবং অনুরূপ যুক্তিতে, ॥-অক্ষকে x0 এই সমীকরণ ছার! পাওয়া যায় 
ere বলা যায় যে সমীকরণ 40 অক্মদ্বয়কে নির্দেশ করে। 


পাদসমূহ ( Quadrants ) 
স্থানাঙ্ক Cer সমতলটিকে চারিটি অঞ্চলে বিভক্ত করে-_ইহাগের পাঁদ বলা 


হয়। চিত্র 15 দ্রষ্টবা-_উহাতে 


К AY 

менне КЕ 2nd Quadrant | 151 Quodront 

গ্রদপিত হইয়াছে। Abscisso-ve | Abscissq« ve 
মন্তব্যঃ উপরে বণিত স্থানাস্ক- » Ordindte*ve | Ordinote + ve " 

পদ্ধতি আয়ত কার্টেজীয় АЫ 3rd Quodront m Quodrant 

পদ্ধতি বলিয়া পরিচিত। কখনও | 

কখনও অক্ষদ্বয়কে আয়তাকারে লওয়া Abscissü-ve | Abscissa+ve 

হয় না। সেক্ষেত্রে স্থানাঙ্ক পদ্ধতি Ordinote-ve | Ordinole-ve 

হইল তির্যক (oblique ) 1 দুইটি 4 

রেখা ( পরস্পর mw না হইতে পারে ) 017১ 


XOX এবং Y'OY মনোনীত করা হয় এবং প্রত্যেক রেখার উপর ধনাত্মক দিক্‌ স্বীকার 
করিয়া লওয়া হয়। 

ধরা যাক ZXOY-o; সমতলে যে কোন 
RAP লওয়া৷ হইল। yeu সহিত সমান্তরাল 
করিয়া PM এবং PN afaa হইল [ চিত্র 1.6 
а]! দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশ SM = x এবং 
ON=y হুইল P এর তি্যক স্থানাঙ্ক। অক্ষয় 
এখন Кебе অক্ষ বলিয়া অভিহিত হইবে। 

futs ww" বর্তমান পাঠ অভ্র চিত্র 16, তিধক awqa 
নছে। কৌতূহলী ছাত্রছাত্রীদের wy কেবল মৌলিক সংজাটি প্রদত্ত হইল। পুস্তকের 


“পোলার! atata 7 
অবশিষ্ট অংশে অক্ষৎয়কে আয়ত বলিয়াই ধরিয়া "өш হইবে (4% না কোন 
ক্ষেত্রে (944 অক্ষের পক্ষে বিশেষ কোতৃহলজ্নক কোন ফলের কথা ds 
উল্লিখিত হয় )। 


তানুশীললী 

বর্গাঙ্কিত ছককাগজ meu উহাতে আয়ত অক্ষ স্থাপন করিয়া i 

1. নিয়লিখিত বিন্দুগুলি সংস্থাপিত কর (1 সে. মি, কে একক লইয়া); 

(0, 1); (1,0); (2, 2): (2-2): (-2,-2); 

(-22; (0-25; (-1,1): (-4 32), (324,- 87) 

2. (3,2), (-2,2;(-2,-1) (3,-1)-এই {өт সংস্থাপিত কর 
এবং যাচাই করিয়া দেখাও যে Beal একটি আয়তক্ষেত্ৰ গঠন করে| Bera 
বাছগুলির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

3. দেখাও যে (1, 2), (—3, 2), (3, - 2) forana 86 করিয়া একটি বগ 
গঠন সম্ভব এবং ছক কাগজের সাহায্যে উহার চতুর্থ শীর্ষের ratu নির্ণয় কর । 


413 'পোলার' স্থানাঙ্ক ( Polar Co-ordinates ) 

কোন সমতলে একটি ota বিন্দু হইতে অপর যে কোন একটি বিন্দুর দুরত্ব এবং 
উহার অভিমুখ উল্লেখ ছার! ঘিতীয় fame অবস্থান সম্পূর্ণরূপে নির্দেশ করা সম্ভব i 
এই ধারণাই হইল ‘পোলার’ স্থানাঙ্ক পদ্ধতির ভিত্তি i 

ধরা যাক 0 হইল সমতলঙ্থ ата fev একটি wafa ох (ইহার wq, 
রেথাটিকে কেবল তীর (Бла দিকে বধিত করা যায় ) বিবেচনা কর! uM fia করা 
হষ্টল যে এই রেখা হইতে কোণগুলির পরিমাপ "өт бїт! ধর! হইল, P 
সমতলটিতে যে কোন একটি few) ০ 


হইতে ইহার gay ОР! কে ছারা, এবং piina) 
কোণ AOP কে ৪ দ্বার! নির্দেশ করা হইল; 

0A হইতে ОР «tw ঘড়ির কাটার গতির তে — 
বিপরীত অভিমুখে 0 কোণের পরিমাপ fia 1.7. P এর 'পোলার' স্থানাঙ্ক 
meu হইয়াছে | তাহা হইলে (ғ, 0) হইল 


аЗ 
. ভ্রিকোণামিতিতে মোটামুটি জ্ঞানলান্তের পরই ছাত্রছাত্রীদের অনুচ্ছেদ 12 4%14 অধ্যয়ন 
করিবার পরামর্শ теп মাইতেছে। অনুচ্ছেদ 19 এর পর দ্বিতীয় অধ্যাচ পাঠ তরুণ শিক্ষার্থীদের নিকট 


কঠিন হইবে না। 


8 আয়ত কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক 3 ‘পোলার’ স্থানাঙ্ক 


P এর পোলার স্থানাঙ্ক। о কে বল! হয় পোল ( Pole ) বা মূলবিন্দু; OA কে বলা হয় 
প্রারম্ভিক অর্ধ-রশ্মি (Initial Һа -тау); এবং r কে রেডিয়াস-ভেক্টর 
( Radius vector ) ও 0 কে ভেক্টরিয়াল কোণ ( Vectorial angle ) বল হয় 1 

স্মরণ রাখিতে 2204: 

1. 7 এবং 0 প্রদত্ত হইলে একটি এবং কেবলমাত্র একটি বিন্দুই 
নিণাত হইবে। 

2. অপর পক্ষে, কোন বিন্দু P প্রদত্ত হইলে? ( = | 68 |) সম্পূর্ণরূপে নির্ণয় 
করা যায়, কিন্তু 04 মান, পরস্পর 360° ( 41 27 ) এর গুণিতকের পার্থক্যসম্পন্ন 
অসীম সংখ্যক মানের সেটের যে কোন একটি হইতে পারে, যথা £ 19, 04-2, 0 +4, 
94767, есер 

3. মূল বিন্দু ০ এর ক্ষেত্রে ৮0, কিন্ত 9 কে অনন্যভাবে (uniquely ) নির্ণয় 
করা যায় না। তবে ০ এর পোলার স্থানাঙ্ক =( 0, 0° ) ধরা যায়। 

4. ‘পোলার’ স্থানাঙ্কের এইরূপ সংজ্ঞা দেওয়া সম্ভব, যাহাতে + খাণাত্মক হইতে 
পারে (যদিও এইরূপ সংজ্ঞা পূর্বে দেওয়া হইয়াছে যাহাতে + সর্বদা ধনাত্মক হয় )। 
এক্ষেত্রে (— 2, 30°) Raf পাইতে হইলে OA এর সহিত 30" কোণ করিয়া Caf 
OB অঙ্কন করিতে হইবে ; পরে ইহার বিপরীত অর্থরশ্মি OC এর উপর রেখাংশ OP 
স্থাপন করিতে হইবে, যেখানে 
| ӨР | =2 একক। তাহা হইলে 
Р এর স্থানাঙ্ক হইবে ( — 2, 30°) 1 
| ‘পোলার’ স্থানাঙ্কের এই পদ্ধতি 

(7 কে খণাত্মক লইয়া) সাধারণ- 
তাবে স্বীকৃত হয় না। স্থতরাং মূল 
সংজ্ঞাতেই অবিচল থাকা হইবে 
এবং r এর খণাত্মক মান পরিহার করিয়া চলা হইবে, যদি না কোথাও ইহার বিপরীত 
সুস্পষ্ট কোন বিবৃতি প্রদত্ত হয়। 


চিত্র 18. Р(ғ,-уе) এর ‘পোলার’ স্থানাঙ্ক 


অনুশীলনী 
1. নিয়লিখিত বিন্ুগুলি সংস্থাপিত কর : 
(1, 0°), (5, — 30°), (3, 180%), (0, 45°), 
(2,200), (4 1m) (5, 30°), (2, —90°) 


(6, $7). 


কার্টেজীয় এবং পোলার স্থানাস্কের মধ্যে সম্বন্ধ 9 


2. যে বর্গের কেন্দ্র 0 তে অবস্থিত, একটি বাহু প্রারম্ভিক অর্ধ-রশ্মির উপর লম্ব 
এবং উহার দৈর্ঘ্য 2a, তাহার শীর্ষগুলির স্থানাঙ্ক কি হইবে? 
[উঃ (342৫, 7/4), (+ /2a, 37/4) | 
3. сиё সমবাহু ত্রিভুজের শীর্ষগুলির স্থানাঙ্ক কি হইবে, যাহার কেন্দ্রে ‘পোল’ এবং 
একটি 14 Ол এর উপর অবস্থিত ? [উঃ (а/,/3, 0), (2/58, 27/3), (৫148, 4т/8) 1 
4. যাচাই করিয়া দেখ যে বিভিন্ন ‘পোলার’ স্থানাঙ্ক-যুগল, যেমন (৮, 0), 
(=r, 64-7), (ғ, 04-27) হইতে একই বিন্দু পাওয়া যাইতে পারে 1 


жга. কার্টেজীয় এবং পোলার স্থানাক্কের মধ্যে 744 

[“কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক” শব্দটি সর্বদা “আয়ত কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক” কে বুঝাইবে, যদি না 
অন্যরূপ বলা থাকে 1 ] 

-- < 

ধর! যাক, আয়ত অক্ষদ্বয় ১:০৯ এবং Y'OY সম্পর্কে P হইল (x,y) বিন্দু। মনে 
করা হইল ‘পোল’ о এবং প্রারম্ভিক অর্ধরশ্মি OX 
সম্পর্কে P এর ‘পোলার’ স্থানাঙ্ক হইল (7, 0) 1 
841516, -অক্ষের উপর ОР এর অভিক্ষেপ ОМ; 
সংজ্ঞা অনুসারে, 

OM-x, М5--у, | ОБ | =r, Z MOP =0. 

সমকোণী ত্রিভুজ OMP হইতে, 


y! 
x=r cos 9 
y=r sin ө 


cos o=% sin 0=7? 
r Y 


অর্থাৎ x=r cos 0, y=r sin 0 ... (1) চিত্র 1.9. а এবং 
এই за দুইটির সাহায্যে “কার্টেজীয় পোলার TATEA মধ্য! সম্বন্ধ 


স্থানাঙ্ককে ‘পোলার’ স্থানাঙ্কে রূপাস্তরিত কর! যায়। 
আরও পাওয়া যায় যে : (i) /৪-:৪472 এবং r= + Мр 
(ü) өсе এইরূপে নির্ণয় করা হয় যেন |... о 
x=r cos0 ও утт sin 0 এই J 


উভয় সম্পর্ক সিদ্ধ হয়। 
টাকা | 9=tan it সম্পর্কটি দ্বার্থক, সুতরাং পারহার করা উচিত। (2) এ 
বিবৃত তথ্যের সাহায্যে “পোলার, স্থানাঞ্চকে ‘কার্টেজীয়’ স্থানাক্কে রপান্তারত 
করা যায়। 


10 আয়ত কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক : “পোলার, স্থানাঙ্ক 


Sei 1. যে বিন্দুর কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক (— ,/3,1) তাহার পোলার স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় করিতে হইবে 1 
এখানে = /3-% cos 0, 1=rsin0; থতরাং r= + ২ /3)#+\1)#=2 
6 এমন কোণ যেন cos O= — 43/2. এবং sin 8—1/2. 
*, 0 অবশ্যই দ্বিতীয় পাতে আছে, সুতরাং 0— 150" 41 5716. 
নির্ণেয় পোলার স্থানাঙ্ক (2, 57/6). 
зт. 2. যে বিন্দুর “পোলার, স্থানাঙ্ক. ( ,/2, 57/4), তাহার কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় করিতে হইবে | 
এখানে x= ,/2 cos 57/4 —1, у= J sin 51/4- -l 
নির্ণেয় কার্টেজীয় зізіз(-1, —1). 


অনুশীলনী 
1. কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর যখন বিন্দুগুলির ‘পোলার’ 41416 হইল : 
(2, 2), (2 42, 50), (3, 87), (1, 147). 
2. সেই বিনুগুলির “পোলার atata. fada কর যাহাদের কাটেজীয় স্থানাঙ্ক হইল : 
(48, 1), (2,1), (- 1, — 43), (0,1). 


[ উত্তর ই à, 4/8), (72, 2), (0, —8), Q8, -4). 


ITI 6 S ea) 


2 


2 É 
দুইটি বিন্দুর মধ্যে দুরত্ব 
(DISTANCE BETWEEN TWO POINTS) : 


বিভক্তিকর্পণের অন্থপাত 9119054 ক্ষেত্রফল 
(SECTION RATIO : AREA OF TRIANGLES) 


21. সুচনা 

পূর্ববর্তী অধ্যায় ছুইটিতে আলোচিত স্থানাস্কের ধারণাগুলির সহজ প্রয়োগই বর্তমান 
অধ্যায়ের বিষয়বস্ত। কোন বিন্দুর কাটেজীয় স্থানাঙ্ক নির্ণয়ের জন্য দিব্-নির্দেশিত 
রেখাংশ OB (চিত্র Ll) এর স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয়ের উপর অভিক্ষেপ বিবেচনা করা 
হইয়াঁছিল। পরবর্তী প্রশ্নটি হইল, যে কোন দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশ P Pa (চিত্র 2.1) 
এর евала উপর অভিক্ষেপ বিবেচন! করা 90 হইতে দুইটি বিন্দুর অস্তর্বতী 
দূরত্ব নির্ণয় এবং যে বিন্দু একটি রেখাংশকে কোনও নির্দিষ্ট অনুপাতে বিভক্ত করে 
তাহার স্থানাঙ্ক নির্ণয় সম্পর্কে প্র আসিবে । ত্রিভুজের শীর্ষত্রয়ের স্থানাঙ্ক জান! থাকিলে 
উহার ক্ষেত্রফল নির্ণয়ের পদ্ধতি প্রদর্শনের পর অধ্যায়টির Яй করা হইবে। 
প্রত্যেক অনুচ্ছেদে উহা হইতে লব্ধ ফল-বা স্থত্রের সরল প্রয়োগ বিষয়ক কতিপয় 
чайн প্রদত্ত হইয়াছে । অধ্যায়ের শেষে বিবিধ প্রশ্নের আকারে অতিরিক্ত অনুশীলনী 
প্রদত্ত হইল-_ইহা'রা অধিকতর জটিল প্রকৃতির ৷ 


22. স্থানাঙ্ক অক্ষদ্রয়ের উপর দিক্‌ নির্দেশিত রেখাংশের আভিক্ষেপ 


এক সেটু আয়ত অক্ষ X Vox এবং Y FOY সম্পকে 
ধরা যাক্‌ Р, ও Pa я স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
(xi pa) এবং (xg, Ja) | অক্ষয়ের “উপর 
দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশ Бір; এর অভিক্ষেপ fads 
করিতে হইবে (চিত্র 2.1) 1 

ভগ্ন-রেখা P oP, বিবেচনা q 4141 
অনুচ্ছেদ 0:3 হইতে জানা যায় যে 

2-অক্ষের উপর РОР এর অভিক্ষেপ 

=P O এর অভিক্ষেপ РОР: এর অভিক্ষেপ চিত্র E 


(উভয় অভিক্ষেপই £-অক্ষের উপর ) 
т 


010 দুইটি বিন্দুর মধ্যে দূরত্ব 


= _(6P; এর অভিক্ষেপ )--oP, এর অভিক্ষেপ (উভয় অভিক্ষেপই 


х-50%4 উপর ) 
=-бм,+ом» 
-o—xpxg. 
অনুরূপভাবে, Y-অক্ষের উপর Р.ОРа এর অভিক্ষেপ_ — yi yo. 


অনুশীলনী 
1. স্থানাঙ্ক অক্ষয়ের উপর রেখাংশ ра এর অভিক্ষেপ-দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর, যেখানে 
р এবং ә বিনয়ের স্থানাঙ্ক হইল যথাক্রমে 2 
G) (3, 2), (6,5); (4) (-2,3,(-8-9; 
Gi) (0,1), (7,1)% (৮) (2, -1), 6, —4). 
2. A, B; ©, D হইল যথাক্রমে (—2, 4), (3, 2), (73, —1), (2,3) বিন্দু। 
দেখাও যে &-অক্ষের উপর AG এবং CO এর সভিক্ষেপ দুইটি সমান। 


[উঃ 1 () 8,8; GD 5,0: (i) -6, -5: (Gv) 7, —3.] 
223. দুইটি বিন্দুর মধ্যবর্তী দুরত্ব 
"IS UH 


MT ERE < 
প্রদত্ত wj অক্ষদ্বয় ХОХ44% Y OY 


এই অক্ষদ্বয় সম্পর্কে ধরা যাক ғ) এবং Pa аста স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
(ху, ya). এবং (xa, уо)! 

«ab যাক %-অক্ষের উপর P (Pa এর জভিক্ষেপ MIM a: 
1142-05-05 লগ 21- 

61 দিয়া -অক্ষের সমান্তরাল একটি রেখা এবং 
Ра দিয়া )-অক্ষের সমান্তরাল একটি রেখা অঙ্কন 
করা হইগ ! ধরা, যাক্‌, এই রেখা দুইটির ছেদবিন্দু 
а দ্বারা নির্দেশিত হয়। 

স্পষ্টত, ০১০5 = у-и উপর PiPg এর 
অভিক্ষেপ = ра yI 


এবং ৮২৯14814448 — ху, চিত্র 2.9 


এখন সমকোণী ত্রিভুজ P aP, হইতে পীধাগোরাসের 94419 IRANA 


2 2 2 
16555 | = |Pz,@ | + | ер, | 


অনুশীলনী 13: 


অর্থাৎ d*—(x,—x)*- (ys - y? 
а= + X(x4—x)*- (s у)". 
বিশেষ ক্ষেত্রে, 14154,0 হইতে P, : (ху, yi) এর ЧЕ xt Ryu 
З. 1. যে ত্রিভুজের শীর্ষ তিনটি (-2, 3), (-2, –1), (4 -1) বিন্দু, 
তাহার বাহুগুলির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 


বিন্দু তিনটিকে যথাক্রমে A, B এবং С ধরিয়া, 

AB2= |75 | ®=(—2+2)#+(—1-3)#=16; '. | | =4 
Bo? = |BG | 2=(4+2)2+(—1+12=36; ©. |82| =6 
сАЗ- | উন | ?2(-2- 48-F (8-1)? 552 ; Pea 227/13 
আরও লক্ষ্য কর যে ABJ-BCP-CAT, west А, B, С একটি সমকোণী 


ত্রিভুজ উৎপন্ন করে, যাহার B কোণ — 90". 
ті. 2. দেখাও যে নিয়লিখিত বিন্দুগুলি সমরেখ : 
A : (—3, —2), в: (5, 2), с: (9, 4). 
AB= /(5+3)2+(2+2)2 —4 J5, вс= /(9—5)2 + (4-2) =2 45, 
АС- A(94-3)8 + (44-2)? —6 ,/5. 
যেহেতু АВ--ВС-АС (. 4 15-52 ,5-6 45), সুতরাং A, B, C বিন্দু 
তিনটি এক সরলরেখায় অবস্থিত, অর্থাৎ 75044 | 


অনুশীলনী 
1. নিম্নলিখিত বিন্দ-যুগলগুলির মধ্যে দুরত্ব নির্ণয় কর : 
(2, 1) এবং (2, -2); (—3, —6) এবং (— 14, -8); * 
(4, 8) এবং (4, -8); (8, -5) এবং (8, 7). 


[উঃ 5; 545; 16; 13] 
2. প্রমাণ কর যে (at?, 2at) এবং (% -&) (8444 মধ্যে 134 
1 2 
(е : 
3. প্রমাণ কর cq RTA (a cos 0, а sin 8) ও (а соз $, а біп $) এর 
মধ্যবর্তী দূরত্ব হইল 24 sin 64 
4. প্রমাণ কর যে (4, -2, (8,2, (,-1) f তিনটি একটি সমদ্বিবাহু, 
ত্রিভুজের শীর্ষ এবং ইহার ভূমির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 


Л দুইটি বিন্দুর মধ্যে q3* 

5. প্রমাণ কর যে (—7, 1), (5, =4), (10, 8), (—2, 13) বিনুগুলি একটি 
বর্গের 8484 এবং বর্গটির ক্ষেত্রফল নিণয় কর। 

6. দেখাও যে (1) —2) বিন্দুট একটি বৃত্তের কেন্দ্র যাহ! (11, 3) 
(—1, —15), (13, —7), (4, -14) Raati 1 

7. একটি ত্রিভুজের শীর্ষ তিনটি (-2, 3), (-2, —1) এবং (4, -1) বিন্দু; 


উহার বাহুগুলির 740 নির্ণয় কর। নীর্ষগুলি মূলবিন্দু হইতে কত দুরে অবস্থিত 7 
[উঃ 4; 6; 2418; J18, Nö, 4/17 | 


“8. প্রমাণ কর যে (2а, da), (2a, ба) এবং (2a-- 3a, 5а) বিন্দু তিনটি 

একটি সমবাহু ত্রিভুজের শীর্ষ এবং উহার প্রত্যেক বাহুর দৈর্ঘ্য 2а. 
9. একটি রেখার দৈর্ঘ্য 10 একক এবং ইহার এক প্রান্ত (2, -3) বিন্দুতে 

‘অবস্থিত; যদি উহার অপর প্রান্তের ভূজ 10 হয় তবে প্রমাণ কর যে এ প্রাস্তবিন্দুর 
কোটি হয় 3 অথবা — 9. 

10. দেখাও যে (аз প্রতিক্ষেত্রে বিন্দুগুলি সমরেখ : 

а) (0,4) 9, -2, (-2,9); G) (52, 3), (56,195 (710 -1); 
(їй) (1,2), (-3, 10), (4, —4) 5 (v) (1,3), (72, —3), (3,7). 


fefe wm 
পরস্পর o কোণে নত 5944044 ক্ষেত্রে (4894 P (xi, yi) এবং Pa(xa, уз) 


এর মধ্যে {ач 
=+ (xa = x1)? + (ya = ул) +2055 — x1Xys — уз) cos ০. 


ইহ! চিত্র 2.3 হইতে পাওয়া যাইবে, কারণ 


ому =х1, OMg- xa, ফলে Ж 
MIM Pih = ха an 5 eh 
МІіРі-у, МәРа-) এবং ৫ 
942৪-02-75) X. 
২ চা: পাম ы 23. দুইটি বিন্দুর মধ্যে দূরত্ব 
=180 —. (бебе অক্ষ) 


সুতরাং, — P,Pg?— P,G?--GP5? —2P,G.8P, cos (180°—) 
[ সমতল ত্রিকোঁণমিতি--10ম অধ্যায়, উপপাদ্য 3 দ্রষ্টব্য 1 ] 
d? (5 - x1)* F (ya - y1)? t 2(xa — x1)(ys — уу) cos ০. 
ж পাঠাগ্চীর аза নহে। তবে 240 8142 ছাত্র-ছাত্রীদের মনোযোগ আকর্ষণ করিতে পারে 


নিদিষ্ট অনুপাতে একটি রেখাংশের বিভক্তিকরণ 15 


যদি o — 90" হয়, তবে অক্ষদ্ধয় আয়ত হইয়া যায় এবং তখন d? এর পূর্বে fade 

মান পাওয়া যায়, যথা ই . 
d? — (xs — x1)? +(ув—у)%. 

বিন্দুদ্বয়ের মেরু ৰা পোলার স্থানাঙ্ক (ra 01) এবং. (ға, 92) হইলে 

941044 মধ্যে দুরত্ব 

ধরা যাক্‌ OA প্রারম্ভিক =n, 
পোল o. 

ধর! 116 P, এবং P, এর মের 
| polar ) স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (r4, 011 এবং 
(бз, ба)! PaPa দূরত্ব নির্ণয় করিতে চিত্র 24. মেরু বা গোলার স্থানাঞ্কের 


হইবে । মাধ্যমে দুইটি বিন্দুর মধ্যব তা qaq 
2.4 চিত্র হইতে, 


ОР; =г1, ОРа=та; ZAOP,—0,, ZAOPg — 0g, 


সুতরাং 42012 » 9$ — 09. 
AOPP, হইতে ভ্রিকোণমিতির সাহায্যে পাওয়া যায় : 


25722 92587012282 — 20P,.0Pg cos РаОР| 


—r4? -- rg? —2rarg cos (0; — ба) 


দুরত্ব РР» = + Nri2+r22—2rirs cos (0, — 05). 


অনুশীলনী 
1. Pi এবং Рә এর মধ্যবর্তী দূরত্ব নির্ণয় কর যদি উহাদের মেরু বা পোলার 
স্থানাঙ্ক হয় যথাক্রমে : 
(à (2, 30°) এবং (4, 120); (i) (а, 8) এবং (За, 7,6). 
2. প্রমাণ কর যে (0, 0), (3, 71/2) এবং (3, 7/6) Raa একটি সমবাহু fags 
উৎপন্ন করে। 


24, নির্দিষ্ট অনুপাতে একটি রেখাংশের বিভক্তিকরণ 


rcd cm 
এক প্রস্ত আয়ত অক্ষ x ox এবং Y'OY সম্পর্কে, ধরা যাক, Ру : (х1, уу) এবং 


Pa (ха, уа) বিন্দুগামী রেখাংশের উপর P : (x, y) একটি বিন্দু। 


16 9 দুইটি বিন্দুর মধ্যে দূরত্ব : বিভক্তিকরণের অনুপাত 


চিত্র 2.5 এ P, রেখাংশ PPa এর মধ্যে অবস্থিত। fos 2.6 এ P, 
রেখাংশ БІР; এর বাহিরে অবস্থিত [ বরং বলা ভাল, P, (উভয়দিকে) বধিত 
রেখাংশ 6765 এর মধ্যে যে কোন বিন্দু ]। প্রথম ক্ষেত্রে বলা হয় CX P, 6162 কে 
অস্তৰ্বিভক্ত করিয়াছে এবং দ্বিতীয় ক্ষেত্রে P, P Pa কে বহিবিভক্ত করিয়াছে | 

প্রসঙ্গত স্মরণ করা যায় যে প্রত্যেক দিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশের উপর একটি অনুরূপ 
বাস্তব সংখ)া আরোপ করা যায়__সংখ্যাটি ধনাত্মক অথব! খণাত্মক হইতে পারে 
(অনুচ্ছেদ 02)1 wwe РР এবং 82৪ এর উপর দুইটি অনুরূপ সংখ্যা আরোপ 
কর! হইল আন্তরিভাগের ক্ষেত্রে সংখ] দুইটি অবশ্যই একই ете হইবে ( হয় 
উভয়ে ধনাত্মক অধব! উভয়ে খণাত্মক, ФҸ PIP এবং РР) রেখাংশ দুইটির 
wfex সদৃশ ), কিন্তু বহিবিভাগের ক্ষেত্রে man দুইটির fom 449% পরস্পর 
বিপরীত হইবে (একটি ধনাত্মক এবং অপরটি 44146, কারণ PIP এবং PP. 
রেখাংশ দুইটি এখন পরম্পর বিপরীত অভিমুখী )। মনে করা যাক্‌, БІР এবং РР; 
এর জন্য eni দুইটি যথাক্রমে m এবং 414 কর! হইল 1 এই সংখ্যা দুইটি হুবহু 
БІР এবং Pe. দৈর্ঘ্য হইতে পারে অথবা উহার এই দৈর্ঘ্য দুইটির 
জমানুপাতী হইতে পাঁরে। উভয় ক্ষেত্রেই РР: РРа=т: n. 

নিয়লিখিত ভাষায় উপরের 494006 সংক্ষিপ্তাকারে দেওয়া হইল : 


P, রেখাংশ 669 কে PIP : PPa =m : n অনুপাতে বিভক্ত করিয়াছে ॥ 


অনুপাত m: n ধনাত্মক, যখন ৮4759 কে Y 
P অন্তর্বিভক্ত করে এবং খণাত্মক, যখন 
বহিবিভক্ত করে। 


এখন Р এর স্থানাঙ্ক x এবং y কে Р, 
এবং Ра এর স্থানাঙ্কের সাহায্যে প্রকাশ 5 Q 
করিতে হইবে । 

যেহেতু, Р,Р:РРа=т:п, wes X 2 
xw Әң PiP এবং e, এর | 7 ^ % + 
অভিক্ষেপ ছুইটিও অবশ্যই একই অনুপাত Y 
mina থাকিবে, ফলে ( চিত্র 2.5 দ্ৰষ্টব্য ) চিত্র 25. aafe 


Jf 


R 


А 


বা, 
Хә-х п 


тха пх 


বা, nx-nux—mxg- mz, এবং ইহা হইতে х= 
mtn 
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/-অক্ষের উপর অভিক্ষেপ সম্পর্কে অঙ্ুরূপ বিবেচনার ফলে y এর মান নির্ণায়ক 


সূত্রটি পাওয়া যাইবে । স্থতরাং P এর স্থানাঙ্ক দুইটি হইল 


туь ty, 
mtn 


= M2 nx, 
m+n 


চিত্র 2.6 এর ক্ষেত্রেও অনুরূপ যুক্তি গ্রযোজ্য-_-কেবল মনে রাখিতে হইবে যে 
m:n অনুপাত এখন ANAF ( m, n এর একটি ধনাত্মক এবং অপরটি খণাত্মক )। 
[লক্ষ্য কর ( m :—n এই IRAS লইলে ) যে 


m «МіМ- х— х1 =“ “1, weg xan. 
-п мма -(%-%а) Xa-x Pius 


х ‚ у= 


টাকা £ 


সত্যাট, দুইটি সদৃশ ত্রিভুজ РіоР এবং 
PRP, লইয়া বিবেচনা কারলেও সাঠক А 
বালয়া যাচাই করা যায়; কারণ 159 2.6 

IRIA А 


PiP ғә, MM 
PP% ЕР) ММ; PAS. j 
(15m 2.5 এর সাহায্যেও ইহা প্রমাণ Т; 


da - চিত্র 2.6-_-বহিবিভাগ 
একটি গুরুত্বপূর্ণ বিশেষ ক্ষেত্র 


যখন т=п, তখন রেখাংশ Р.Р. এর মধ্যবিল্দু Р এর স্থানান্ক পাওয়া যায়, 


51755 Уз. 
2. 2 


যথাঃ х= y 
মন্তব্য £ P, এবং раты? রেখাটিকে উভয় দিকে বধিত অবস্থায় বিবেচনা 
করা যাক-। (ән বিন্দু Р যখন Рі এর সাঁহত মিলিত হয়, তখন অনুপাত 
m: e RE Р, এর বাম পার্শ্বে আনিয়া Рі হইতে অসীম দূরত্বে লইয়া 
যাইতে থাঁকলে অন:পাতাঁটর মান 0 হইতে পারবাতিত হইতে হইতে -1 এর দিকে 
অগ্রসর হয় ; P যখন Pi হইতে Ра তে যায়, তখন অন:পাতাটর মান 0 হইতে 
পারবাঁতত হইতে হইতে = আঁভম্যুখে যায়। যখন Р, Ра এর সাঁহত মিলিত হইয়া 
পরে Po এর দাক্ষণ পার্শ্বে অসীম দুরত্বে যায়, তখন অন:পাতাটর মান — c» হইতে 
পাঁরবাঁতিত হইতে হইতে -1 519474 অগ্রসর 541 ROS সমগ্র রেখাটির বাম 
হইতে দাঁক্ষণে Р চালতে থাকলে 
2 [wt:] 
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-1«7«of,); 04 eie; — > <%<-1 

ЗТ. 1. দেখাও যে, কোন চতুর্ভুজের শীর্ষ চারিটি рі: (-%,2, 
Pa : (—1, 3, Ps : (1, 0, P4: (3, 1) হইলে 951 একটি সামান্তরিক 1 

চতুর্ুজের কর্ণ দুইটি পরস্পরকে সমদ্বিধণ্ডিত করিলে উহা একটি সামাস্তরিক-_এখানে 
এই স্থপরিচিত তথ্যটির সাহায্য 
21641 হইবে। 

PaPa এর মধ্যবিন্দুর ক্ষেত্রে 

x= (3+ = -š, 


y=4(4+0)=2; 
PaPa এর মধ্যবিন্দুর ক্ষেত্রে 
х=1(-1+3)= -4 
у= 3+1=2. fa 27 


যেহেতু 34/54 দুইটি একই বিন্দুতে মিলিত হইয়াছে, স্থতরাং প্রমাণিত হইল যে 
প্রদত্ত চতুর্ূ্টটি একটি সামান্তরিক। অন্রূপভাবে যাচাই কর চিত্র 2.74 Р.РаРаРа 
একটি সামান্তরিক নহে 1 

Вт. 2. P,:( 3) এবং ৮5 : (5,-2) এর সংযোজক রেখাংশকে nafa- 
খণ্ডিত করা হইল। সমত্রিখণ্ডক বিন্দুগুলির মধ্যে Ру এর নিকটতর [en এর 
স্থানাঙ্ক নির্ণয় 941 

চিত্র 2.8 এ 


PPa -2 
(PIP এবং PP, উভয়েরই অভিমুখ নিয় দিকে বলিয়া, খণাত্মক চিহ্ন লওয়া 
হুইয়াছে। ) 
সুতরাং সমত্রিখগ্তক বিন্দু দুইটির মধ্যে Рі এর নিকটতর বিন্দু P এর স্থানাঙ্ক š 
_2.1+15 . 2341(-2) 
PEPES হা 
বা, х=й у=$ 
অর্থাৎ Р এর স্থানাঙ্ক (3, $). 
©]. 3. Ру:(5,—4) হইতে Р,:(7,-9) পর্যন্ত রেখাংশকে Ра এর 
অভিমুখে এইরূপ বর্ধিত করা হইল; যেন উহার দৈর্ঘ্য feed হয় অন্তিম fen P 
চিত্র 2.9 ) এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর | 


x 
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এখানে 1656 | =2 | PPa |, কিন্তু PP এবং РР) রেধাংশ দুইটির 
wfexs পরম্পর বিপরীত) Рр নিয়মুখী এবং РР) 96441 সুতরাং লওয়া হইল : 
Рір -2 


; ধরা যাক P এর স্থানাঙ্ক (x, >) | 


Y 


7:5,-2) 


y 
চিত্র 2.8 চিত্র 2.9 
_—2x7+1x5_ 

Vie Stm, dnce T9, 
L-2x(-9M1x(-4) __ 
Í -241 1⁄4 


Р এর স্থানাঙ্ক = (9, — 14). 

ЗҮ. 4. কেন্দ্র P,(—4,1) বিন্দুতে অবস্থিত এইরূপ একটি বৃত্তের কোন 

ব্যাসের একটি প্রান্ত 134 Pa (2,6); উহার অপর প্রান্ত বিন্দু Р (x, v) এর স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। 


এখানে PaPa 1 (চিত্র অঙ্কন করিয়া লও ) 
PPa +2 


к 5 a(-12:2(-4).. ` 
аә x 1142 10 
{у EDE OL 
0 তি x 


2. P এর স্থানাঙ্ক (—10,— 4). 
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- Ww 5. ত্রিভুজের Sacra (Centroid) 

ABC ত্রিভুজের BO, СА এবং AB 4194 মধ্যবিন্দু যথাক্রমে О, Е এবং Р. 
বিশ্লেষণ জ্যামিতির সাহায্যে প্রমাণ কর যে, যে বিন্দু মচকে 2: 1 অনুপাতে বিভক্ত 
করে তাহা! BE এবং СЕ রেখাংশদ্য়কেও একই অনুপাতে বিভক্ত করে। 

ইহা হইতে প্রমাণ কর যে ত্রিভুজের মধ্যমাত্রয় 74/94) (concurrent). 

(মধ্যমাত্রয়ের এই সাধারণ ছেদবিন্দুকে ত্রিভুজের СИ বলা হয়। ) 

এক সেট আয়ত অক্ষ সম্পর্কে শীর্ষ А,В,С এর স্থানাঙ্ক ধরা হইল যথাক্রমে 
(ха, 21), (za, Уа) এবং (кзз уз) | যেহেতু BG এর মধ্যবিন্দু D, সুতরাং 049 


স্থানাঙ্ক (s ntg l 


ধরা যাক্‌ 33, নত কে 2 : 1 অনুপাতে чајче করে, অর্থাৎ Ti А 
1 


তাহা। হইলে G, এর স্থানাঙ্ক হইল £ 
2. 241, х1 
2+1 


X Xi xs xs 


x 


তদ্রুপ у=71 tyatss, 


afr аз এমন বিন্দু লওয়া হয় যাহ! BEG 2:1 IRNS অস্তবিভক্ত করে তবে 
অনুরূপভাবে দেখা যাইবে যে ০৪ এর স্থানাঙ্কও হইবে ঃ 
(а, intret». 
3 3 
আবার as যদি СЕС 2 : 1 অনুপাতে অস্তবিভক্ত করে, তবে ওর স্থানাঙ্ক হইবে 
(tete Zata tra), 
3 3 
зз 34) аз, Ga বিন্দু তিনটি একটি বিন্দুতে মিলিত হয়, অর্থাৎ মধ্যম 
তিনটি একই বিন্দুতে মিলিত হয়, যাহার স্থানাঙ্ক হইল : 
(б 91872] 
3 ও 3 


এই বিন্দুটি ত্রিভুজটির 94048 | 


ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 21 
অনুশীলনী 
[ সংখ্যা-সংশ্লিষ্ট প্রশ্নে একটি চিত্র অঙ্কন করিয়া বিন্দুগুলি মোটামুটিভাবে বসাইয়া 
ওয়! বাঞ্ছনীয় । ] 
І. রেখাংশ Pr Pace বিন্দু P (x, y) এইরূপভাবে বিভক্ত করে যে P.P : PP 
=: 1; নিয়লিখিত ক্ষেত্রে P এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর £ 
G) Рі:(4,-3), Ра:(1,4; Фіпғ-2:1. 
“(й) Ру : (5,3), Ра:(-3,—3);т:п=1:3. 
Gü) Ру: (2,3), Pa : (3,—2); т:п-2:5. 


Gv) P1:(0,8, Ра : (7, Ys G ma -2, 
п + 

O) P: :(-5.2 ра: (0405 ৮ 

(wi) P,:(@,—5) Pa: (6,3); "3. 
п 4 


2. ত্রিভুজের শীর্ষগুলির স্থানাঙ্ক নিয়ে প্রদত্ত হইল ; প্রতি ক্ষেত্রে ত্রিভুজটির 99094 
নির্ণয় কর : 

(0 (5,7,(1,-3), (—5, 1). 

(а) (3,6, (-5,2,(7,-6). = 

Gai) (7, 4), (3, — 6), (—5, 2). 

3. Р; (6, 8) হইতে Р (ха, уа) পর্যন্ত রেখাংশকে যদি কোন বিন্দু (9, 2) 
3:7 অনুপাতে বিভক্ত করে, তবে P এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

4. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলির মধ্যবিন্দু (3, 2), (—1, —2) এবং (5, 4) হইলে 
ত্রিভুজটির শীর্ষ্রয়ের tata নির্ণয় কর। 

5. বিশ্লেষণ জ্যামিতির সাহায্যে দেখাও যে A (—3, 2), в (5,4), c (7, - 6), 
о(-5,-4) শীর্ষবিশিষ্ট ves জের সন্নিহিত বাহুগুলির মধ্যবিন্দুর সংযোজক রেখাগুলি 
একটি দ্বিতীয় চতুভূর্জ উৎপন্ন করে, যাহার. পরিসীমা! প্রথম 'চতুভূর্জের ія 


সমষ্টির সমান 1 
[উত্তর 1. (0) (2, 5/9): (ü) (8, 8/9): (iii) (417, 11/7) ; (iv) (1416, 18/5); 
б) (10,7): (м) (46/7, 1117), 2. (i) (1/8, 5/8); (ü) (5/8, 9/8); 
(іш) (5/8, 0). 3. (16, —19). 4. (-3, 4), (9, 0), (1, —8).] 
2/5. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল (Area of a triangle) 
<--> < 
এক সেট আয়ত অক্ষ ХОХ এবং Y'OY সম্পর্কে A, B এবং C এর স্থানাঙ্ক, ধরা 


যাক্‌, যথাক্ৰমে (хі, V1), (Ха, Уә), এবং (ха, уз)! 
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ABC এর ক্ষেত্রফল নির্ণয় করিতে হইবে । 
Даң А,В, কে সেই ক্রম 554104 
төңі হইল, যে ক্রমে উহাদের সহিত কোন 
ব্যক্তির সাক্ষাৎ হইবে, afr ওঁ ব্যক্তি А হইতে 
যাত্রা করিয়া Авс দ্বারা অধিকৃত 
অঞ্চলটিকে সর্বদা তীহার বাম দিকে 
রাখিয়া ত্রিভুজটিকে প্রদক্ষিণ করেন। এই 
ক্ষেত্রে বল! হয় যে দীর্ষগুলি, ঘড়ির কীটার ТЕРІ 
গতির বিপরীতক্রমে সঙ্জিত হইয়াছে। চিত্ত 9.10 ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 
441515, A, B, C বিন্দু হইতে %-অক্ষের 
উপর অঙ্কিত লম্বগুলির পাদবিন্দু যথাক্রমে L, M, N ( চিত্র 2.10 ) ! 
ABC এর ক্ষেত্রফল = (Әнің ALNC এর ক্ষেত্রফল — ট্র্যাপিজিয়াম 
ALMB এর ক্ত্রফল - ট্র্যাপিজিয়াম BMNC এর ক্ষেত্রফল | ж 
жәңе ДАвс এর ক্ষেত্রফলকে যদি А দ্বার নির্দেশ কর! হয়, তবে 
A — X(UA-- NO). LN — á(LA+ MB). EM- 4(MB-FNC). MN 
=1(yi-+-ys)(xa — z1) — Ma vaa — х1) 
— Mya + ya)(xs 52) 
= (уа — ys) zə(yə — yi) + abra —ya)] বর্গএকক >” (1) 
ABC এর ক্ষেত্রফলের এই KEI AAI একটি আকার : 
А={[ 55842944575 _5508 4505 74808] বর্গ একক 
e (2) 
заб মনে রাখার সুবিধার জন্য নিয়প্রকারে উহাকে সঙ্জিত করিয়া লেখা যাইতে 
পারে s 


চিত্র 2.10 A 
XA 
7% 
Rd -4% 
421 | ১৫ 5, 
ж 
X CN Ah 
%5 
* XJ 


* বিঃ দ্রঃ. যে চতুর্ভূজের ছুইটমাত্র বাহ সমান্তরাল TM বলে এবং ইহার aan 
হইল, সমান্তরাল বাহু দুইটির সমষ্টি ও উহাদের яч দূরত্বের গুণফলের অর্ধেক। 
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লক্ষ্য করা যায় যে সঙ্জাটির প্রথম সারিটি নিচে আরও একবার পুনরাবৃত্ত হইয়াছে। 
উপরে প্রদত্ত (1) এর আকারটি নিয়ের ছক ( determinant )টিরই বিস্তৃতি মাত্র, 
যথা! £. 
দির 


Ха 7а 1 
із уз 1 


ছাত্রছাত্রীরা (1), (2), (3), (4) আকারগুলির যে কোন একটি স্মরণ রাখিতে 
পারে। А 
টাকা । ভিন্ন একটি প্রমাণের জন্য অন:শীলনীর 9নং প্রশ্ন (পাতা 25) দ্রষ্টব্য । 


একটি গুরুত্বপূর্ণ মন্তব্য : 

শীর্ষগুলি ঘড়ির কাটার গতির বিপরীতক্রমে সঙ্জিত হইলে AABO এর ক্ষেত্রফল 
নির্দেশক রাশিটি সর্বদ! ধনাত্মক হইতে দেখা যায় ; যদি শীর্ষগুলি ঘড়ির কাটার গতির 
ক্রমে লওয়! হয় তবে ক্ষেত্রফল নির্দেশক রাশিটি খণাত্মক হয়। 


সংখ্যা-সংশ্লিষ্ট প্রশ্নের ক্ষেত্রে $ 

শীর্ষগুলিকে ঘড়ির কাটার গতির বিপরীতক্রমে লওয়া বাঞ্ছনীয়__ইহাতে (1) অথবা 
(2) আকারের wa হইতে ধনাত্মক মান পাওয়া যাইবে । বিন্দুগুলিকে মোটামুটিভাবে 
সংস্থাপিত করিয়া ইহা করা যাইবে 1 

অনুসিদ্ধান্ত 1. যে ত্রিভুজের 444% মূলবিন্দু (0, 0) এবং (ха, ya) ও 
(ха, Уз) frau তাহার ক্ষেত্রফল $(2:2)3 _ 392) | 

[39 т x, 91 70 ধরিয়া 1 

অনুসিদ্ধান্ত 2. তিনটি, বিন্দু, যথা £ A: (%1, 1), В: (ха, V2) এবং 
С: (ха, Уз) ATAI (collinear ) হইবার শর্ত হইল এই a ত্রিভুজ АВС এর 
ক্ষেত্ৰফল নিৰ্ণয়ক রাশিটি শুন্য হইবে, অর্থাৎ শর্তটি হইল : 

xl y2 —Js)+ xə( ya у) хау. —ya)=0 


А=1 বর্গ একক 2-2 -- (4) 


বা, |4 11 -0 
Ха Уз 
ха ув 1 
Sel. 1. একটি ত্রিভুজের "m: (-3, -2), (1, 4) (2,3); উহার 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 


facfs ক্ষেত্রফল 3 — 3(4 — 3)-1(942)4-2(— 2 —4)] 
-X-345-12]- -5 বৰ্গ একক І 
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বণাত্মক চিহ্ন হইতে বুঝা যায় যে бач (—3, —2), (1, 4) এবং (2, 4) ঘড়ির 
কাটার গতির ক্রমে আছে। 
ক্ষেত্রফলটির সাংখ্যমান-্5 বর্গএকক। 
Owl. 2. А: (3,1), в: (2k, 35), с: (b, 2%) শীর্ষবিশিষ্ট ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর এবং দেখাও যে পৃথক ея А, B, С সমরেখ হইবে, যদি b= - 2 হয়। 
ক্ষেত্রফল =4[3(3k —2b)--2b(2bk—1)+ (1 —3b)) 
-i(3b--4R? — 2k +k — 3b? ] 
=31[p2 +2b] বর্গ একক 
যদি A, B, C সমরেখ হয়, তবে A ABC এর ক্ষেত্রফল নির্ণয়ক রাশিটি0 
k(k+2)=0 
"u হয় Rk=0, অথবা k= -2 
কিন্ত যদি b=0 হয়, তবে B এবং c মিলিত হয় এবং তিনটি পৃথক বিন্দু 
থাকে al | 
' b aq নির্ণেয় মানল -2. 
অনুশীলনী 
1. (2, 3), (5, 7) এবং (—3, 4) чач সংস্থাপিত কর। বিদ্দুগুলিকে ঘড়ির 
কাটার গতির বিপরীতক্রমে লইয়া ইহাদের দ্বারা উৎপন্ন ত্রিভূজটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
[উঃ 115 বর্গ একক] 
2. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর, যখন উহাদের শীর্ষগুলি হইবে ঃ 
(ü 0,-3, (42) এবং (-5,-2); 
(ü) (-3,4, (62) এবং (4,—3); 
(ш) (-7,3. (L1 এবং (-33); 
(iv) (a, b+c), (b, с+а) এবং (c, a+b). 
[উঃ (i) 185; (0) 9245; Gü) 0; (із) 01 
3. দেখাও ‘যে উপরের প্রশ্ন 2() এর agaba বাহুগুলির মধ্যবিন্দু 
সরলরেখার দ্বারা যুক্ত করিয়! যে চারিটি ত্রিভুজ উৎপন্ন হয় তাহাদের ক্ষেত্রফল সমান । 
4. দেখাও যে (62-2), (t+3, t), (t--2, t+2) বিন্দু তিনটি যে faga 
শীর্ষ, তাহার ক্ষেত্রফল নির্দেশক রাশিটি £ বজিত। 
5. ANOAB এর শীর্ষত্রয় (0, 0), (b cos 0,—b sin 0), ( sin $, cos $ )) 
দেখাও যে ত্রিভূজটির ক্ষেত্রফলের মান চরম ( maximum) হইবে যখন 0-% এবং 
এই চরম মান নির্ণয় কর। [উঃ 3 বর্গ একক ) 
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6. A, B, с, D হইল যথাক্রমে (3, 1), (2, 4), (2, 2), (3-21, 124-5) বিন্দু 
এবং о মূলবিন্দু (0, 0); যদি AoAB এর ক্ষেত্রফল = AOGB এর ক্ষেত্রফল ( মান 
এবং চিহ্ন উভয় বিষয়ে ) হয়, তবে t এর মানি নির্ণয় কর। [উঃ £-1,বা, -3] 

7. দেখাও (ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলের "wa প্রয়োগ দ্বারা) যে নিম্নের প্রতি ক্ষেত্রে 


Raa সমরেখ £ 
à (3, 0), (28), (4 78), 


9) (->-1)(-з-2 6.3) 


Gii) (а, 0), (am, 2am), (4, 801 


m 

8. A,B,c হইল যথাক্রমে (3, 4), (5, 2), (a, y) বিন্দু; যদি ДАВС এর 
ক্ষেত্রফলের মান+-3 49452 হয়, তবে দেখাও যে xty-10-0. 

«9. 0 মূলবিন্দু এবং А,В এর মেরু (polar) "she যথাক্রমে (ri 01), 
(rg, 92) হইলে প্রমাণ কর যে ЛОАВ এর ক্ষেত্রফল brara sin (ба-04); কিন্ত 
যদি A ও B এর чая আয়ত কার্টেজীয় স্থানাঙ্ক হয় যথাক্রমে (х1, Уз) ও 
(ха, ya), তবে এ ক্ষেত্রফল হুইবে (222 = xgy1) | 


এই রাশিটি হইতে faga ABC এর ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর খন А, B, C এর স্থানাঙ্ক 


হইবে যথাক্রমে (хі) уа), (ха, Уа) এবং (ха) уз) এবং দেখাও যে Ф ক্ষেত্রফল 


Hriva — Хауз T ХзУз = хауа Хау —Х1Уз1. 


26 চতুভূজের ক্ষেত্রফল ( Area of a quadrilateral ) 


চতুভূর্জের শীর্ষগুলি যদি ক্রমান্বয়ে গৃহীত 
বিন্দু A : (411) B : (x2, уа), 
©: (x3, уз), D : (Xo ya) হয়, তবে 
উহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

ধরা 416 ABcD প্রদত্ত БУЯ 
(চিত্ৰ 2.11) ABCD এর ক্ষেত্রফল = 
ACDA এর ক্ষেত্ফল+ ДАВС এর 


ক্ষেত্রফল 
= хаа —ya)-rza (yi 28) চিত্র 9.11 vg cmt ক্ষেত্রফল 
+1003 заа (va — 7s) zə(ys — Уз) 1%8(05-38)] ` 


26 দুইটি বিন্দুর মধ্যে দূরত্ব : বিভক্তিকরণের অন্থপাত 


=1[x1(ya — ya) (ув — yi) F Ха(У1 —Уа)+Х4(У1 — ya) 
15508 — ya) Fxə(y4 — 71)] 
A xi(va —p4)+ za(yə — v1) + xs(va — ya) ауа — ya)] 
(৮ ya — xay1) + (zaya — Хауа) (825 — хауз) 
Gays — халуа 
—7À[x1va- xays Хауа  XaY3 — X1Ya — X2Y1 — Хауа 
—X4yg] বর্গ একক 1 


সূত্রটি মনে রাখিতে হইলে : 

(ға, уу), (ха, Уз), (ха, уа) এবং ки 
(ха, уа) স্থানান্কগুলিকে দক্ষিণ 9104 প্রদত্ত NOR pes 
পদ্ধতিতে সজ্জিত কর- লক্ষ্য কর, প্রথম Фа 
সারিটি কেবল নিচে আর একবার 454145 4=1 жк E 
হইয়াছে £ (Ба 2.11B айр! ж жеу; 

টাকা £ пата асот жу Nega 
ক্রমান্বয়ে গৃহত কোণিক өт, স্থানাঙ্ক "JA 
(сі, уу), (x2, уа)" 7 (xn, Уһ) হইলে চিত্র 2.118 
ইহা দেখান যায় যে বহুভুজাটর ক্ষেত্রফল $[(%,৮2 = DA CC x32) + 
“зе nya — хууа)] বৰ্গএকক। 


ЗҮ. 1. sys cpBAs ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর, যেখানে 
А: (2, 5, в: (4,1), с:(—4,2),о:(1,—-1) 
শীর্ষ c, D, B, A ঘড়ি কাটার গতির বিপরীত 
ক্রমে আছে (চিত্র 212) 
চতুভূ্জটির ক্ষেত্রফল-4 | _ 


=Ц(—4)(—1)+(1)(1)+(4)(5) 
14/0) M 
—{(1)@)+(4(—1)+(2)(1) 
+(— 531 ডি 
={[4+1+20+4—-2+4-2+20]=54#=245 বর্গ একক ৷ 
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wi 2. দেখাও যে কোন চতুভূঁজের зілі গৃহীত শীর্ষগুলি (а, 0), 
(=b, 0), (0, a) এবং (0, —b) হইলে উহার ক্ষেত্রফল 49! (dme: а>0 
৮১০)। উত্তরটির ব্যাখ্যা দাও। 
ধরা atq, শীর্ষগুলি A : (a, 0), 8 : (—b, 0), 0 : (0, a) এবং এবং D : (0, — b). 
байте A, B, с, D এই ক্রমে (চিত্র 2.13 ) লইয়া চতুতুর্জটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় 
করিতে হইবে । 


эў = 
চতুতুর্জটির ক্ষেত্রফল 33 ^ 
М 0. за 
0 -b 
aw 
= 0) + (= 00а) + (OX — b) + (0)(0)} — — B) + (09) +(0)(a) 


(aX - b) 

=4 [—ab+ab]=0. 

ems পক্ষে, (5419404 
спасе রহিয়াছে ABCO (যাহার 
ক্ষেত্রফলের সাংখ্য মান হইল 346), 
যাহাকে ঘড়ির কাটার গতির অভি- 
মুখে লওয়! হইয়াছে এবং অবশিষ্ট 
অংশ ЛОРА (যাহার ক্ষেত্রফলের 
সাংখ্যমানও হইল dab), যাহাকে চিত্র 218 
ঘড়ির কাটার গতির বিপরীতক্রমে 
төш হইয়াছে। west উপযুক্ত fou গৃহীত: এই ছুই стаття onem 


গেল শুন্য । 


অনুশীলনী 
1. өткен ক্ষেত্রফল fa কর, বধন উহার antena গৃহীত M- 
বিন্দুগুলি হইল। 
(9 (0,0) (5,1, (46, (2,5). 
G) (ay . (243, (4-9, (9,9. 
(Gu) (1,1), 8,9, (5-2, (% -7). 
(в) (-1,6, (-3 –9, (5,-8), (3, 9). 
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2. (бая প্রত্যেক ক্ষেত্রে বিন্দুগুলি সংস্থাপিত কর ও পরে চতুভূর্জটির ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর; শীর্ঘগুলি ঘড়ির কাটার গতির বিপরীতক্রমে লইতে হইবে £ 
() (-1,-1) (-4,-2), (-5, -4, (-2, -3). 
(ii) (4, %, (5. 3), (24; =$), (1, —6) 
(ü (8,7, (0, —5, (5,0) (-6,2. 
[উত্তরঃ 1. (i) 17; (ii) 185: (іі) 20:5; (iv) 96, 2. (i) 5; (ii) 94'5; 
(н) 74.) [সবগুলি বর্গ এককে ] 
প্রাথমিক জ্যামিতিতে প্রদত্ত নিয়লিখিত সংজ্ঞাগুলি প্রশ্ন সমাধানে সাহায্য করিবে š 
G) সামাস্তরিক (Parallelogram )— 
বিপরীত বাহুগুলি সমাস্তরাল, সমান ; ач পরম্পকে সমদ্বিখণ্ডিত করে। 
(а) আয়তক্ষেত্ৰ ( Rectangle)— 
একটি সামাস্তরিক যাহার কর্ণ দুইটি সমান; প্রত্যেক কোণ =90°. 
(iii) বর্গ ( Square )__একটি আয়তক্ষেত্ৰ, যাহার সকল বাহু পরম্পর সমান | 
(i) a7 ( Rhombus )-4%0 sss যাহার সকল বাছি পরল্পর সমান, 
কিন্তু কর্ণ দুইটি সমান নহে। 


erisia] 
(দ্বিতীয় অধ্যায়ের উপর ) 
[A] 
1. দেখাও যে (2,0) (0, 2), (/3+1, ২/3+-1) বিন্দুপ্তলি একটি সমবাহু 
ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দু। 
2. প্রমাণ কর যে (1, 8), (3, 2), (9, 4) যে ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দু, তাহা একটি 
সমকোণী সমদ্বিবাহু faga | 
3. দেখাও যে (-2, 1), (1,0), (4, 3) এবং (1,2) Ачат একটি 
314148094 941 সামাস্তরিকটি কি আয়তক্ষেত্র р 5 
4. দেখাও c (-7,1), (5,-4), (10, 8), (—2, 13) বিন্দুগুলি একটি 
বর্গের 84 এবং উহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় <q | 
5. প্রমাণ কর (2,2), (8,4), (5,7) এবং (-1,1) বিনুগুলি একটি 
আয়তক্ষেত্রের কৌণিক বিন্দু 
6. প্রমাণ কর যে (2,5), (5, 9), (9, 12) এবং (6, 8) наб ক্রমানুসারে 
qe হইলে একটি qup উৎপন্ন করিবে | 
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7. প্রমাণ কর যে (28 8%) А, (1, 1), (2, 3) এবং (-2,2) বিন্দুগুলি 


যে ত্রিভুজের শীর্ষ তাহার гече । পরিব্যাসার্ধটির দৈর্ঘ্য কত? EONS 
8. একটি বৃত্তের cem (3,2) এবং. উহা (13,-10) বিন্দুগামী ৷ qef কি- 
(-11, 9) বিন্দু falata? যুক্তি mte i (উই я] 


9. একটি বৃত্তের cwm (0,—13) এবং এ-অক্ষ উহার একটি স্পর্শক। жар 

কি (11-6) বিন্দু দিয়! যায়? উহা (—5,—1) fer fru কি যায়? যুক্তি দাও। 
[উঃ না; হা] 

10. কোন বৃত্তের কেন্দ্র (5, 3) বিন্দুতে অবস্থিত এবং উহার ব্যাসার্ধ 5) উহার 
যে জা এর মধ্যবিন্দু (3, 2) তাহার দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। [উঃ 4/5] 
11. একটি বৃত্তের কেন্দ্র (1, 1) বিন্দুতে এবং উহার 10 একক দৈর্ঘ্যের একটি জ্যা 
(2, 0) বিন্দুতে সমদ্বিখত্ডিত হয়; উহার ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর। [উঃ 843] 


[B] 

1. (-3,2) হইতে (1,-4) অভিমুখে নির্দেশিত এ ছুই বিন্দুর সংযোজক 
রেখাংশকে তিনগুণ কর! হইল । অস্তিম বিন্দুটির স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 19: (9,-10)] 

2. দুইটি প্রণালীতে দেখাও যে (-2, -2), (9,-1), (18, 2), (7, 1) 
বিলুগুলি যে 599094 শীর্ষ তাহা একটি সামান্তরিক। 

3. (6,-2), (0,7) এর সংযোজক রেখাংশকে উভয় দিকে এইরূপে বর্ধিত 
কর! হইল যেন প্রত্যেক দিকের বধিত অংশ মূল রেখাংশের এক-তৃতীয়াংশ হয়। 
অন্তিম বিন্দু দুইটির স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। [উঃ (-2,10) : (8,-5)] 

4. (a+b, a—b) বিন্দু হইতে (a—b, a+b) বিন্দু পর্যন্ত অঙ্কিত সংযোজক 
রেখাংশকে যে faqaq a : b agio অন্তধিভক্ত ও বহিবিতক্ত করে তাহাদের stats 
নির্ণয় কর। (০৮) 


peri রি Er 


5. যদি (3,-1),(-4,-3), (1, 5) Ra তিনটি একটি সামান্তরিকের তিনটি 
দীর্ঘ হয় এবং যদি চতুর্থ শীর্ষটি প্রথম পাদতে অবস্থিত হয়, তবে চতুর্থ 9094 স্থানাঙ্ক 


নির্ণয় কর। [উঃ (в, Т] 
6. PaPa এর মধ্যবিন্দু P হইলে এবং P ও Р, এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (8, 17) 
ও (5,3) হইলে Pa এর স্থানাঙ্ক কত 7 ` [উঃ (21, 91)] 


7. (0,5) এবং (8, 2) Пч«ая সংযোজক রেখার উপর অবস্থিত একটি বিন্দুর 
ভুজ 6; উহার কোটি কত? [উঃ 81: 


30 দুইটি বিন্দুর মধ্যে দূরত্ব : বিভক্তিকরণের waita 


8. O মুল বিন্দু এবং Pi ও Ps যে কোন বিন্দুদ্য়ের স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (ху, уу) 
"ও (хо, ya) হইলে প্রমাণ কর যে 

'OP,. ОР; cos POP — 213+ 1s. 

[ইঙ্গিত 8 2AOP.P,—r,r, sin (0, —50,) 9x14 X431] 

9. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর যখন শীর্ষ বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক হইবে : 
(ü) (2712) 275), (ams?, 2amə) এবং (2792) 2273), 
(ii) (а cos 41, b sin фу), (a cos фа, b sin Фа) 

এবং (а cos Фа, b sin ġa). 
[উঃ () a*(m,—m,)(m,- m.m, m.) 


Gü) Зар sin %% sin ৮৮ 75 $$ 


2 


10. একটি সামাস্তরিকের তিনটি শীর্ষের স্থানাঙ্ক (2,1), (4—5), (4,2); 


সামান্তরিকটির ক্ষেত্রফল ও চতুর্থ শীর্যটিও নির্ণয় কর। [উঃ 14; (6,-4)] 
LC] 
[ প্রাথমিক জ্যামিতিতে প্রয়োগসমূহ ] 
সাধারণ মন্তব্য £ 1. নৈপুণ্য সহকারে স্থানাংক অক্ষ নির্বাচন কর, যাহাতে Cl 
[হসাবকার্য পারহার করা যায় 1 


2. প্রাথামক: জ্যামাততে চিন্রগ্যালর ধর্মসমূহের সহায়তায় 
প্রমাণ কার্য সমাধা করা হয়, কিন্তু বিশ্লেষণমূলক 
জ্যাঁমীততে яхе жтт লইয়া বীঁজগাণতীয় 
কার্যাবলীর মধ্য দিয়া প্রমাণ কাট সম্পন্ন করা হয় ° 
এক্ষেত্রে প্রশ্নটির প্রকৃতি স্মরণে রাখিতে সাহায্য 
করা ভিন্ন চিত্রের আর কোনও রূপ আবশ্াকতা 
নাই। 

বিশ্লেষণমূলক জ্যামিতির পদ্ধতি প্রয়োগ দ্বারা প্রমাণ কর 04: 

1. চতুভুজের বিপরীত বাহুগুলির মধ্যবিন্দুসমূহের সংযোজক রেখাঘয় পরস্পরকে 
সমদ্বিধপ্তিত করে 1 

2, সামাস্তরিকের কর্ণন্থয় পরস্পরকে সমদ্বিখত্তিত করে 1 

З. _সমকোণী ত্রিভুজের অতিভূজের মধ্যবিন্দুটি Afaa হইতে সমদুরবর্তী। 

4, ত্রিভুজের দুইটি মধ্যম! সমান হইলে দেখাও যে ত্রিভুজটি дачі | 


— r, - স্টক 


қойса залатуі 22 ,. ші 
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5. সমদ্বিবাহু ত্রিভুজের দুইটি মধ্যমা সমান। 

6. কোন 'আয়তক্ষেত্রের দুইটি বিপরীত শীর্ষ হইতে আয়তক্ষেত্রটির সমতলে 
অবস্থিত কোন বিন্দুর দূরত্বের বর্গের সমষ্টি, অপর ছুই শীর্ষ হইতে বিন্দুটির দূরত্বের বর্গের 
সমষ্টর সমান। 

7. যে কোন (499 ABCA ক্ষেত্রে 

^B? + AC? — 2(AD? --DC?), যেখানে D হইল вся মধ্যবিন্দু। 

[ইংগিত : ৪ কে মূলবিন্দু, вс কে এ-অক্ষ এবং воя উপর MAYI ( অবশ্যই 
B গামী ) কে )-অক্ষ ধর । যদি ৪০--৫ হয়, তবে A : (x, y), B : (0, 0) 
এবং C : (a, 0) ; আবার D : (4/2, 0).] 

8. যদি ABC ত্রিভুজের তরকেন্ত্র а এবং P, ত্রিভূজটির তলে অপর যে কোন 
একটি বিন্দু হয়, তবে 

3(GA? + aB? + ac?) « BC? -- cA? + AB? 
এবং PA?-- PB? --PC? —GA?-F GB? 40909433128. 

9. চতুভূর্জের বিপরীত বাছুর মধ্যবিন্দুর সংযোজক 04415444 এবং উহার কর্ণ- 
ЧӘЧ মধ্যবিন্ুর সংযোজক রেখাংশ সমবিন্দু এবং রেখাংশ তিনটি পরস্পর পরস্পরকে 
সমদ্বিখণ্ডিত করে। 

10. ত্রিভুজের দুইটি বাহুর মধ্যবিন্দুর সংযোজক রেখাংশ তৃতীয় বাহুর অর্ধেক। 

1l. যদি P বিন্দু P,Pg রেখাংশকে m : n অনুপাতে অস্থবিভক্ত করে এবং যদি 


a বিন্দু P, ও Pa এর সংযোজক রেখার উপর অবস্থিত ন! হয়, তবে 
З AQ PP, এর ক্ষেত্রফল om. 
AGPPg এর ক্ষেত্রফল n 


a [D] 

1. А: (3,0), в: (0, 6) এবং c : (6, 9) ত্রিভুজ АВС উৎপন্ন করে। একটি 
রেখ AB এবং ACC যথাক্রমে D এবং E তে এইরূপভাবে ছেদ করে যে D fq 
নল কে 1: 2 অঙ্গপাতে এবং E বিন্দুও AG কে একই অনুপাতে বিভক্ত করে। প্রমাণ 
কর যে 


ЛАВС এর ক্ষেত্রফলের সাংখামান_ 9 
ЛАРЕ এর ক্ষেত্রফলের সাংখ্যমান 4 


2. দুইটি পদ্ধতিতে দেখাও যে (1, 5), (3, 14) এবং (—1, —4) fam 
সমরেখ। 


32 দুইটি বিন্দুর মধ্যে দুরত্ব : বিভক্তিকরণের অনুপাত 
3. 8:06, 3), в:(-3,5), с: (4, —2) এবং Р: (a, b) বিন্দু চারিটি 
একটি সমতলে অবস্থিত। প্রমাণ কর যে ত্রিভুজ PBC এবং ABC এর ক্ষেত্রফলের 
সাংখ্যমান 420 (а--5-2): 7 অনুপাতে আছে। 
4. A:(bcosx, b sin X) এবং B:(a cos B, a sin f) feas 
সংযোজক রেখাংশকে АВ বরাবর কোন বিদ্দু С(х, у) 49% এইরূপে বাধিত করা হইল 
যেন AC:CB-b: —a হয় (a, b>0); প্রমাণ কর যে ^ 


у--х cot—— Ы жы 


5. প্রমাণ কর যে যদি Mii শী্ষেরস্থানাস্কগুলি рй সংখ) হয়, эст. ауа 
ক্ষেত্রফলের діяв একটি үй সংখ্যা হইবে। প্রতিপাগ্টি কি যে,কোনও বহুভুজের 
ক্ষেত্রে সত্য? গ্রতিপাগ্টি কি বিপরীতক্রমেও সত্য? 

6. প্রমাণ কর যে এইরূপ সমবাছ ত্রিভুজ অঙ্কন কর! অসম্ভব, যাহার শীর্ষত্রয়ের 
স্থানাঙ্কগুলি সকলেই মূলদ সংখ্যা হইবে। 


3 


aata নতি «i প্রবণতা 
(SLOPE OF А LINE) 


31. 9541 

কলন (Calculus) এবং বিশ্লেষণমূলক জ্যামিতি (Analytic Geometry) উভয় 
বিষয়েই নতি (slope) 4) প্রবণতা (gradient) সম্পর্কে ধারণ! অত্যন্ত 
প্রয়োজনীয় 1 বর্তমান অধ্যায়ে সরলরেখার নতির ধারণার সহিত ছাত্রছাত্রীদের পরিচিত 
করা হইবে। এই পুস্তকের শেষ অধ্যায়গুলিতে এবং কলন গ্রস্থেও এই ধারণার বিস্তৃতি 
ঘটাইয়! বক্ররেখার কোন এক বিশেষ বিন্দুতে বক্ররেখার নতির সংজ্ঞা দেওয়া হইবে। 
বাস্তবিক পক্ষে ইহা অন্তর কলনের ( Differential calculus ) একটি মুখা 24 
( сич ачта কলন গ্রন্থ ( Calculus ) #47 )1 


32. কোন রেখার নতি কোণ এবং ইহার নতি বা প্রবণত! The 
angle of inclination of a line and its slope ) 

ধরিয়া লওয়া হইল যে একটি রেখ! হইতে অপর একটি রেখা পর্য্যন্ত ঘূর্ণনের 
সাহায্যে কোণ পরিমাণের প্রয়োগকৌশলের সহিত ছাত্রছাত্রীদের পরিচয় হইয়াছে 
(সমতল ভ্রিকোণমিতি--অহুচ্ছেদ 12240)!  বিঙ্গেষগমূলক জ্যামিতিতে x এর 
ধনাত্মক অক্ষ হইতে y এর ধনাত্মক অক্ষের অভিমুখে ঘূর্ণনের অভিমুখকে ধনাত্মক 
অভিমুখ ধরা হইবে। নিয়ে সংজ্ঞা দেওয়া হইল : 

1. কোন সরলরেধার নতি কোণ (বা নতি) হইল, ধনাত্মক iw 
হইতে রেখাটির অভিমুখে 9 রেখা 444 ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক Она! বিশেষ সংজ্ঞা 
অনুসারে এ-অক্ষের সমান্রাল রেখার নতি ধরা হইবে 0. 

2. ১.আক্ষের সহিত সমান্তরাল নহে এইরূপ কোন সরলরেখার নতি w 
প্রবণতা (slope or gradient) হইল, রেখাটি ধনাত্মক হ"অক্ষের সহিত যে 
কোণ ө উৎপন্ন'করে তাহার ড্রিকোগমিতিক ট্যানজেণ্ট। প্রবণতাকে সাধারণত m 
দ্বার! নির্দেশ কর! হয়, 441: 

m=tan 0 

চিত্র 3.1-হইতে ইহা স্পষ্ট L রেখার নতি কোণ হিসাবে দুইটি কোণ, যথা 

এবং 180°46এর মধ্যে যে কোন একটিকে meu যায়। কিন্তু যখন [এর প্রবণতা 
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বিবেচ্য, দেখা যায় উহ! অপরিবতিত থাকে, তা নতি কোণ হিসাবে ৪ কেই Teu হউক 
আর 1807--0 কেই লওয়া হউক, কারণ tan 0=tan (180^--0) ; অর্থাৎ, রেখার 
প্রবণতা দ্রিক-নির্দেশিত নহে এমন (undirected ) রেখার সহিত "94191 


Tà — 
AB3 প্রবণতা এবং БАЯ প্রবণতা৷ অভিন্ন। 
আরও বলা যাইতেছে যে 
() -অক্ষের সমান্তরাল রেখার প্রবণতা! ҹ̧ә 
С tan 0 x0). 


(й) »-অক্ষের সমান্তরাল. রেখার প্রবণতা 
সংজ্ঞাত (defined ) নহে; ইহার নতি কোণ 
অব্য 90° ; tan 90° 514657158 (undefined) 
Сәсә 7-অক্ষের সমান্তরাল রেখাগুলিকে 
প্রবণতা বিষয়ে সকল প্রকার আলোচনার বাহিরে 
রাখা হইবে )। 


(Gi) নতিকোণ Ұл হইলে রেখাটির প্রবণতা 
ধনাত্মক হয় (চিত্র 31); যদি নতিকোণ স্থূলকোণ 
হয় তবে প্রবণতা খণাত্মক হইবে (চিত্র 3.2) | 


33. কোন রেখার দুইটি বিন্দুর সানা 
` জানা থাকিলে রেখাটির প্রবণতা 

প্রদত্ত ঃ একটি রেখা L, যাহার নতিকোণ ৪ 
(চিত্ৰ 9.3); সংজ্ঞা অনুসারে, 

1,44 প্রবণতা = ап 0— m. মনে করা যাক, 
оя উপর অবস্থিত যে কোন দিকৃ- 
নির্দেশিত রেখাংশ ১5. 

ধরা যাক P. এবং Pa এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
(%1, pi) এবং (xg, уа)! ত্রিভুজ PLaPs 


(Ба 3.3 ) হইতে, 


> > 
চিত্র 81. ABq প্রবণত|=BএAর প্রবণতা 
Y 


Y 
চিত্র 8.2. Lies প্রবণতা ANTE 


চিত্র 8.8. রেখার প্রবণতা-ইহার 
উপর অবস্থিত অংশের প্রবণতা 
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m-—tan 0- 229 =)2 01 ... Ж (1) 


যদি РР; এর পরিবর্তে PaPa "өзі হইত, তাহা হইলে m এর মান হইত : 
E yg. 
СА 4 1 

কিন্তু এই মান এবং (1) নির্দেশিত মান সমান। সুতরাং রেখাটি কোন এক 
অভিমুখে অথবা উহার বিপরীত অভিমুখে যেদিকেই নির্দেশিত হউক না কেন, m এর 
মান অপরিবর্তিত থাকে । এইজন্য দিক-নিরপেক্ষতাবে রেখার প্রবণতা হিসাবে mee 
ধরা হয় l 

fiw! 1 এর দুইটি বিন্দু জান! থাকিলেই L এর প্রবণত| জান! যায় এবং 
L এর প্রবণতা 

বিন্দু দুইটির )-স্থানাক্ষদ্য়ের অস্তর 
= বিন্দু দুইটির холна অস্তর : 
ইহ! হইতে নিয়লিখিত তথ্যটি সহজেই পাওয়া যায়, 541: 
তিনটি বিন্দু &, в, ৩ সমরেখ হুইবে, যদি এবং কেবলমাত্র যদি 
নুর প্রবণতা-নতর প্রবণতা 1 

3:4. সমান্তরাল এবং 919 রেখাসমূহ 

1. যদি দুইটি রেখা সমান্তরাল হয়, তবে তাঁহাদের একই প্রবণতা 
হইবে এবং বিপরীতক্রমে, যদি দুই রেখার একই প্রবণতা হয়, তবে 
তাহার! সমান্তরাল । 

ধরা যাক, রেখা দুইটি ধনাত্মক /-অক্ষের সহিত 6, এবং 09 নতি কোণ উৎপন্ন 
করে। যদি রেখা! দুইটি সমাস্তরাল হয়, তবে 01-504, স্থতরাং М 

tan 0, —tan ба, অর্থাৎ, 1721 = mno. 
বিপরীতক্রমে, যদি mi = ma হয়, তবে tan 01 = tan 02 বা, 01-0) এবং 


রেখা দুইটি সমান্তরাল ! 

2. প্রদত্ত £ দুইটি পরস্পর mm রেখা Lu, La যাহাদের প্রবণতাদয় RNA 
m, =tan <, এবং mg _ tan <ə ; ধরা qtq Ly 541442944604 রেখ]: নির্দেশ 
করে (চিত্র 3.4)! তাহা হইলে চিত্র হইতে ইহা qi. যে 

X990 +< 
tan 4g —tan (90° + <a) = — cot 4h, 


36 রেখার নতি বা গ্রবণত। 
স্থতরাং tan <a tan «у= —1 
বা, тіте--1. 
বিপরীতক্রমে, যদি mima = — 1 হয়, তবে 
tan «у tan xa +1=0 
^ 4, sin <, sin Xg--cos X4 cos «а= 
বা, cos(Xg7«,)—0 
অর্থাৎ, «3790 
অর্থাৎ, রেখা দুইটি পরস্পর লম্ব। 
স্থতরাং নিম্নলিখিত afsta পাওয়া যায় : i 
afso যদি দুইটি রেখা Aaa চিত্র 8.4, mq mem: mam, 1. 
হয়, তবে উহাদের একটির প্রবণতা অপরটির প্রবণতার খণাত্মক অন্যোন্তকের সমান, 
অর্থাৎ, উহাদের প্রবণতা দুইটির গুণফল --1) ইহা বিপরীতক্রমেও সত্য। 


ЗҮ. 1. যাচাই কর যে few Pa: (1,3), Pa: (0, 5) এবং 
Ра : (3, 1) একটি-সমকোণী ত্রিভুজের 440841 
Бір এর প্রবণতা! =", = 


077. 


LE M 
mimg--1 
স্থতরাং 52 L'r PiPs এবং /১৮৯৪৮৪ সমকোণী ত্রিভুজ, যাহার সমকোণ 
P: বিন্দুতে অবস্থিত। চিত্রটি অঙ্গন কর। 
টীকা | দরত্ববিষয়ক-সুন্রের সাহায্যেও ইহা সমাধান করা যায় (অনুচ্ছেদ 
2'3 )। বিশ্লেষণ জ্যামিতিতে প্রায়ই ছাত্রছাত্রীদের কোন বিশেষ প্রশ্নের সমাধান Talon 
' গদ্ধাতিতে কারতে বলা হইবে । প্রদত্ত ক্ষেত্রে পদ্ধাতগ্ুলির পারস্পারক গুণাগুণ 
তুলনা করিয়া তাহারা শীঘ্রই শ্রেষ্ঠ পদ্ধাতটি নির্বাচন করিতে শিখবে 1 
wl 2. একটি গতিশীল বিন্দু P : (д у) সর্বদা P. : (-1,0) এবং 


Ра:(0,-2) (8544 হইতে সমদুরবর্তা অবস্থায় থাকে । এই তথ্যটি x এবং y এর 
মধ্যে একটি বীজগাণিতীয় সম্পর্কের সাহায্যে প্রকাশ কর। 


প্রবণতা জান! আছে এইরূপ দুইটি রেখার অন্তর্গত কোণ 37 


БІР; এর айч м (চিত্র 3.5)P এর সকল অবস্থানে МР, 2২৮৪ 
এর উপর 791 17/ এর Чын হইল 
(-5,-1)i 

MP „У+1 
এর প্রবণতা E 
== -2-0 
P,Pg «44444-01 = -2. 
যেহেতু MP L, PaPa, স্থতরাং 


Жрсэ--і 
বা, 2х-4у-3-0 
ইহাই নির্ণেয় বীজগাণিতীয় সম্পর্ক। 
Фал এই প্রশ্নাটও দুরত্ব বিষয়ক সুরের (অনুচ্ছেদ 273 ) সাহায্যে সমাধান 
করা যায়। ! 
"Зи. 3. প্রবণতার ধারণার সাহায্যে যাচাই কর যে বিন্দুত্য় 
A:(5,7, 8:(—3, D এবং 0: (-7,- 2) সমরেখ। 
яй аі 1—7 -3 
মর 444%|- 22 
AB এবং AG রেখাঁংশ দুইটি একই বিন্দু A গামী এবং উহাদের একই প্রবণতা। 
সুতরাং (4415441 একই সরলরেধার উপর অবস্থিত, 
অর্থাৎ, A, 8, С একই সরলরেখায় অবস্থিত। 
টাকা । প্রশ্নটি waniamg-ça ( অনুচ্ছেদ 23) অথবা ক্রেত্রফল-বিযয়ক 
সনের (অনঃচ্ছেদ 2'5 ) সাহায্যেও সমাধান করা যায়। 
3'5, প্রৰণত। জানা আছে এইরূপ দুইটি 
রেখার অন্তর্গত কোণ x 
La রেখা, হইতে La রেখা পর্যন্ত কোণটি 
হুইল সেই ক্ষুদ্রতম YAE কোণ যে পরিমাণ 
কোণ দ্বারা L॥ রেখাকে ধনাত্মক দিকে ঘুরাইতে 
т, যেন:উহা।$র সহিত orm মিলিত হইতে 
atal [3.6 এবং 3.7 চিত্রে $ কোণ] 
ক কে এইরূপ meni হয় যেন 
0°<%<180°, 


5 4 
1.3 
54 


চিত্র 9.6. L, হইতে L, পর্যন্ত কোণ 


38 রেখার নতি বা প্রবণতা 
ধর! যাক্‌ Li, La রেখাছয়ের ধনাত্মক *-অক্ষের সহিত নতিকোণ যথাক্রমে 
X3 এবং Xg, 
ধরা Пф ті--(ап «у, mg-tan 4g. 
চিত্র 3.6 হইতে, 
xə =< +$ 
বা, %-<ҙ- 51, 


tan <s —tan «| 
B, tan p= 1. 
бап» а 1--ғап 5; tan «4 


= 108 mi 
l+mmı 
চিত্র 3.7 হইতে, 
X1—180' — $+ x9 
বা, $2180 --(«а-<1) 
বা, tan ф= ап (x; —«4) {Ба 3.7. 1, হইতে L, পর্যন্ত কোণ 
=Ma- m; 
Linn (পুর মত) 
স্থতরাং এই эш পাওয়া যায় : 


ті প্রবণতার রেখ! হইতে ma প্রবণতার রেখ পর্যন্ত কোণ Ф হইলে 


кін күре ты 
таб প্রয়োগ কর! যাইবে না যদি একটি রেখা, ধরা NTE La )-অক্ষের সহিত 
অমাস্তরাল হয় ( ma তখন অসংজ্ঞাত ), কিন্তু এইরূপ ক্ষেত্রে 
$-—90'—4,, RBI tan % cot <, =1/ту. 
অনুসিদ্ধান্তদ্বয় £ 1. রেখা দুইটি সমাস্তরাল, যদি mem, হয়। 
2. রেখা দুইটি যদি সমকোণে অবস্থিত হয়, তবে $= 90 
এবং তখন яй প্রয়োগ করা উচিত নহে (',' tan 90° সংজ্ঞাত নহে )। সুতরাং 


তখন ха coté тта বিবেচনা করা হয় এবং যদি 9-90: হয়, তবে 
1 


cot $—0, ফলে ті এবং та প্রবণতার রেখা দুইটির পরস্পর әң হওয়ার সর্ত হইবে 
m,m»,--—1. 
Srl. 4. А: (1,1), в: (5, 2) এবং ০: (4, 3) শীর্ষবিশিষ্ট ত্রিভুজের অস্তঃস্থ 
কোণগুলি নির্ণয় কর। 
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টাক] 1 এইরূপ সংখ্যাগত nemus ক্ষেত্রে ছাত্রছাত্রীদের foris অঙ্কন করিতে 
14044 পরামর্শ দেওয়া হইল | 

ধরা 416, Li, La, Lg ( চিত্র 
3,84 প্রদণিত) ত্রিভুজ উৎ্পন্নকারী 
রেখাগুলি নির্দেশ করে | 

Lı এর প্রবণতা -( ধর! যাক্‌ ) 


চিত্র 8.8. ত্রিভুজের ww কোণসমূহ 


Lg এর প্রবণতা = 

35 

(ধর! 44) ma 1—173 

ধরা ай L, হইতে Ls AE কোণটি 6, 9 ($ এক দুই এইরূপ পড়িতে 
হইবে ) দ্বারা নির্দেশিত হয়। তাহা হইলে 


-mı itl. 5. 


= Паш в 
tan Фіат দির 1-13 


594919174, tan = এবং tandsi = —5' 


_ভ্রিকোণমিতির তালিকার ( Natural Tapgents 8/4) ) সাহায্যে $12, фаз» 
фә এর প্রকৃত মানগুলি নির্ণয় কর! যায়। 


পরীক্ষা করিয়া দেখ £ tan (%1547%88) 


(20455402745 Й-Б — tan $$ 
1125 $12 tan $28 1- 


= tan(180" - 431) 
2, 912 fag Фаі- 180". 


Зе. 5. 5944 পদ্ধতিতে A: (—3, —2), в:(2,5) এবং c : (á, 2) 
а ত্রিভুজের অস্তঃস্থ কোণগুলি নিরূপণ কর। 


[উঃ A=24°49"1, B=69°19"6, 0= 86°93; ফলে A+B+0=180°. ( ত্ৰিকোণমিতির 


তালিকার সাহায্য লও) 1 


40 রেখার নতি ব। প্রবণতা 


-প্রন্সম্মালা 
(তৃতীয় অধ্যায়ের উপর ) 
1. যে রেখাগুলি сте বিন্দুযুগলগুলি যুক্ত করে তাহাদের প্রবণতা 
নির্ণয় яя: 
(9 (2, -5) এবং (5,4); (ü) (2, -7) এবং (3, -1); 
Gü) 4,8) এবং (6—0) 5 G) (755 $) এবং (8, $). 
құлақта лн এ 
2. (-1,8, (0, -P এবং (5,8) বিদুগুলি একটি সমকোণী facem 
শীর্ষবিন্দু। 
3. (53, 3). (51, —1) এবং (3, 3) বিনুগুলি একটি aafaa ত্রিভুজের 
йт! 
4. (-51), (0-7) (18,9, (13,15) বিন্দুগুলি হুইল একটি 
সামাস্তরিকের শীর্ষবিন্দু। 
5. (4 বৃত্তের একটি ব্যাগের প্রান্তবিন্দু দুইটি (7,2)-এবং (—3,2) তাহা 
(— 1, 6) বিন্দু দিয়াও গমন করে। 
6. (—3, 1) এবং (13, 3) এর সংযোজক রেখাংশের লম্ব-সমদ্বিখগুক (7, — 14) 
বিন্দু দিয়! গমন করে। 
7. (54, 0), (6,3) এবং (36, 12) বিদুত্রয় ANAY | 
8. দেখাও যে (10,10) (-14, -2) (—10, —10) এবং (4, —24) 
শীর্ষবিশিষ্ট চতুতূজটিকে দুইটি সমকোণী faga বিভক্ত করা যায়। প্রমাণ কর যে 
ইহার ক্ষেত্রফল 400 4744 | 
নিয়লিখিত তথ্যগুলিকে বীজগাণিতীয়. সমীকরণের. আকারে প্রকাশ কর 
(প্রঃ 9 এবং প্রঃ 10): (প্রবণতার ধারণার সাহায্য লও ) 
9. (x, y) বিন্দুটি (5, -2) এবং (—3, 4) হইতে সমদুরবর্তী | 
[উঃ 4х-8у-1-0.| 
10. (x, y) বিন্দুটি একটি বৃত্তের পরিধির উপর অবস্থিত, যাহার একটি ব্যাস 
হইল (-3,6) হইতে (2, 5) অভিমুখে নির্দেশিত এবং এ fuscus সংযোজক 
(44124 | [উঃ х*+у*+#@—-11у+94=0.] 
11. একটি রেখা Li (-5, —3) এবং (2,6) বিলুগামী ‘এবং অপর একটি 
রেখা La (6, 4) এবং (8, 2) বিন্দুগামী। যদি Lı হইতে La পর্যন্ত কোণটি $ হয় 
তবে প্রমাণ কর যে tan $—8. 


чч 
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12. 11নং প্রশ্নের অঙ্থরপ প্রশ্ন যেখানে La (1,9) এবং (2, 6) АЯЙ ; La 
(3,3) এবং (-1,5) বিন্দুগামী। প্রমাণ করিতে হইবে $ =n/4. 

13. যে ত্রিভুজের чеби নিয়োক্ত বিন্দুসমূহ, তাহার অস্তঃকোণগুলি নির্ণয় কর : 
G) (—10, —8), (11, 6) এবং (37,23); (ii) (7, 12), (2, 5) এবং (—5, TE 


(8 0 ааш ho -і dmt т 


(8) d, cian ш, фаіат. Флаш =] 


14. A, B, с, D বিন্দুগুলি যথাক্রমে ( — 2, 0), (4, 3), (1, — 1) এবং ri D; 

প্রমাণ কর যে ABI CO. 

15. барр: (x, y) এইরূপ একটি রেখার উপর অবস্থিত, যাহা! (2, 3) fnerit 

এবং (—1, 2) ও ( —5, 4) বিনয়ের সংযোজক রেখার উপর 974; দেখাও যে 
2x-y-1-0. 


অঙ্কনসংক্রান্ত প্রশ্ন 
16. বর্গাঙ্কিত ছক কাগজ লইয়া! উহাতে র্লারের ( ruler) সাহায্যে (723) 
বিন্দু দিয়া এরূপ একটি রেখা অঙ্কন কর যাহার প্রবণতা — 4 হইবে। 
17. প্রশ্ন 16 এর অনুরূপ 94: রেখাটি (1, —2) বিন্দুগামী এবং Зен 


প্রবণত!=3 হইবে। 


4 


সঞ্চারপথ (LOCUS) $ 

সঞ্চারপথের সমীকরণ (EQUATION TO A LOCUS) 
4l. সুচনা 

সঞ্চারপথের ধারণা বিশ্লেষণমূলক জ্যামিতির সর্বাপেক্ষা মৌলিরু ধারণাগুলির 
অন্যতম 2 কোন সমতলে অবস্থিত একটি বিন্দু যদি এ সমতলে এইরূপভাবে গতিশীল 
থাকে যে উহা সর্বদা এক বা একাধিক বিশেষভাবে উল্লিখিত জ্যামিতিক শর্ত পূরণ 
করিয়া চলে, তবে যে পথে উহ лжія 41 বিচরণ করে তাহাকে উহার সঞ্চারপথ 
(locus) বলা হয়। বিশ্লেষণ জ্যামিভিতে এই জ্যামিতিক শর্তটিকে সঞ্চার পথটির 
যে কোন fira "tim (с, y) এর মাধ্যমে প্রকাশ করা হয়-_ইহাই সঞ্চারপথটির 
সমীকরণ (equation to the locus) উৎপন্ন করে। x এবং y কে তখন | 
পথটির সাধারণ স্থানাঙ্ক ( Current co-ordinates ) বল! gx | সঞ্চারপথটির 
যে কোন বিন্দু এই বীজগাণিতীয় সমীকরণকে অবশ্যই সিদ্ধ করিবে, কিন্তু সঞ্চারপথটির 
বাহিরে অবস্থিত কোন বিন্দু ইহাকে সিদ্ধ করে ন1। সঞ্চারপথের সমীকরণ কিরূপে 
পাওয়া যাইতে পারে তাহা এই অধ্যায়ে এখন আলোচনা কর! হইবে । 


42. সঞ্চার পথের সমীকরণ 
প্রদত্ত £ একটি জ্যামিতিক সর্ত যাহার অধীনে একটি বিন্দু একটি সমতলে গতিশীল 


বলিয়া ধরা হইল। গতিশীল বিন্দুটির সমুদয় অবস্থানের সমাবেশ ( assemblage ) 
বিন্দুটির সঞ্চারপথ গঠন করে i 

ধর! ай, গতিশীল বিন্দুটির একটি অবস্থান হইল Р বিন্দু। এক প্রস্থ নির্দিষ্ট অক্ষ 
46%) হইলে সেই অঙ্গুসারে P এর স্থানাঙ্ক, ধর! বাক, (х,у) 1 যে জ্যামিতিক শর্তাধীনে 
Р গতিশীল, তাহার সাহায্যে x এবং у কে 549% করিয়! একটি বীজগাণিতীয় সম্বন্ধ 
পাওয়া যাইতে পারে | এই সম্বন্ধ সঞ্চারপথটির সমীকরণ প্রদান করে : x এবং y 
সাধারণ স্থানাঙ্ক বগিয়া পরিচিত। সঞ্চারপথটির উপর যে কোন বিন্দু crews 
বজায় রাখে, few যে বিন্দু স্চারপথটির উপর অবস্থিত নহে, তাহা উহা! বজায় 
রাখে না। geteran নিচের প্রশ্নটি বিবেচনা করা যাক্‌। 

উদ. £ কোন বিন্দু একটি সমতলে এইরূপে সঞ্চার করে যে উহা! দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দু 
A : (3, 2) a8 B : (-1, 5) হইতে সৰ্বদ! সমদ্রবর্তী থাকে । গতিশীল p 
সধশরপথের সমীকরণ নির্ণয় করিতে mz 1 

42 
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1. গতিশীল বিন্দুটির যে কোন একটি অবস্থান 2 বিবেচনা কর! হইবে, এবং 
ইহার স্থানাঙ্ক, ধরা লইল, (29 у). 
2. এখানে জ্যামিতিক ЧЁ হইল: [РА | = 15841. 
З. স্থানাঙ্কদমূহের মাধ্যমে শর্তটি দাড়ায় 
VE 34GB = V+ +(y 75* 
ইহাকে সরল করিয়া পাওয়া যায়? 8х-бу-13-0 + >” (1) 


সঞ্চারপথটির উপর যে কোন বিন্দু, সমীকরণ (1) কে সিদ্ধ করে, কিন্তু যে বি, 
সঞ্চারপথটির উপর নাই তাহা ইহাকে সিদ্ধ করিতে পারে 411 эз সমীকরণ 


(1) হইল সঞ্চারপথটির নির্ণেয় সমীকরণ। পরবর্তী অধ্যায়ে দেখা যাইবে ধে এই 
সঞ্চারপথটি একটি সরলরেখ।। 


ertsia 

কোন বিন্দু 2 : (x, y) নিয়ে বিত শর্ত эйр (প্রশ্ন 1—8) netid করে। 
গ্রতিক্ষেত্রে সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর : 

1. (-4,-4) এবং (2, 8) হইতে সমদুরবর্তী ৷ 

2. (4,0) হইতে P এর দুরত্ব (9, 0) হইতে উহার দূরত্বের দুই-তৃতীয়াংশ | 

3. (-3, 0) হইতে P 74712 একক দূরে Ҹ | 

4. (0, 5) হইতে P এর দুরত্ব এ-অক্ষ হইতে উহার দূরত্বের দুই-তৃতীয়াংশ | 

5. (3, 2) হইতে P এর দুরত্ব /-অক্ষ হইতে উহার দূরত্বের faar 1 

6. (0, a) এবং (0, —a) হইতে P এর {зл বর্গের সমষ্টি 6৯, 

7. (4, 0) এবং (—4, 0) হইতে P এর aua সমষ্টি 10. 

8. (2, 0) এবং (—2, 0) হইতে P এর {чє অন্তর 2, 

প্রশ্ন 9_11 এর ক্ষেত্রে AG (a 0) чтв: (-৭,0) দুইটি স্থির fe; 
গতিশীল বিন্দু ? এর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর, যখন 

9, PA? -PB2=2h2 (একটি 44% রাশি ). 

10. PA=n. PB(nএকটি 44%). 

11, `PB2 +PC2=2PA2, যেখানে ০ হুইল (c, 0) 84.1 


44 সঞ্চারপথ ২ সঞ্চারপথের সমী করণ 


12. একটি স্থির সরলরেখা হইতে একটি স্থির বিন্দুর 97444) এবং একটি বিন্দু 
এইভাবে গতিশীল আছে যে স্থির (84 হইতে উহার দুরত্ব, স্থির সরলরেখাটি হইতে 
উহার দূরত্বের সহিত সমান 1 প্রমাণ কর যে গতিশীল বিন্দুটির সঞ্চারপথের সমীকরণ 
x? +2ру= b? ভাবে লেখা TRE 

সঙ্কেত? স্থানাঙ্ক sas স্থির বিন্দুগামী কর এবং উহাদের একটিকে প্রদত্ত 
রেখার সহিত সমান্তরাল এবং অপরটিকে উহার উপর 74914 লও | 

19. দুইটি বিন্দু ০: (0, 0) এবং А: (3,4) প্রদত্ত আছে। sfr ЛОАВ এর 
ক্ষেত্রফল 7 বর্গ একক হয়, যেখানে -শীর্ষগুলিকে এই ক্রমে 2795) হইয়াছে, তবে Bu 
সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় EE 

14. P একটি চল বিন্দু (৫473, 2-1), যেখানে t এর যে কোন মান হইতে 
পারে। Р এর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর 1 

সঙ্কেত? লিখ :-$+3, y=2t— l; t অপনয়ন কর, els) হইলেই x এবং 
y এর মাধ্যমে সঞ্চারপথটির সমীকরণ পাইবে 1 

15. P একটি চল বিন্দু (৫82, 2а), যেখানে t এর যে কোন মান হইতে পারে; 
দেখাও যে P এর সঞ্চারপথের সমীকরণ y? = dax. 

16. P একটি গতিশীল |44 (а соз 8, b sin 0), যেখানে 0 যে কোন মান 
গ্রহণ করিতে পারে; দেখাও যে P এর পঞ্চারপখের সমীকরণ হইল 


17. প্রশ্ন নং 15 844116 4 অনুরূপ 94: ধর P: (+ :-1), যেখানে t 
এর যে কোন মান হইতে পারে; প্রমাণ কর যে P এর 59149094 সমীকরণ হইল 


x9 7075 =. 
1. х+2у=8, 2. х3--уз--86. 3. x?-y?-F6x4 5-0, 
4. 9x*-5y*-90y--220—0. 5. -9х%-у1--6х--4у-13--0 
6, x*4-yà—3ai, 7. 9x*-495y*—395. 8. x?-3y*—8. 
9. 2ax+k%*=0, 10. (n*—1)x*-y*ca-*j--32ax(n*--1)-0 


11. (62—30)x—a* —c* 13. 4x—9y+14=0 14 9x—y-1—0. 
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সরলরেখা 2 বিভিন্ন আকারে ইহার সমীকরণ 

(THE STRAIGHT LINE : ITS EQUATIONS IN DIFFERENT FORMS) 
Б সুচনা 

এই অধ্যায়ের প্রধান উদ্দেশ্য, সরলরেখার সমীকরণকে বিভিন্ন আকারে বিধিবদ্ধ 
করা। ইহা প্রমানিত হইবে যে, যে কোন সরলরেখাকে দুইটি চলরাশি x এবং y এর 
একঘাত সমীকরণ ছারা প্রকাশ করা যায়। বিপরীতক্রমে, এইরূপ যে কোন সমীকরণ 
একটি সরলরেখাকে প্রকাশ 44) এইজন্য এইরূপ সমীকরণকে সরল (linear) 
সমীকরণ বলা হয়। 
52. স্থানাঙ্ক 5954054 সমান্তরাল রেখা 

1. কোন সরলরেখা »-অক্ষের সমান্তরাল হইলে ইহার সমীকরণের আঁকার 
হইবে £ x=b, যেখানে В হইল y অঙ্গ হইতে রেখাটির দিক-নির্দেশিত 
( directed ) দুরত্ব ! 

বিপরীততক্রমে, এই আকারের যে কোন সমীকরণ )-অক্ষের সমান্তরাল 
সরলরেখাকে প্রকাশ করে। 

ইহার কারণ, )-অক্ষের সমান্তরাল রেখাটির উপরিস্থিত সকল বিন্দুর একই vu, 
স্থতরাং রেখাটির উপর অবস্থিত যে কোন বিন্দু Р(х, y) এর ক্ষেত্রে x =k. 

বিপরীতক্রমে, এইরূপ যে কোন সমীকরণ কেবল সেই বিন্দুগুলিকে নির্দেশ করে 
যাহার! /-অক্ষ হইতে দিক-নির্দেশিত b দূরত্বে 
অবস্থিত; এই বিন্দুগুলি যে সঞ্চারপথ গঠিত করে 
তাহ| озон সমান্তরাল একটি ОЗІ! 
অনুরূপভাবে, 

2. чан এমাস্তরাল এবং উহা হইতে 
দিক্‌-নির্দেশিত 1 দূরত্বে অবস্থিত রেখার সমীকরণ 

9-і. 

লক্ষ্য করিতে হইবে যে 7 বা ! দিক-নির্দেশিত 
দূরত্ব হওয়ায় ধনাত্মক বা খণাত্মক হইতে পারে। 
ба 51 এ х=2 রেখ! (-অক্ষের সমাস্তরাল ) Баба 
এবং у= —3 রেখা ( 4-অক্ষের সমান্তরাল ) কে দেখ! 51204 | 
3. х-0, y-0 হুইল যথাক্ৰমে у-5% এবং /-অক্ষের সমীকরণ। 

45 
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5:3. বিন্দু-প্রবণতা আকার ( Point-slope form ) 
L. যে সরলরেখা P, : (х1, 75) বিন্দু দিয়া যায় এবং যাহার প্রবণতা m, 
তাহার সমীকরণ হইল 
у-у = mix ху) 

Пер Җи সরলরেখাঁট »-অক্ষের 
সমান্তরাল হয়, তরে উহার m অসংজ্ঞাত ; 
সুতরাং উহাকে এই আকারের সমীকরণ দ্বারা 
প্রকাশ করা যায় না। 

প্রমাণ। ধরা যাক, সরলরেখ| L ধনাত্মক 
X অক্ষের সহিত 0 কোণ উৎপন্ন করে। 
তাহাহইলে ইহার 
প্রবণতা m=tan 9 (ба 52-99 প্রবণতা আকার 
রেখাটির উপর যে কোন বিন্দু mem হইল এবং ধরা হইল, ইহার স্থানাস্কদ্য 
(2, y) |. vetet হইলে 


236 এর প্রবণতা 
p dali 
x-xi 


[ চিত্র 5.2 হইতে, tan 0= 2 27-21 
Ра 2-241 
রেখাটির 94431 -- রেখাটির যে কোন অংশের প্রবণতা, 


mzJ-»i 
x=% 


FETIS, у-у, етс) — রেখাটির সমীকরণের বিন্দু-প্রবণতা 
আকার 
Gs যে কোন বিন্দু Р এর পক্ষে এই সম্পর্ক সত্য এবং রেখাটির উপর 
অবস্থিত নহে এইরূপ কোন বিন্দুর ক্ষেত্রে সত্য নহে। 
স্থতরাং ইহাই রেখাটির সমীকরণ। 


টাকা | (xi, p) গামী এবং -অক্ষের সমান্তরাল রেখার সমীকরণ 
731 (7. এখানে ৮50) 


প্রবণতা-ছেদিতাংশ আকার 47 


উদা. 1. (4,1) এবং (2, 4) বিদুদ্বয়ের সংযোজক রেখার উপর mq এবং 
(2, -3) বিন্দুগামী রেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
4-1 


(4, 1) এবং (2, 4) এর সংযোজক রেখার প্রবণতা=5 {= 53 


боба রেখাটি ইহার উপর 919, эя: ইহার 9144918: 
রেখাটির [(2, —3) বিন্দুগামী এবং প্রবণতা — 2/3] নির্ণেয় সমীকরণ হইল 
э+3=#(х—2) 
3, 3y-2x413-0. 
94.2. যে রেখা (4, -8) А এবং ধনাত্মক €-অক্ষের সহিত 135° 
কোণে নত, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
এখানে m-tan 135'— —1; we (4, —8) RAIN এবং -1 
প্রবণতার রেখাটির সমীকরণ হইল 
у+8= -1(x-4) 
বা, xTtyr4-0 
অনুশীলনী ৷ নিয়লিখিত ক্ষেত্রদমূহে সরলরেখাগুলির সমী করণগুলি লিখ : 
^) ধনাত্মক %-অক্ষের সহিত 60° কোণে নত এবং (5, -2) বিন্দুগামী । 
(ü) এমন কোণে নত যাহার ভ্রিকোণমিতিক ট্যানজেণ্ট হইল 3/4 এবং 
(2, 6) বিন্দুগামী à 
(ui) যখন 444%! —4/5 এবং (— 2, 4) বিন্দুগামী । 
(1৮) যখন প্রবণতা m এবং (0, а 142) বিন্দুগামী ৷ 


[উত্তরঃ (i) 49৮494৮480১ (i) 4у-8хеі8; 
(Hi) бу-4х-19-0 (iv) 75171779২11 41771, 


54. গ্রবণতা-ছেদ্দিতীংশ আকার ( Slope-intercept form ) 

যদি কোন সরলরেখা /-অক্ষকে কোন (0, b) বিন্দুতে ছেদ করে (b ধনাত্মক বা 
«efus হইতে পারে ), তখন বল! হয় যে রেখাটির ১-ছেদিতাংশ হইল 01 
жәңе ফোন রেখার )-ছেদিতাংশটি হইল, মূলবিন্দু হইতে রেখাটি_)-অক্ষকে যে 
বিন্দুতে ছেদ করে সেই 84,444 দিক-নির্দেশিত দুরত্ব। এ-ছেদিতাংশের সংজ্ঞাও 
অনুরূপ, কেবল এক্ষেত্রে 7-মক্ষের স্থলে Fam বলিতে হইবে | 
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চিত্র 5.3 এ L রেখার 4-ছেদিতাংশ 
a এবং )-ছেদিতাংশ b দেখ! যাইবে | 

IL যে সরলরেখার গ্রবণত। m এবং 
3"ছেদিতাংশ c, তাহার সমীকরণের 
আকার হইল £ 

у=тх+с ->2|44%1- 

ছেদ্দিতাংশ আকার 

প্রমাগ। ধরা 44, L রেখা y- 
অক্ষকে e (চিত্র 5.4) বিন্দুতে ছেদ চিত্র 5.9. অক্ষদ্বয়ের উপর ছেদিতাংশ 
করে। তাহা হইলে а ag HATER (0, c) কারণ ॥-ছেদিতাংশ с. রেখাটির,উপর 
যে কোন বিন্দু? : (x, y) লওয়া হইল | 


у-с 
х-0 
কিন্তু রেখাটির প্রবণতা =m 
т-Уу2< 
x 


аР এর প্রবণতা = 


বা, y-mx-tc; 
ei এমন একটি সম্বন্ধ যাহা রেখাটির 
উপরিস্থিত যে কোন বিন্দুর পক্ষে সত্য এবং fla 54. প্রধণতা-ছেিতাংল আকার 
রেখাটির বাহিরে অবস্থিত বিন্দুর পক্ষে সত্য 
নহে। সুতরাং ইহাই রেখাটির নির্ণেয় সমীকরণ 1 
DPL -অক্ষের সমান্তরাল রেখার ক্ষেত্রে এই সূত্রের প্রয়োগ করা যাইবে না। 
(77 meme নহে )। 
টাকা 2. বিন্দ "প্রবণতা আকার হইতে এই আকারাঁট সরাসরি পাওয়া যায়, 
যেমন, এখানে একটি 14% @ : (0, с) এবং প্রবণতা m বলিয়া সমীকরণ 
у-стт(х-0), বা, у=тх+с. 
Tie 3, সমীকরণাঁটতে দুইটি ue রহিয়াছে, -যথা m এবং с; সুতরাং 


যাঁদ দুইটি শর্ত প্রদত্ত হয় যাহারা রেখাটিকে সিদ্ধ করে, তবে রেখাটির সমীকরণাঁট 
নির্ণয় করা যাইবে 1 নিয়ে প্রদত্ত উদাহরণগুল দ্রষ্টব্য š 
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881. 3. (3, 4) এবং (8, —15) হিন্দু দুইটি দিয়া যে রেখা গমন করে, তাঁহার 
সমীকরণ নিণয় কর। 
প্রথম পদ্ধতি। ধরা যাক্‌, নির্ণেয় সমীকরণ হইল 
у=тх+с, 
যেখানে тоё c ধ্রুবক এবং এই বিশেষ ক্ষেত্রে উহাদের মান নির্ণয় করিতে 
হুইবে। 
যেহেতু (3, 4) এবং (8, -15) fae রেখাটির উপর অবস্থিত, সুতরাং 
4=3m+c 
-15=8m+c, 
যাহ! হইতে, m= — 19/5 এবং ০=77/5 
", নির্ণেয় সমীকরণ হইল 
41, 5у+19х=77. 
দ্বিতীয় পদ্ধতি 1 যেহেতু নির্ণেয় রেখাটির দুইটি বিন্দু হুইল (3, 4) এবং (8, - 15), 


„>ле Н 
স্থতরাং ania প্রবণতা ভুৰ" 


যেহেতু রেখাটি (3,4) বিন্দুগামী, সুতরাং Гетта আকার হইতে fade 
সমীকরণ হইল 
у-4= - Mx -3) 
বা, 5у+19х=77. 
তৃতীয় পদ্ধতি। পরবর্তী аня দুইটি প্রদত্ত И রেখার সমীকরণ 
নির্ণয়ের এবটি та (4/84 কর! হইবে ৷ та) এই ক্ষেত্রে সরাসরি প্রয়োগ করা যায়। 


একটি গুরুত্বপূর্ণ মন্তব্য : 

যদি m এবং c দুইটি নির্দিষ্ট বক হয়, তবে সমীকরণ y=mx+c একটি বিশেষ 
রেখাকে নিরূপিত বরে। few যদি m একটি নিদিষ্ট арте (fixed constant) 
অথচ c একটি অনির্দিষ্ট аа (arbitrary constant) হয়। তবে у=тх+с 
প্রকাশ করে সমান্তরাল রেখাসমূহের এবটি সেট (а system of parallel lines ) কে, 
যাহাদের একই «аяа! m (কেবল c বিভিন্ন রেখার ক্ষেত্রে বিভিন্ন ) i 
4 (әл.1 
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এখন ছাত্রছাত্রীদের facra প্রশ্নগুলির সঠিক উত্তর দিতে আহ্বান কর! যাইতেছে : 
প্রঃ নিয়লিখিত প্রত্যেক ক্ষেত্রে у= mrte সমীকরণ কি প্রকাশ করে? 
G) যখন m=0 এবং c একটি অনির্দিষ্ট 94%; 
(৮) যখন c( 40) একটি নির্দিষ্ট বক, কিন্তু m একটি অনির্দিষ্ট sqa; 
(ii) যখন c—0 এবং m একটি অনির্দিষ্ট ধ্রুবক; 


(v) যখন т(ж0) একটি নির্দিষ্ট өзе এবং ৫ ও একটি নির্দিষ্ট фе, 


(v) যখন т এবং c উভয়েই অনির্দিষ্ট apu | 
55. দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দুগামী রেখা 


Ш. দুইটি প্রদত্ত বিন্দু A: (21, уу) এবং B : (xa ya) দিয়! যে সরলরেধা 
গমন করে, তাহার সমীকরণ হইল 


= w, 291 ы 
y-»i amr d х1). 


প্রমাণ £ ধর! যাক্‌ 2: (д, р) রেখাটির যে কোন বিন্দু। 


AB এর @дїз|= 72721, 
X93—2X1 


AB এর প্রবণতা=2 Уі, 
х-х 


উভয়েই একই রেখার অংশ হওয়ায় এই প্রবণতা দুইটি অবশ্যই সমান з স্বতরাং 
р ыр 
X—Xi Xg—-x, 


বা, »- 22726 х1). 


ШЕЛ DV M че луы 
এই আকার প্রয়োগ করা যাইবে না, কারণ তখন ху — za = 0 এবং শুন্য দ্বারা ভাগ 
অসংজ্ঞাত। লক্ষণীয় x. = xə হয়, যখন রেখাটি )-অক্ষের সমান্তরাল | সূতরাং 
অঙ্গের সমান্তরাল রেখার সমীকরণকে উপরে প্রদত্ত আকারে লিখতে পারা যায় না | 


Шея আকারের বিকল্প একটি আকার হুইল 
(0/-80042 —z1)= (ya —уу)(х— ху) 
বা, x6. — y2)- (x2 — хі) Елу) хау =0 


А 


A 51 


ছকের ( determinant ) অ/কারে প্রকাশ করিলে সমীকরণটি হইবে 


Ту | Wy el = 0. 
xi» 1 
ха Уа 1 


এই আকার ([V)কে সহজেই এই в হইতে নিরূপণ করা যায় যে, বিন্দু (x, y), 
নির্দিষ্ট faman (ху, yi) এবং (ха, ya) এর সহিত শুন্য ক্ষেএফলবিশিষ ত্রিভুজ গঠন 
করে, যেহেতু বিন্দু তিনটি একই রেখার উপর অবস্থিত | 

ইহা কৌতৃহলের বিষয় যে (ІП) আকা'রটিকে যরিও ১-অক্ষের সমান্তরাল রেখার 
মমীকরণ নির্ণয়ে প্রয়োগ কর! যায় না, (IV) আকারটিকে কিন্ত প্রয়োগ করা যায়, 
তা রেখাটি যদি ৮-অক্ষের সমান্তরাল হয় তাহা হইলেও; কারণ (IV) এ ха 
ধরিয়। সরল করিলে অবশেষে <= x, পাওয়া যাইবে, যাহা ॥-অক্ষের সমান্তরাল 
একটি রেখা । 


অনুশীলনী 
L. নিম্নের বিন্দুগুলির সংযোজক রেধাসমূহের সমীকরণগুলি লিখ ; 
G) (0, 0) এবং (5, -3); (4) (5,-3) এবং (5, 2); 
(iii) (—5,2) এবং (3, 2) ; (iv) (—4, 1) এবং (3, -5); 
0) (8-9) "(4,40 00 (ab) এবং (b, a); 
(vii) (в, 9 এবং e ct, HI 


2. (-5,6,(-1, -4) এবং (3, 2) В бан বাহ্গুলির (বর্ধিত) 
সমীকরণ 41941 (жузи মধ্যমাত্রয়ের সমীকরণও নিরূপণ কর। 


3. দেখাও যে সমীকরণ 


| £495 1 -0. 


хі Уз 1 
Ха Уі 
কে x এবং y এর একঘাত সমীকরণরূপে প্রকাশ কর! যায়। 
[Wr 1. () 8х+5у=0; (H) x=5; ШІ) у-2; ДІ) бх+1у+11=0; 


б) Syamim P ; (0 xz+y=a+b, 


(vi) x-9t*ye8ct. 
2 3y+5x+19<0; 2у-3к%5-0; 2ykx-Te0. 
бу- x- 9-0; бу+1х-1=0; х--1.| 
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56. ছেদ্দিতাংশ আঁকার ( Intercept form ) 

V. যে সরলরেখার অক্ষদ্ধয়ের উপর ছেদিতাংশ wg নহে অথচ সসীম এবং 
যাহার -ছেদিতাংশ ও %-ছেদ্দিতাংশ যথাক্রমে а এবং b, উহার সমীকরণের 
আকার হইবে : 


ле АШ 
m 1 (a, ৮৮০) 


প্রমাণ। ধরা 414, L সরলরেখা -অক্ষকে 
А: (e, 0) এবং )-অক্ষকে B : (0, b) বিন্দুতে 
ছেদ করে, যাহাতে অক্ষদ্বয়ের ছেদিতাংশ а এবং 
b উৎপন্ন হয় ( চিত্র 5.5)। 

ধরা 51%, L রেখার উপর РЧ কোন 
বিন্দু এবং Р এর স্থানাঙ্ক (z, y) | 


চিত্র 5.5. ছেদিতাংশ আকার 


AS এর প্রবণতা - 7—0 
х-а 


== বা, ay-cbx-ab, যাহাকে ab দ্বারা ভাগ করিয়া 
পাওয়া যায় 


> к == ছেদিতাংশ আকার i 


টাকা 1. যাঁদ ৫-0 বা, b=0 হয়, তবে এই আকারের সাহায্যে রেখার 
সমীকরণ নির্ণয় করা যাইবে না। রেখাটি যে কোন অক্ষের সমান্তরাল হইলেও 
ছোঁদতাংশ আকার প্রয়োগ করা যাইবে না (৫ অথবা b তখন অসংজ্ঞাত) 

টাকা 2. কিন্তু ছোদতাংশ আকারে প্রদত্ত রেখাটকে আঁকত করা সর্বাপেক্ষা 
স্মাবধাজনক ; যেমন 21221 রেখাটিকে আঁঙ্কত কাঁরতে (3, 0) এবং (0, 4) বন্দ; 


দুইটি লইয়া উহাদের মধ্য দিয়া রেখাটকে লইয়া যাইলেই হইল । 


81.3. (4,3) বিন্দুগামী একটি সরলরেখা অক্ষয়ের উপর এইরূপ দুইটি 
ছেদিতাংশ উৎপন্ন করে যাহারা দৈর্ঘ্যে সমান এবং একই চিহযুক্ত। রেখাটির সমীকরণ 
নির্ণয় কর এবং эртедир উপর ছেদিতাংশ দুইটিও নির্ণয় কর। 
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ধরা যাক্‌, প্রত্যেক ছেদ্দিতাংশ = (৫ ধনাত্মক অথব! খণাত্মক ) 
রেখাঁটির সমীকরণ হইল 


2+2=1. 
а а 
কিন্ত, (4, 3) বিন্দুটি রেখাটির উপর অবস্থিত, 
স্থতরাং, 1+3=1 ১ বা, ৫৯7-প্রত্যেক ছেদ্দিতাংশ 
fafa সমীকরণটি হইল 
xty-7. 
57. অভিলন্ব 41 লন্ব-আকার (Normal form) 

УІ. যে রেখার মূলবিন্দু হইতে রেখাটি অবধি 74 দূরত্ব pom সেই ক্ষেত্রে 
ল্বটি ধনাত্মক ৮-অক্ষের সহিত যে কোণ উৎপন্ন করে তাহ! <, সেই রেখার সমীকরণ 
নিয়গ্রকার আকারে প্রকাশ করা যায়, যথা £ 

x cos <+y sin X— p. 
প্রমাণ। চিত্র 5.6 এর প্রতি দৃষ্টি আকর্ষণ 
কর! যাইতেছে। ধরা যাকু, রেখাটি L, যাহার 
সমীকরণ নির্ণেয়। ধরা যাক, ON হইল মূলবিন্দু 
হইতে L রেখ! অবধি 744441 মনে করা 


/V: (p cosa, sina) 
E ^ 
হইল, Ой-р, এবং ХОМ-<; ধরা 41%, 


Venice 
P : (x, y) রেখা L এর উপর যে কোন বিন্দু। 


লক্ষ্য করা যায় যে М এর পোলার বা মেরু চিত্র 56. অষ্ঠিলন্ব-আকার 
(polar) স্থানাঙ্ক : (р, <) যেখানে পোল 31 মেরু ( pole ) হইল o এবং а 


> x . TM 
са ox. N এর কার্তেজীয় স্থানাঙ্ক হইল p cos 4=0N এবং p sin «= MN. 
স্প্টত ON এর প্রবণতা! = (ап <, 
94: ON এর লম্ব রেখা L এর প্রবণতা 
1 


Me = — cot <. 
tan < 


এখন বিন্দু-প্রবণত| আকার 593104 L রেখার সমীকরণটি হইল 
y—p sin <= —cot < (х-р соз 4) 


< 
= -5০১+(%-%2 cos <) 


sin < 


54 অরলরেখ! : বিভিন্ন আকারে ইহার সমীকরণ 


Wl, x cos 4+y sin «—p (sin? <+cos2<)= p. 

4. x cos <+y sin «—p > রেখাটির অভিলম্ব বা লশ্ব-আকারের সমীকরণ | 

রেখাটির উপর অবস্থিত যে কোন বিন্দু P প্রদত্ত শর্ত পূরণ করে এবং রেখাটির বাহিরে 
অবস্থিত কোন বিন্দুর পক্ষে ইহা! সত্য নহে। সুতরাং ইহাই রেখাটির নির্ণয় সমীকরণ । 

p এর (5% সম্পর্কে প্রচলিত রীতি £ 

রেখাটির সকল অবস্থানে p কে ধনাত্মক ধর! হইবে। 

টাকা 1. ইহা সহজেই নিরূপণ করা যায় যে GA এবং তল ছোঁদতাংশদ্বয় 
( fpa 5.6) হইল যথাক্রমে p sec < এবং p ০০১৫০ <, সুতরাং ছোঁদতাংশ-আকারের 


সাহায্যে L রেখার সমীকরণ হয় 
22 P У реа 
рвеся р соѕес < 


বা, х cos <+) sin «= р. 
টাক! 2. চিত্র 5.6 হইতে ইহা নিরূপণ করা যায় যে L রেখার মেরু বা 
পোলার সমীকরণ হইবে 


r cos (0 —«)—p, 

যেখানে যে কোন বন্দ; р এর মেরু বা পোলার স্থানাঙ্ক (>, 6). 

0913. যাঁদ p এবং < জ্ঞাত হয়, তবে সরলরেখাটি সম্পূর্ণ নিত হয় 
(সুতরাং উহাকে চিত্রে অ্কিত করা যায়)। ধনাত্মক «-অক্ষ হইতে < কোণ পাঁরমাপ 
করা হইল যেন XON=<. CN=> ছিন্ন কারয়া লইয়া এখন N এর মধ্য দিয়া 
ON এর উপর লম্ব রেখা অঙ্কন কাঁরলে ТАСА রেখা পাওয়া যাইবে | 


অনুশীলনী 
1. নিম্নের প্রতিটি রেখা অঙ্কন কর, যেখানে 
G) р-5,«-«390; (i) р-4,х-240;, 
(Gi р-5,«-315%; (ü) р=6, <=120°, 


এই রেখাগুলির সমীকরণসমূহ লঙ্ব-আকারে fes | 


58. x এবং y সংশ্লিষ্ট প্রথম ঘাতের সাধারণ সমীকরণ (The 
General Equation o£ first degree in x and y ) 


x এবং p সংশ্লিষ্ট প্রথম ঘাতের সাধারণ জমীকরণটিকে এই আকারে লেখা যার, 
agi: 
ax+by+c=0, І 


যেখানে a, b, c EIF এবং а ও b এর উভয়েই শুন্য নহে। 


х এবং у সংশ্লিষ্ট প্রথম ঘাতের সাধারণ সমীকরণ 55 


প্রতিপান্ 1. яхта যে কোন রেখার সমীকরণ হইল = এবং у সংশ্লিষ্ট 

নিয়লিখিত আকারের প্রথম ঘাতের সমীকরণ, যথা £ 
. ax-Fby--c—0 ( a, b এর উভয়েই 49 নহে ) 

প্রমাণ $ এক প্রস্ত আয়ত অক্ষ কোন সমতলের উপর স্থাপন কর! হইল | 

ক্ষেত্র. 1. ধর! যাক্‌, সমতলটিতে L কোন একটি রেখা, যাহা অক্ষয়ের কোনটিরই 
সহিত সমান্তরাল নহে। ইহা stal আছে যে রেখাটি সম্পূর্ণ নির্ণীত হইবে, যখন 
রেখাটির উপর অবস্থিত দুইটি বিন্দু, মনে 451414 (ха, уз) এবং (ха, ya) প্রদত্ত 
থাকিবে । এইরূপ রেখার সমীকরণ হইল 

-yxa х1) (v2 - Yi (x x1) 
বা, *(xg—x1)-x(v1 — v3) ^ Xays t Хуа 70 i 
ইহাকে নিয়ের আকারে লেখা যায় : 
ax+by+c=0, 

যেখানে ৫ y1 — yg b= xg — x4 এবং 09 x1y2 — ХУ. 

ক্ষেত্র, 2. ধরা যাক, L রেখা 2-অক্ষের সমান্তরাল। তখন উহার সমীকরণের 
আকার y=y £ ইহা ৫+৮+০-০ এরই বিশেষ আকার, যেখানে ৫৯০, ৮] 
এবং co-—yr 

ক্ষেত্র, 3. ধর! যাক, L রেখ! )-অক্ষের সমান্থরাল। উহার সমীকরণের আকার 
তখন х=: ইহাঁও azx+by+c=0 এর একটি বিশেষ ক্ষেত্র, যেখানে а=1, 
b=0 এবং с= – х1, 

-অক্ষ এবং 7-অক্ষ আবার ক্ষেত্র 2 এবং ক্ষেত্র 3 এর যথাক্রমে বিশেষ ক্ষেত্র 
(»=0, х-0)1 i 

স্থতরাং কোন সমতলস্থ যে কোন রেখার সমীকরণের আকার হইল 

ax by-Fc- 0. 

এখন বিপরীত প্রতিপাছটি প্রমাণ করা যাকৃ। 

প্রতিপা্য 2. x এবং р সংশ্লিষ্ট প্রথম ঘাতের সাধারণ সমীকরণ, যথাঃ 

ax-Fby-+c=0 ( যেখানে a, b, c 81% এবং a, b উভয়েই শূন্য নহে ) (1) 

সর্ব সমতলস্থ একটি সরলরেথাকে প্রকাশ করে। 


প্রমাণ s 
ক্ষেত্র, 1. ধরা যাক, ৮৮0; তাহ! হইলে সমীকরণ (1)কে এইভাবে লিখিতে 


жй; 
পারা її: у= p XE 


56 সরলরেখ। : বিভিন্ন আকারে ইহার সমীকরণ 


ইহ। সরলরেখার প্রবণতা -ছে্িতাংশ আকারের সমীকরণ, যেখানে প্রবণতা হইল 
— a[b এবং »-ছেদিতাংশ — с/р. 

যদি a=0 হয়, তবে তখন অমীকরণটির আকার হয় у= — c/b অর্থাৎ «-অক্ষের 
সমাস্তরাল একটি সরলরেখাকে প্রকাশ করে। 

aff a=0, আবার c=0 হয়, তবে সমীকরণটি 2-অক্ষকেই প্রকাশ করে 1 

ক্ষেত্র. 2. ধরা যাক্‌ 5-0; সমীকরণ (1)এর gata আকার তখন 

ах+с=0. 

এখন а শুন্য হইতে পারে না, কারণ তখন а এবং b উভয়েই AI (bos প্রথমেই 

xg ধর! হইয়াছে )। 


সুতরাং r=- 
a 


ইহা /-অক্ষের সমান্তরাল রেখার সমীকরণ, যদি ০৮৫০ হয়) এবং у-542, যদি 
с=0 হয়। 

স্থতরাং সম্ভাব্য সকল ক্ষেত্রেই, ах+фу+с=0 (а, b Wes নহে ) 
একটি সরলরেখাকে প্রকাশ করে। 

টীক 1. ах+фу+с=0 এর নাম রৈখিক সমীকরণ (linear 
equation ) 209914) 1 এবং 2 এর লব্ধ ফল, এই সত্যটিকে সমর্থন করে 1 

টাকা 2. যাঁদ ০-০, হয়, তবে axz+by+c=0 রেখা মূলাবন্দুগামী একাট 
রেখাকে প্রকাশ করে। 


যদি ০0 হয়, তবে সমীকরণটিকে এই আকারে প্রকাশ করা যায়, যথা : 


b 


-4ұ-Әу-і1 
с 


с 


বা, [х+ту=1; ইহা মূলবিন্দুগামী নহে এমন একটি সরলরেখা | 


ax -by-Fc- 0c বিভিন্ন আকারে প্রকাশ (Reduction of ax--5y--c— 0 
into different forms ) š 
1. প্রবণতা-ছেদ্রিতাংশ আকার £ ইহা! সম্ভব যদি কেবল ৮০ 59 
ӛу--ах-с 


বা, у= –рх-р (A= alb, )-ছেদিতাংশ_ -clb ) 


x এবং y সংশ্লিষ্ট প্রথম বাতের সাধারণ সমীকরণ 57 
2. ছেদ্দিতাংশ আঁকার £ ইহা সম্ভব কেবল যদি ০৮০, а<0, ৮৮০ 


ax+by= -c 
x 
T í 


( *-ছেদিতাংশ = --c/a, 7ছেদিতাংশ- — cib ) 1 

4847: রেখাটি অঙ্কনের পক্ষে ইহা! সুবিধাজনক আকার 1 

3. অন্তিলন্ব-আকার £ ; 

নিয়ের উক্তিটি যথার্থ বলিয়া ধরিয়! লওয়া হইল ২ 

ছুইটি প্রথমঘাত বিশিষ্ট সমীকরণ, 54: ах+һу+с=0 এবং 
%+4৮/+০-০ একই সরলরেখাকে প্রকাশ করে যদি এবং CFIN- 
আত্র যদি 


ах+Ьу+с=0 আকারের সমীকরণকে অভিলম্ব-আকারে প্রকাশ করিবার 99 
নিয়প্রকারে অগ্রসর হইতে হইবে : 
( ধরা যাঁক্‌ ০ qatqe, সমীকরণটিকে এখন এইভাবে লেখা যায়ঃ 
c= —ax-—by 
এবং ধরিয়া লওয়! হইল যে এই রেখা এবং 
p= х cos 4+9 sin < (7 সৰ্বদা! ধনাত্মক লওয়! হয় ) রেখা! একই GN I 


-а 59-2 + Јаз Ж | 4-Май: 
তাহা হইলে с= р cos tin ৭4505515108 < 1 
Я о а loei qe (un 
সুতরাং, cos < + Jg nm sin ER 5757757 + NE ESI 
অভিলগ্থ আকারে সমীকরণটি এখন হুইল 


1৮18-2৫-54 by 
Маз +8 ма? +62 Крга 
অর্থাৎ এই আঁকার বিশিষ্ট অবস্থায় ইহা 
p=x cos <+ sin «এর সমতুল, যেখানে 


এবং যেখানে < নিরূপণ করা হয় 


«ll c, 
E Ја? +b? 


Н — 1 
cos <= ЖООП এবং sin x< ТЭИ i m — L2 সমীকরণদয় হইতে। 
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(4) ধরা যাকৃ c чїч তাহ! হইলে নির্ণেয় অভিলম্ব-আকার এইভাবে 
প্রাপ্তব্য, যথা : 
-с=ах+Ьу 
প্রত্যেককে ১/৫৪+-%৪ দ্বারা ভাগ কর! হইল; তাহা হইলে 
ү নি টি বি” 
ইহা নিয়ের সমীকরণের সহিত সমতুল, যথা £ 


p= x сов x+y sin 4, 


যেখানে 


"GI এবং < নিরূপিত হয় 


cos <= 


a : b 
= এবং іп «с - সমীকরণদ্ধয় হইতে ৷ 
48855705108 হই 

মন্তব্য। ক্ষেত্র দুইটি এইভাবে әз হইয়াছে যেন p সর্বদা ধনাত্মক থাকে | 
л করা হইয়াছে ০ এর fom সম্পর্কে প্রচলিত রীতি ( অনুচ্ছেদ 57) অনুসারে ৷ 
আর একবার স্মরণ করাইয়! দেওয়া প্রয়োজন যে p হইল মূলবিন্দু হইতে রেখা পর্যন্ত 
aa দূরত্ব । 

উদ্দা.5. х-у,347-0 সমীকরণটিকে অভিলম্ব-আকারে প্রকাশ কর। 
মূলবিন্দু হইতে রেখাটি 44% mora দৈর্ঘ্য (р) নির্ণয় কর। এই লঙ্ব-রেখা যদি ধনাত্মক 
এ-অক্ষের সহিত < কোণ উৎপন্ন করে, তবে « নির্ণয় কর। p এবং < র মানের 
সাহায্যে রেখাটি অঙ্কন কর। 


এখানে Ja2+b2= У(1#+(— 43922; exe পদ (7) ধনাত্মক। 


স্থতরাং প্রদত্ত 14440 এইভাবে y^ 
লিখিত হইল, 441: 
2- Pe $, 
ইহাই অভিলঙ্ব-আকার, যাহা y 2-00 ү 
নিয়ের সমীকরণের সমতুল, যথাঃ 0 5 
y 


p= х cos «fy sin <, চিত্র 57 


x এবং у সংশ্লিষ্ট প্রথম ঘাতের সাধারণ সমীকরণ 59, 


যেখানে р= 3, এবং যেখানে < নির্ণীত হইবে 
cos <= —š এবং sin «= হইতে 1 
লক্ষ্য করা হইল যে < অবশ্যই দ্বিতীয় পাদতে অবস্থিত হইবে 
(' sin < ধনাত্মক এবং cos < 444%)! বস্তুত, «—120". 


অঙ্কন। (চিত্র 5.7 দ্ৰষ্টব্য )। 

Де} ж” 

তাকে এইরূপভাবে লওয়া হইল যেন XON-I20" হয়। ON হইতে CN 
এইভাবে ছিন্ন করা হইল যেন ON-j একক 91] N গামী এবং ON এর "v 
একটি রেখ! অঙ্কন কর! হইল। এই প্রকারে নির্ণেয় রেখা ө হইল 1 


সরলরেখাসমূহের অঙ্ধন-প্রণালী, যখন উহাদের সমীকরণ Gee 


থাঁকে 
উদা. 6. নিয়লিখিত সরলরেখাগুলি অঙ্কন কর £ 


G) 4х-3у-12-0; Gü) 2х+3у+6=0; 
(iii) х+у=0; 
0) »--6. 
ধ্রুবক পদটি শূন্য হইলে সমীকরণটিকে প্রবণতা-ছেদিতাংশ 


(iv) х-5; 


সঙ্কেত। 1. 
আকারে প্রকাশ কর £ যেমন (i). 
2. অক্ষত্বয়ের সমান্তরাল রেখা সহজেই অঙ্কন কর! যাইবে £ যেমন (іу) এবং (v). 


3. অপর ক্ষেত্রগুলিতে সমীকরণগুলিকে ছেদিতাংশ আকারে লইয়া! যাওঃ 


যেমন (i) এবং (и). 


(ü) 4x+3y=12 (ü) 2х+3у=—6 


+= ын = 
বা, 3*4 1 ac p 22 1 
রেখাটির উপরিস্থিত দুইটি রেখাটির দুইটি বিন্দু হইল c(—3 
বিন্দু (3, 0) এবং B(0, 4)! এবং D(0, —2)1 
এখন রেখাটি অঙ্কন কর। . এখন রেখাটি অঙ্কন কর। 


(аі) у= = (69491= —1, 4% 418-135”) রেখাটি মুলবিন্দুগামী ! 
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চিত্র 5.84 সমুদয় রেখ! প্রদশিত হইল 1 


চিত্র 5.8. রেখা অঙ্কন 


1. যে সরলরেখাগুলির সমীকরণ নিয়ে প্রদত্ত আছে তাহাদের অঙ্কন কর £ 
(ü) х+2›-3=0; (ü) 5х-7)-9-0; 
(їп) 7x-3y 20 ; (iv) 3x+8=0. 


2. fac রেখাগুলির প্রবণতা! এবং )-ছেদিতাংশ নির্ণয় কর: রেখাগুলি 
“অঙ্কন কর £ 


(G) 4x*2»-1-20; (ü) 7х+8у+5=0; 
(iii) у-0; (w) х-9Ә-»; 
() 2у-3-0; (м) by+ax=ab, (a, ৮১৯০), 


8. p «4:54 প্রদত্ত মানের সাহায্যে প্রত্যেকটি রেখ! অঙ্কন কর এবং অভিলঙ্ব- 
"আকারে তাহাদের সমীকরণগুলি লিখ : 


(ü) р-5,%-30”; (ü) p—4,4-240'; 
(ii) p=6, «—315' ; (i) р=6, <=120°. 
4. Баре 401944904 প্রত্যেকটিকে অভিলম্ব-আকারে প্রকাশ কর এবং 
< ও? নির্ণয় কর £ 
(ü ,3х-у-9; (ü) x+y+8=0; 
(їй) 4у-7-0; 50-9) —-k52=0; 


দুইটি রেখার ছেদ 61 


5. যে যে ক্ষেত্রে ода সেই সেই спа নিঃলিখিত রেখাগুলির এ-ছেদিতাংশ 
এবং »-ছেদিতাংশ উভয়ই নির্ণয় কর এবং রেখাগুলি অঙ্কন কর ২ 
(i) 2х-Зу-12-0;” (ü) х-у-1-0; 
(iii) 5х+7›+13=0; (iv) 2х-3у-0; 
(৮) 2х+3=0; (vi) х-0. 


6. কোন বর্গের FÍA স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয় বরাবর অবস্থিত এবং উহাদের প্রত্যেকের 
দৈর্ঘ্য 2 একক। বাহু (বধিত) চারিটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 


উত্তরমালা 
2 (G -2; 14 «т 19; (ii) -ТІВ; -1 এবং 75187 (iii) 0; কোন 
ছেদ্দিতাংখ নাই; (v) -і; 8459: 0) 0; ৮ ছেদিতাংখ নাই, y ছেদিতাংশ=3/2: 
(vi) -а|; b এবং a. 
4. (0 30° «9; 9/2; (ii) 225° এবং 4,9; (Ші) 90° এবং 7/4: (іу) 180° এবং 6. 
6, х+у=+14@х-у= +1. 


5'9. দুইটি রেখার ছেদ ( Intersection of two lines ) 

+ 51%, নিয়লিখিত castas, যথাঃ 

৫1470570870 
এবং азх+Ьзу+са=0 

পরস্পরকে ছেদ করিয়াছে এবং ছেদবিন্দুর 191998 (<, 9)। 

যেহেতু ( <, 0) উভয় সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে, সুতরাং 
a4 4T bif--c, —0 
азк FbaB--cg —0 

ইহাদের সমাধান দ্বারা (43944 প্রণালীতে ) পাওয়া যায়ঃ 
Т « ñ =} 1 


Буса Басі 05427505428 — аза 


ছেদবিন্দুটির স্থানাস্কদ্য় হইল £ 


Xa bico — әсі, B= азаа, 
2102 — азб 219% — agb; 


মন্তব্য £ যদি 25-2৮:-0 হয়, অর্থাৎ যদি alas bilba হয়, 
তবে রেখ! দুইটি ছেদ করিবে 41 এই ста রেখা, দুইটির exe! -aiba 
এবং - ৭2/2 পরস্পর সমান এবং রেখা দুইটি সমান্তরাল। 
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зт. 7. একটি ত্রিভুজের Afan (0,6), (—2, -2) (4, 2) বিন্দু; উহার 
G) মধ্যমাত্রয়ের সমীকরণ এবং ছোদবিন্দু; (i) লম্ব-উচ্চতাত্রয়ের সমীকরণ এবং 
«атан; (1) বাছগুপির লঙ্ব-সমদ্ধিধগুকক্রয়ের সমীকরণ এবং ছেদবিন্দু নির্ণয় কর। 
যাচাই করিয়! দেখ যে নিণাঁত ছেদবিন্দত্রয় সমরেখ 1 

ধরা wm, "au А : (0, 6), 
в: (2, -2) এবং ০: (4,2) (চিত্র 5.9] 

(ü) ধরা 14, 8৪১, CA, АЗ এর 
মধাবিপুগুলি যথাক্রমে D, E এবং F. 

D, E এবং F এর স্থানাঞ্চগুলি যথাক্রমে 
гы এ (৪ 2+6), 

2 2 


0-2 6-2 
p Ux x 

অথাৎ (1,0), (2,4, (71,2) 

মধ্যমাত্রয়ের সমীকরণ £ 


পি 
AD3 সমীকরণ : у-6-126(ж-0) 

অর্থাৎ у+6х-6=0. 
- 


: 242 
seg সমীকরণ : ›+2 2+2+2) 
অর্থাৎ, 2y-3x-2-0. 


CF এর সমীকরণ : ০] 


অর্থাৎ, у-2. 
মধ্যমাজয়ের ছেদবিন্দু নির্ণয়ের sg প্রথমত যে কোন দুইটি মধ্যমার সমীকরণ, 
মনে করা যাক, 
у+6х-6=0 এবং у=2 
সমাধান করিতে 9941 সমাধান ছার! পাওয়া যায় £ х=, у-2. এই (8, 2) 
বিন্দুটি তৃতীয় মধ্যমা 2॥-3%-2=0 এর উপরও অবস্থিত বলিয়া দেখা যায়। 
মধ্যমা! তিনটি পরস্পরকে (8, 2) বিন্দুতে ছেদ করে। 


দুইটি রেখার ছেদ Е 


(i) যেহেতু উতর ewe ЕР н, 


qem A গামী লঙ্ব-উচ্চতার (উতর উপর тү) প্রবণতা = - 3/2; тат: 
А বিন্দুগামী লক্ব-উচ্চতা রেখার সমীকরণ হুইল 
у-б6--(Қх-0) 
বা, 2у%3х-12-0. 
অন্থ্রূপভাবে B এবং C বিশুগামী লঙ্ব-উচ্চতাছয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর! খাবে 
উহার! যথাক্রমে 
-х=0 এবং 4у+х-—12'=0, 
21345 15% এবং y — x 0 йй সমাধান করিয়! পাওয়া যায় 
хту- М 
আবার (4%, 4) বিন্দু তৃতীয় লক্ব!-উচ্চতার উপর ও অবস্থিত বলিয়া দেখা ধায়। 
লদ্ব-উচ্চতাত্রয় (A 55) বিন্দুতে মিলিত ছয় i 
(йі) 859 eme =} 
সুতরাং চরে উপর mw যেকোন রেখার rama = _& 
এখন 804 লদ্ব-সমন্বিধণ্ডক D : (1, 0) fasti ; 
চর লঙ্ব-সমদ্বিখগ্ুকের সমীকরণ হইল 
y-027] (x-1) 
বা, 2у-“Эх-3-0. 
অনুরূপভাবে СА এবং ABS লঙ্গ-সমদ্দিধগুক নির্ণয় কর! we: তাহারা тін 
যথাক্রমে 
у-х-2-0 এবং 4у%х-7-0. 
মমাধানপূর্বক দেখা যাইবে, (-$,1) few mwonferes তিনটির সাধারণ 
сибя | 
অবশেষে, যাচাই করিয়া দেখিতে হইবে যে feat ৬: (8, 2), м: OA. 8) 
এবং N : (— b, Ü) এক সরলরেখায় অবস্থিত l 
ইহার wy ইহা প্রমাণ করিলেই হইবে যে 
ГМ এর প্রবণত!স LN এয প্রবণতা = үу 
অথবা, L এবং  গামী রেখাটির সমীকরণ (М: করা হায়; বগা, 
13)-3%-24-0 এবং পরে দেখা যাইতে পারে যে N fax উহার উপর অবস্থিত | 


64 . সরলরেখ! : বিভিন্ন আকারে ইহার সমীকরণ 


অনুশীলনী 
1. কোন ত্রিভুজের Ifan (2, 0), (3, 2), (4, — 3) হইলে ত্রিভুজটি সম্পর্কে নিয়- 
লিখিতগুলি (244 কর : 

Gü) মধ্যমাত্রয়ের সমীকরণ এবং তাহাদের ছেদবিন্দু; (8) উচ্চতাত্রয়ের 
সমীকরণ এবং তাহাদের ছেদবিন্দু এবং (n) বাহুগুলির লম্ব-সমদ্বিখণ্ডক তিনটির 
সমীকরণ এবং তাঁহাদের ছেদবিদ্দু। যাচাই করিয়া দেখ যে এইভাবে নিৰ্ণীত বিন্দু 
তিনটি একই সরলরেখায় অবস্থিত । 

де! ত্রিভুজের মধ্যমাত্রয়ের, ত্রিভুজের উচ্চতাত্রয়ের এবং বাছুগুলির m 
সমদ্বিখণ্ডকত্ৰয়ের ছেদবিন্দু তিনটিকে যথাক্রমে saam (centroid), "fex 
( ortho-centre ) এবং পরি-কেন্দ্র ( circum-centre ) বলা! হয় I 

2. বিশ্লেষণ-জ্যামিতির পদ্ধতিতে প্রমাণ কর যে যে কোন ত্রিভুজের SFT, 
লম্ব-বিন্দু এবং পরি-কেন্দ্র সমরেখ ( collinear ) 1 

সঙ্কেত। অক্ষদ্বয়ের উপযুক্ত নির্বাচন কর উপযুক্ত নির্বাচন হইবে, যদি 
ত্রিভূজটির একটি বাহু বরাবর хочит এবং যে কোন একটি শীর্ষগামী y- 
লওয়া হয়। 


5:10. দুইটি রেখার অন্তর্গত কোণ ( Angle between two lines ) 


অনুচ্ছেদ 3:5 ( পৃষ্ঠা 38 ) এ % প্রবণতার রেখা La হইতে mg প্রবণতার রেখা 
Lg পর্যন্ত কোণ Ф এর মান নির্ণয়ের সুত্র নিললিখিত আকারে পাওয়া গিয়াছিল, যথা : 
tan O um aspa T (1) 
যেখানে ধরিয়। লওয়া হইয়াছিল I Li IAT Lo কেহই y অক্ষের সমান্তরাল 
নহে ( অৰ্থাৎ mi এবং ma উভয়েরই মান лд বলিয়া ধরা হইয়াছিল )। 
ধরা যাক, L, এবং La কে নিয়ের সমীকরণ দুইটি প্রকাশ করে, যথা : 
Lı: qiz-+biy+ci=0 (ау, b, উভয়েই শূন্য নহে ) 
La: agxtbay+cz=0 (аз, bs উভয়েই শুন্য নহে )। 
এখন, প্রথমে ধরা 54 b. এবং ৮5৮0, স্থতরাং Ly এর প্রবণতা = т 
(ধরা হইল )= —a3/b, এবং Lg এর প্রবণতা — та (মনে কর! যাক্‌ )= — ৭2/62 
তাহা! হইলে L, রেখা! হইতে Lg রেখা পযন্ত কোণ $ হইলে 
১:2৪]: | ay 
tan 241 
з E ই: 
ІЗДЕ; = 
_2309 Zab, 
biba tarag 
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মন্তব্য । ইহা স্বীকার করিয়! লওয়া হইয়াছে যে L, হইতে La পর্যন্ত কোণ 
$ পরিমাপ করা হইবে এবং সেই অনুসারে wa (1) পাওয়া গিয়াছে। কোন কোন 
গ্রন্থকারের ব্যাখ্যা 584104 কিন্ত “L, এবং Lg এর মধ্যে কোণ” হইল হয় UL. 
হুইতে La ATE কোণ” অথবা “La হুইতে L, পর্যন্ত কোণ”-__ইছাদের মধ্যে 
যেটিই "ru সেইটি, তা যেকোনটিই হউক না কেন। সুতরাং চিত্র 3.6 অথবা 3.7 
প্রসঙ্গে তাহারা L, এবং Lg এর মধ্যবর্তী কোণ হিসাবে হয় Ф কে অথবা উহার 
সম্পূরককে লইয়া থাকেন। এইজন্ত তাহার! শুত্রটিকে নিয়ের আকারে প্রকাশ করেন : 

tan ( L; এর Lg এর ЭЭ কোণ )— + a Ті. 
1--тітә 
আমাদের প্রচলিত রীতি হইবে 
0" $180". 

wa (1) নিরূপণের সময় ধরিয়া লওয়া হইয়াছে যে 1, এবং La উভয়েরই 
নির্দিষ্ট প্রবণতা বর্তমান । যদি ইহা না হয়, তবে রেখা দুইটির একটি অন্ততঃ )-অক্ষের 
সমান্তরাল এবং তখন এই 7044 প্রয়োজন হয় না_কোণ $ সরাসরি নির্ণয় করা 
ЗІҢ! যেমন, ধরা যাক, La এবং Lg হইল যথাক্রমে 

х+2=0 এবং х-у=1. 

তাহা হইলে (চিত্র 5.10 айр) Lı 
7-অক্ষের সমাস্তরাল এবং Lg ধনাত্মক £-অক্ষের 
উপর 45° কোণে নত, কারণ :-у-і1 রেখার 
প্রবণতা হইল 1. ফলে Li হুইতে La পর্যন্ত 
কোণটি হইল 135^ (চিত্ৰ a3] ). 


দুইটি রেখা La AR La এর পরস্পর Z| 
সমান্তরাল এবং этч হইবার শর্ত, যেখানে ТАА 


Li: ах+Ьуу+су=0 
La: dgx-bgy-d-cg—0. 


O ছুইটি সমান্তরাল রেখা £ দুইটি রেখা সমান্তরাল হইবে, যদি এবং 
কেবলমাত্র যদি উহাদের প্রবণতা সমান হয়। IOA L, এবং Lg সমান্তরাল হইবে 
যদি এবং কেবলমাত্র যদি 
M REA (5495, এবং bg যদি শূন্য না হয় )। 


bi 


5 [জ্যাঃ] 


266% samaq : বিভিন্ন আকারে ইহার সমীকরণ 


ইহাই L, এবং Lg রেখাছয়ের সমান্তরাল হওয়ার শর্ত প্রদান করে, যথা s 
t, এবং -2হুইল সমান্তরাল, ЧЇ এবং কেবলমাত্র যদি а, : ৫০-%+ : bs 
wei 
এখন লক্ষ্য করা যাক £ 
ঘদি ar :2=1: ba=k (৯0, ধর! যায় ), তবে ау m аз এবং bi = bbs 
এবং তাহ! হইলে রেখা ছুইটিকে এইভাবে প্রকাশ করা যায়, যথাঃ 
h(agx-Fbay)--c4-0.. এবং agx+bay+cg=0 
4244-921-051-0 এবং asz-r-bay+cə=0 হইল সমান্তরাল | 
বিপরীতক্রমে, যদি 9৯০ হয়, রেখ! দুইটির একই প্রবণতা, (= abs); 
যদি ৮৪-0 হয়, তবে аз তখন শূন্য হইতে পারে না, এবং রেখা! দুইটির প্রত্যেকে 
7-অক্ষের সমাস্তরাল, সুতরাং উহার! পরস্পর সমান্তরাল 1 
স্থতরাং নিয়লিখিত প্রতিপাছাটি পাওয়া যায়ঃ 
প্রতিপাদ্য 1. দুইটি রেখ! পরম্পর সমান্তরাল হয়, যখন উহাদের সমীকরণদ্বয়কে 


এইরূপ আকারে লেখা যায়, 491: 
ax+by+c -0 


এবং ах-ЕӘу--с -0 
GD দুইটি পরস্পর 94 রেখা £ দুইটি রেখা পরস্পর ач, যদি এবং 
কেবলমাত্র যদি তাহাদের প্রবণতায়ের গুণফল= - 1 হয়। ITAN 1- এবং Lo 
পরস্পর 219, যখন এবং কেবলমাত্র যখন 
SET HELL 
| s за) i 
বা, 192470182৯0. 
ইহাই দুইটি রেখা La এবং Lg এর পরম্পর লন্ম হওয়ার শর্ত | 
এখন লক্ষ্য কর! যাক্‌ যে, যদি aras +b;bs=0 হয়, তবে 
аз Ps (৯40, যদি ধরা যায় ) 
а 
বা, ag—bb, এবং ০৪- 122 


সমীকরণ ৫2%4-027402=0 এখন হুইবে £ 
k(byx —a1y)- cg —0 


বা, biz—aiy+ z0: 
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অতএব 44544 লঙ্গ দুইটি রেখাকে এইরূপ আকারে পাওয়া গেল, যথা ঃ 
ayz+biy+ci =0 
এবং Әіх-ауу-са/р-0. 

বিপরীতকমে, যদি 01১0. এবং ay 0 হয়, তবে প্রবণতা দুইটির গুণফল 
=(—ау/Ъу)(Ьу/ау)= —1 এবং রেখা! দুইটি পরস্পর mm 1 

ইহা হইতে নিয়লিখিত প্রতিপাগ্যটি পাওয়া যায় : 

প্রতিপাদ্য 2. দুইটি রেখা পরস্পর mm হয় যধন এবং কেবলমাত্র যখন তাহাদের 
সমীকরণদ্বয়কে এইরূপ আকারে লেখা যায়, যথাঃ 

ax by--c-0 
এবং bx—aydc 0. 

[প্রথম সমীকরণ হইতে দ্বিতীয়টি পাওয়া যায়__প্রথমটির = এবং у এর সহগ 
দুইটির স্থান বিনিময়, উহাদের একটির চিহ্ন পরিবর্তন এবং фт পদটিকে অপর কোন 
gap পরিবর্তন দ্বারা । ] 

নিয়ে প্রতিপাদ্য 1 এবং 2 এর প্রয়োগমূলক দৃষ্টান্ত দেওয়া হইল | 

Зи. ৪. (5, -6) বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর, যদি উহ! 

(ü 8x-7y4520 রেখার সমাস্তরাল wq; 
(ü) 8х+7›+5=0 রেখার উপর vw হয়। 
(0 প্রথম প্রণালী £ 8xz+7y+5=0 রেখার সমান্তরাল যে কোন সরল- 


রেখার সমীকরণের আকার হইবে £ 
8х+7у+с=0, যেখানে c একটি অনির্দিষ্ট qaa 


যদি এই রেখাকে (5, —6) বিন্দু দিয়া যাইতে হয়, তবে 
8х5+7х -6+c=0, 
4, с-2. 
DEC রেখার সমীকরণ হইল 
8x-F7y--2—0. 
দ্বিতীয় প্রণালী : ৪+7/+5-0 রেখার প্রবণতা হইল -8/7; নির্ণেয় 
রেখা, এই রেখার সমান্তরাল, 95415 উহার একই প্রবণতা। আবার ইহা (5, —6) 
বিনুগামী। সুতরাং উহার সমীকরণ ( বিন্দুপপ্রবণত! আকারে ) হইল 
y+6= -$ (x-5) 
41, 7у+8х+2=0. 
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তৃতীয় প্রণালী £ ( প্রবণতা-ছেদিতাংশ আকারের সাহায্য লইয়া ) 1 
ধরা যাক্‌, নির্ণেয় রেখার সমীকরণটি হইল 
у=тх+с (т= 9991, ০--ছেদিতাংশ ) 
যেহেতু ইহা! Bx-F7y--5—0 রেখার সমান্তরাল ( যাহার 944%1-- - 8/7), 


1. т--% ө а) 
আবার যেহেতু ইহ! (5, - 6) বিন্দুগামী i 
—6=5m+c >" (2) 
(1) এবং (2) হইতে, m= – $ এবং с= – 8; স্থৃতরাং নির্ণেয় সমীকরণ হইল 
у= —#х-# 


বা, 7y+8x+2=0. 
Gi) প্রথম প্রণালী £ 8х-++7›+5=0 রেখার উপর লম্ব যে কোন রেখার 
সমীকরণের আকার হইবে, 
7x—8y+c=0 
যেহেতু নির্ণেয় রেখা (5, — 6) বিন্দু দিয়াও গমন করে, 
7х5-8(-6)--с-0, 
বা, с=—83, 
নির্ণেয় সমীকরণ হইল £ 
7х -8y 83-0. 
টাকা | ছাত্রছাত্রীরা পূর্বের ন্যায় অপর প্রণালীগ্ীলর ( বিন্দ;-ছোঁদতাংশ বা 
প্রবণতা-ছোঁদতাংশ ) সাহায্যে প্রশ্নটি সমাধানের চেষ্টা করতে পারে 1 


অনুশীলনী 
1. (xs 92) RANN এবং yyi=2a(z--x i) রেখার উপর mw রেখার 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 
2. প্রমাণ কর যে (a cos?0, a sin30) বিন্দুগামী এবং x sec0+ y cosecü — a 
সরলরেখার উপর 414 সরলরেখার সমীকরণ হইল x cos 0 — y віп0--а cos 2 6. 
3. যে রেখা 2х-у-4-0 রেখার উপর 44 এবং প্রথম পাদ হইতে এইরূপ 
একটি ত্রিভুজ ছিন্ন করে যাহার ক্ষেত্রফল 16 বর্গএকক, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
4. একটি রেখা, 3+2-6-0 রেখার সমান্তরাল এবং উহা প্রথম পাদতে 
নিক্ললিখিত রেখা দুইটি, 


х-2у-044:2х-у-0 


PA 


দুইটি রেখার অন্তর্গত কোণ 69 


এর সহিত এইরূপ একটি faga উৎপন্ন করে, যাহার ক্ষেত্রফল 21 বর্গএকক। 
রেখাটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 


[8s 1. 2০7905-2257575, 3. x+9y-8=0. 4, 8x42y-98-0.] 
81.9. (2,3) RANN এইরূপ সরলরেখাগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর 
যাহারা নিয়ের রেখাটি, 


3х-у+5=0 

এর সহিত 45° «vw কোণ 
উৎপন্ন করে। 

ধরা যাক Р: (2,3) প্রদত্ত 
বিনু, এবং GBA প্রদত্ত রেখা 
3x—-y4520; যদি এই রেখা 
ধনাত্মক -অক্ষের সহিত 0 
কোণ করে, তবে tan 0-3. 
[চিত্ৰ 5.11 1 

এখন ча করা যাক্‌ দুইটি চিত্র 5.11 
রেখ-55 এবং MPR _যাহাদের প্রতোকে ОВА রেখার সহিত 45° "ут কোণ 


উৎপন্ন করে। 
ГАЗ 
ба হইতে, GPL হইতে GBA পৰ্যন্ত কোণ = 45°, স্বতরাং Рав= 45°. 
MPR হইতে GBA পৰ্যন্ত কোণ =135°; ww কোটি বিবেচনা করিতে হুইবে, 
^^ 
37945 উহার সম্পূরক ӨЕР —45' কে লওয়া হইল। 
e> e> 

ধরা যাক্‌ যে APL এবং MPR রেখাছ্য়ের নতিকোণ যথাক্রমে < এবং p. 

চিত্র 5.11 হইতে 0=45°+< এবং 94549. 
tanó-1 3-1 1 


27৮7 Ку Trans ^ 19372 


রেখা দুইটির সমীকরণ ( বিন্দু-প্রবণতা আকারে ) 989 : 
y-324(x-2) এবং у-3--2(х-2) 
অর্থাৎ, 2y-x-4-20 এবং yt2x-7-0. 
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আনুশীলনী 
1. প্রমাণ কর যে (х,у) fep যে রেখাগুলি প্রদত্ত রেখা 
у= mx-rc এর সহিত 29 কোণ < উৎপন্ন করে, তাহাদের সমীকরণ হইল : 


mztan < 
TX 
т ) 


2. Зх=4у+7 সরলরেখা। হইতে 5y—12x-F6 রেখা 94% কোণটি নিয় 
কর এবং (4, 5) ЯТ যে সরলরেখা দুইটি প্রদত্ত রেখ! দুইটির সহিত সমান কোণ 
উৎপন্ন করে তাহাদের সমীকরণও নির্ণয় কর। 


Е tan 99; 9х-7у=1, 1х+зу=7 | 


›-у= 


511. একটি রেখা সম্পর্কে একটি বিন্দুর অবস্থান (Position of a 
point with respect to a line ) 

1 যে কৌন GL: ৫+৮+০-0 (c0) সমতলটিকে দুইটি অঞ্চলে 
বিভক্ত করে : যে অঞ্চলটিতে মূলবিন্দু থাকে, তাহাকে L এর মূলবিন্দু-পা্শ্ব 
(origin side) এবং অপরটিকে উহার মূলবিদু-ব্িত পার্শ্ব ( non-origin side ) 
বলা হয় | 

2. যদি c ধনাত্মক হয়, তবে বলা হয় যে মূলবিন্দু রেখাটির ধনাত্মক ЙС 
আছে ; যদি c খণাত্মুক হয়,তবে মূলবিন্দু রেখাটির ANAF পার্শ্বে আছে বলা হইবে | 

3.(a) কোন বিন্দু P : (a, уз) রেখা L :ах+у-Ес=0 এর মূলবিন্দুর 
পার্শ্বে অবস্থিত, যদি ax i у. с এবং c এর চিহ্ন একই হয় | আরও স্পষ্ট করিয়া 
বলিলে বলিতে হয় যে, 

(৫) যদি аху+Ьуу+с এবং c উভয়েই ধনাত্মক হয়, তবে P, L রেখার 
ধনাত্মক 2104 অবস্থিত i 

(ñ) যদি axzi+byi+c এবং с উভয়েই ANAF হয়, তবে P, L এর 
ঝণাত্মক পার্থে অবস্থিত। 

(৮) কোন RTP: (zu y, L রেখার মূলবিন্দু-বজিত পার্শ্বে অবস্থিত, 
যদি ax 3 +) +০এবং c এর চিহ্ন পরস্পর বিপরীত হয়। আরও স্পষ্টকরিয়া বলিলে, 

G) যদি ০ ধনাত্মক এবং axicby-c ҸҸ হয়, তবে Р, L রেখার 
খণাত্মক পার্স অবস্থিত। 

(ü) যদি c ANAF এবং ах, +byi tc ধনাত্মক হয়, তবে P, L রেখার 

ধনাত্মক পার্খে অবস্থিত। 


550) 71 
408: (3, 2) বিন্দু 2x-3p-1-0 রেখার খণাত্মক 44 এবং 


` 3x-2y-1-0 রেখার ধনাত্মক পার্শ্বে অবস্থিত। (যাচাই করিয়া দেখ 1) 


Swi. 10. প্রমাণ কর যে (2, -1) এবং (1,1) 84 3+4/-6-0 
রেখার পরস্পর বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত। 

এখানে মূলবিন্দু রেখাটির খণাত্মক পার্শ্বে অবস্থিত (কারণ ধ্রুবক পদটি খণাত্মুক)। 

3x2+4x -1-6=-4 এবং 3х144х1-6-1 এই রাশি দুইটি 
যথাক্রমে খণাত্মক এবং ধনাত্মক। j 

(2, -1) রেখাটির 341554 পার্শ্বে ( অর্থাৎ বণাত্মক পার্শ্বে) এবং (1, 1) 

বিন্দু উহার মৃপবিন্দ-বঞ্জিত পার্শ্বে ( অর্থাৎ ধনাত্মক পার্শ্বে ) অবস্থিত। 

җөй: (2, -1) এবং (1, 1) বিন্দু দুইটি প্রদত্ত রেখার পরস্পর বিপরীত পার্শ্বে 
অবস্থিত | 

4. ইহা সহজেই নিরূপণ কর! যায় যে, c ধনাত্মক বা খণাত্মক যাহাই হউক না 
কেন, (xi, у) এবং (ха, уа) বিন্দু দুইটি ax-rby+c=0 রেখার একই পার্শ্বে 
(544! পরস্পর বিপরীত 414) অবস্থিত, যদি ах by, 4-০ এবং аха руа +C 
এই রাশি দুইটির যথাক্রমে একই (অথবা বিপরীত ) fb wq | 


অনুশীলনী 

1. প্রমাণ কর যে মূলবিন্দু এবং (2, 3) বিন্দু 7x —24y+8=0 রেখার পরস্পর 
বিপরীত 4104 অবস্থিত। 

2, দেখাও aP £ (3,2), а: (3, -1) fem x-2y220 এবং 
х+›+1=0 রেখা দুইটির দ্বারা eser সগ্নিহিত саім মধ্যে অবস্থিত। 

3. দেখাও যে বিন্দু চতুষ্টয়, যথা £ (0, 0), (71, 1), (77, -4) এবং (9, 6) 
2x—3y+1=0 এবং 3%-5৮+2=0 সরলরেখা দুইটির দ্বার! উৎপন্ন চারটি 
অঞ্চলে অবস্থিত। 

4. দেখাও যে (3,2) এবং (7,3) Я 2x —5y F3 —0 রেখার পরস্পর 
বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত। 

5. দেখাও যে (—2,6) АЯ 3х+2›-7=0 রেখার 44144 পার্শ্বে 
অবস্থিত। 

6. কোন ত্রিভুজের বাছগুলির সমীকরণ fases : 

,x—1y*25-0, 5x-F3y- 11-0, এবং 3x -2y - 120; 
দেখাও যে মূলবিন্দু ত্রিভুজটির মধ্যে অবস্থিত । 

সঙ্কেত £ অনুরূপ শীর্ষত্রয় হইল (— 1, —2), (3, 4) এবং (- 4, 3). 


72 সরলরেখা : বিভিন্ন আকারে ইহার সমীকরণ 


মন্তব্য £$ যে ক্ষেত্রে! :ах+Ьу+с=0 রেখ! মূলবিন্দুগামী (অর্থাৎ c=0) 
সেই ক্ষেত্র এখন পর্যন্ত বিবেচন| কর! হয় নাই। এই রেখাও 'সমতলটিকে দুইটি অংশে 
বিভক্ত করে। যে অংশের প্রত্যেক বিন্দু (х1, y1)8 জন্য axı -by,70 হয়, সেই 
অংশটিকে L এর ধনাত্মক পার্শ্বে বল! হইবে এবং অপর অংশটিকে উহার খণাত্মক 
9104 ধরা হইবে 1 


512. প্রদত্ত একটি রেখা হইতে কোন বিন্দুর জন্ঘ-দুরত্ব ( Perpendi- 
cular distance of a point from а line ) 
প্রতিপান্ভ ঃ দেওয়া আছে অভিলম্ব-আকারে L রেখার সমীকরণ £ 
L:x cos <+ sin «=p (৮৯৯০0), 
এবং আরও দেওয়া আছে সমতলটিতে যে কোন বিন্দু P : (ху, уа)! 
L রেখা হইতে P বিন্দু পর্যন্ত ncm দৈর্ঘ্য নির্ণয় করিতে হইবে। বস্তৃতপক্ষে 
প্রমাণ করিতে হইবে যে і রেখ! হইতে Р বিন্দুর লক্ব-দুরত্ব 
=p- x cos 4— уу sin 4, যদি P, L রেখার মূলবিন্দু-পার্ম্বে অবস্থিত হয় ; 
= —(р-ху cos *—уу sin 4), যদি P, L রেখার মূলবিন্দু-ব্জিত পার্শ্বে 
অবস্থিত হয়। 


প্রমাণ। চিত্র 5.12 (a), (b) এবং (c) এর প্রতি দৃষ্টি আকর্ষণ কর! হইতেছে | 


БАС 
y Y NÉ) 
চিত্র 5.19(а) চিত্র 5.12(5) চিত্র 5.12(c) 


<> 
ধরা যাক্‌ АВ হইল প্রদত্ত রেখা L, যাহার অভিলম্ব-আকারের সমীকরণ হইল 
x сов <+ sin «=p (9৯৯০) 


€» 
841414 OC, &৪র উপর অঙ্কিত ew | তাহা হইলে 
^ 
XOC-«, OC-p. 
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ধরা যাক্‌ P : (ха, 3) প্রদত্ত বিন্দু, যাহ! হইতে m-as নির্ণয় করিতে হইবে । 


е 
P frui AB রেখার সমান্তরাল একটি রেখা অন্ধন করা হইল। ধরা ч 05 এই 
রেখার উপর ач! 
ক্ষেত্র 1, চির 5.120): ধর! হইল, о বিন্দু, ততএর বর্িতাংশের উপর অবস্থিত ; 
স্পষ্টত ১৫০৭, ббері (মনে কর! হইল ) 
এখন L রেখার সমান্তরাল এবং Р বিশ্ুগামী রেখার সমীকরণ হইল 
x cos «-Fy sin «ep, ; যেখানে pi = xi COS X y, sin <. 
s. রেখা হইতে P বিন্দু পর্যন্ত 7094244) 
=ру-р=хц COS x+y, sin «-p 


= —(p-x,c0s * = y1 sin «). 


[টীকা : এই иш P বিন্দু. রেখার scite 4095 পার্শ্বে এবং ৮৯0; 
“4 p-xj cos 702 sin < ধণাত্মক ৷ ] 


.. 


ক্ষেত্র 2. চিত্র 5.1200): ধর! হইল D |440 তত রেখাংপের উপর অবস্থিত। 


ইহা স্পষ্ট যে, XOD ««, бб=ру ( মনে করা হইল) 

স্থতরাং Р বিন্দুগামী ও L রেখার সমান্তরাল রেখার সমীকরণ হইবে 
x cos <+y sin «=p, যেখালে p, = x, COS X ya sin «. 
* L রেখা হইতে P বিন্দু 444 লঙ্গ-দৈরঘ) 


mp-pi7p- x, COS x= y, sin <. 


[টিকা Ria P বিন্দ:টি L রেখার মুলাবন্দব-পার্ে এবং ৮৯০ 
 р-хіСс085-У4 sin < ধনাত্মক ৷ ] 


ক্ষেত্র 3. চিত্র 5.12(0 £ ধরা হইল, o বিন্দুটি বধিত 66 ছেদাংশের উপর 


অবস্থিত। 
তাহা হইলে XOD e «-r এবং бб=р, (Жа কর) 
Р বিন্দুগামী এবং L রেখার সমান্তরাল রেখার সমীকরণ এখানে 
x cos (4+7) жу sin (<+т) еру 


বা, x cos «-Fy sin <= 7?» যেখানে p, —x4 COS X —y віп <, 
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', রেখ! হইতে P বিন্দু পযন্ত ল্ব-দৈরঘ্য 


=р+ру=р-— ху соз &—уу sin <. 
[ টাকা P বন্দ রেখার মূলাবন্দু-পার্বেঁ এবং р>0; 
р-хісо054-у, sin < ধনাত্মক |] 
স্থতরাং নির্ণয় 718-444 ( যাহ! মূলতঃ ধনাত্মক ) 
= £(p— x cos <— y, sin x), 
মনে রেখ +-অথবা_ চিহ্ন নির্ভর করে P 4? সরলরেথ! р—х cos 4 — y sin 
4-0 лїї 441544 পার্শ্বে অথবা! মূলবিন্দু-বজিত পার্শ্বে অবস্থিত__তাঁহার উপর | 
অন্ুসিদ্ধাত্ত £ যদি অভিলঙ্ষ-আকারের : পরিবর্তে L রেখার সমীকরণ নিয় 
আকারের হয়, যথা £ 
ax+by+c=0, 
তবে সমীকরণটিকে প্রথমে অভিলম্ব-আকারে লইয়! আসা যায়, যেমন 
c a b 
de Тары ата 
এখন, যদি ০৯০ হয়, তবে | রেখাটি হইতে (21, уз) বিন্দুর লঙ্ব-দুরত্ব হইবে 
с, 1৮১ (i 
এখানেও+ অথবা — চিহ্ন নির্ভর করে (xi, 24) ӘЗ. রেখাটির অন্থুসারে মূলবিন্দুর 
410 অথবা মূলবিন্দু'বজিত পার্শ্বে অবস্থিত__-তাহার উপর | 
আবার, যদি c<0 হয়, তবে L রেখ! হইতে (ху, уу) বিন্দুর 43-444 হইবে 


০4722657072 বা 
t BEC ш 


+ অধৰ — Бе নির্ভর করে (৯১5) fer রেখাটির অনুসারে সুলবিদ্দ-বঞ্জিত 
%104 অথবা মূলবিন্দুর 9104 অবস্থিত-_তাহার উপর | 
(0 ও (ü) কে যুক্তভাবে বলিলে, বলিতে হয় যে, 
axtby+c=0 রেখা হইতে (ху, уу) বিন্দুর 76434 হইল 
2৩170084176 
42848? 
যেখানে ইহার এবং c এর চিহ্ন একই হুইবে, যখন (ху, %4) বিন্দু রেখাটির অনুসারে 
87/54 পার্শ্বে অবস্থিত হইবে, aqe উহাদের চিহ্ন বিপরীত হইবে, যখন 
(z, 21) বিন্দু মূলবিন্দুবজিত পার্শ্বে অবস্থিত হইবে৷ 


у=0. 


প্রদত্ত রেখা হইতে কোন বিন্দুর 7% দূরত্ব 75 
ІШІ! suhu স্মরণ রাখিতে পারে যে ০+৮৮+০-০ রেখা হইতে 
(ха, уі) বিন্দুর লম্ব-্দ;রত্ব সর্বদা 
| ০৮৪4৮7৮14০1 
+4957%5 
এখন ax-Fby-kce0 রেখা হইতে (x1, ya) বিন্দুর 7454044 সাংখামান 
নির্ণয়ের আরও দুইটি পদ্ধতি আলোচনা করা হইবে 
өмі “mw: একটি বিন্দু : (ха, ৯), যাহা 
L :ax+by+c=0 
রেখার উপর অবস্থিত নহে। 
fuf: Lam হইতে P বিন্দুর 44-43%, 4 (মনে করা যাক্‌ )। des সাংখ্য- 
মান নির্ণয় করিতে হইবে 
পদ্ধতি 1. P হইতে ১-অক্ষের উপর PN 
লহ্গপাঁত করা হইল | ধরা যাক, FN, L রেখাকে 
а বিন্দুতে ছেদ করিল। তাহা হইলে ৯ এর 
ভুজ হইল GN= ; 9 এর কোটিকে ys ছার! 
নির্দেশ কর! হইল 1 


তাহ! হইলে GP— NP -Na = y1 — Js 


PA) 
9. Mwaya 


চিত্র 5,18 রেখ. হইতে একটি 
যেহেতু а: (xu ys) t রেখার উপর я বিন্দুর iam 


অবস্থিত, স্থতরাং ইহার স্থানাঙ্ক L এর সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে ; অতএব 


2257৮847০50 
ৰা, | = Á SLES, (যদি 8৮০ হয়) 


quat, Spy y cy Н Ferte E а) 


ধরা যাক, 1.5414% এ-অক্ষের উপর 9 কোণে নত। এখন АР соз 0 গুণফলটি 
বিবেচনা করা! যাকৃ। P এবং! এর অবস্থান অনুসারে উৎপাদক দুইটির একটি অথব! 
দুইটিই খণাত্মক হইতে পারে 

[ মুলত" P এবং L এর চারিটি বিভিন্ন অবস্থান আছে : কারণ | এর ধনাত্মক 
wai খণাত্মক প্রবণতা হইতে পারে এবং P.L এর একদিকে অথবা অপরদিকে' 


অবস্থিত হইতে পারে ] 


কিন্ত, গুণফলটির সাংখ্যমান, ৫ দূরত্বের সমান : 
d= | 25 сов 8 | ZH (2) 
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[ 5.13 চিত্র হইতে ইহা! সুস্পষ্ট ; কিন্ত ছাত্রছাত্রীদের উচিত হইবে, P এবং L এর 
অপর অবস্থানগুলি অঙ্কনপূর্বক দেখান যে এ ক্ষেত্রগুলিতেও (2) বৈধ। ] 
যেহেতু L এর প্রবণতা হইল 


a 


tan 0= ты 
1 1 b 
ং ৪. - E 
su ৪5০৪২ £ J/14-tan? 9 Қы Aa? +12 
1 ES 8| =| 2x1 +byı +c, b 
d= | ӨР cos 0 | b таты 
i হে = Lax,+by, +e | 
ж 494৮5 + Va? +52 
ৰা, doit а যেখানে ডানপক্ষকে ধনাত্মক করিতে উপযুক্ত 
চিহ্নটি লইতে হইবে 1 
যথাঃ 3৮+4১- ছা -2) বিন্দুর দূরত্ব হইল 
-133--4(-2)-7|” ері ЖІ 
+ ,/32-.43 5 5 


194): আলোচনার সময় ধরিয়া লওয়া হইয়াছে যে ৮৮৫০ ১ সুতরাং পরোক্ষে 
ধরিয়া 21651 হইয়াছে যে L রেখা y অক্ষের সমান্তরাল নহে। few উপরে (йө 
এর সুত্রটি প্রয়োগ করা যাইবে তখনও যখন রেখাটি )-অক্ষের সমান্তরাল | 
কারণ এই ক্ষেত্রে ইহা স্পষ্ট ( একটি চিত্র অঙ্কন করিয়া লওয়! যাইতে পারে) যে 


এ+]. te 
x a a 


এবং হুবহু একই ফল সূত্রটি হইতেও পাওয়া যায়, যদি উহাতে b=0 ধরা হয়। 

পদ্ধতি 2. L : ax-Fby--c-0 রেখার উপর লম্ব এবং P : (ху, уу) বিন্দুগামী 
রেখার সমীকরণ হইল 

yi =P xay) 
বা, a(y—»1)-b(x—x,)—0. 

যদি এই эй L রেখাকে м বিন্দুতে ছেদ করে এবং যদি M এর স্থানা্ 
(ха, у) ধরা যায়, তবে, যেহেতু M উভয় রেখার উপর অবস্থিত, ( চিত্র 5.13 ) 
অতএব 


а0а->)-Ңа-ай-0 ০7579 
এবং аха--ӛуҙ-Ес--0 кый: (i) 
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&)কে এইভাবে লেখা যায় (az i +b: কে যোগ ও বিয়োগ করিয়া) : 
а(ха-хі)-Қуа-у1)с-Бахі thy, =0 
বা, а(ха—ху)+(уа—у)= (аху + by, +c) с (iii) 
(i) ও (iii) হইতে, বর্গ করিয়৷ ও যোগ করিয়া, পাওয়া যায় 
(a2+b2)[(xə —x1)2 + (yə — 71) 7 (аху by; +c). 
"rest, 
| দি | =+ (xa _45)5+ (va — 91)? 


=laxı+byı+e | 
Wa? - b* 
অনুশীলনী 
প্রথম পাঁচটি প্রশ্নের প্রত্যেকটি ক্ষেত্রে প্রদত্ত রেখা হইতে প্রদত্ত বিন্দুর দুরত্ব নির্ণয় কর £ 
রেখা 
(5, 2); 3x —4y--6-0. 


CED ата, 
(3, 4); 2+5=0. 
(22, yb у=0. 
মূলবিন্দু; 3x42»y-6-0. 
6. যে ত্রিভুজের শীর্ষযতিনটি (2, 0), (3, 5) এবং (1, 2) বিন্দুতে অবস্থিত 
তাহার উচ্চতাগুলির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 


ও ৮৯০১ ০ ৮০ 


[উঃ 1. 13/6. 2. 2J10. 3. 11/9. 4 5. 
6 17/96, 17 5,13. 
e 518. а ESO E. | 


941.11. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল, যখন শীর্ষত্রয় প্রদত্ত ( অনুচ্ছেদ 512646 
প্রয়োগ ) 

দ্বিতীয় প্রণালী (অনুচ্ছেদ 25 айр): 

ধরা Пф ABC ত্রিভুজের শীর্ষ A: (х1, v1), В: (ха, уа), С: (х8, Уз). 
ইহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় করিতে হইবে 
( চিত্র 514). 

যে কোন একটি শীর্ষ, ধরা যাক্‌ ০৫৮৪, уз), 
হইতে বিপরীত বাহু ABI উপর লঙ্বপাত করা 
হুইল। তাহ! হইলে নির্ণয় ক্ষেত্রফল-%. А8, 
যেখানে p= c হইতে AB3 উপর লঙ্বের দৈর্ঘ্য । 
=, AB— „(ха х1)? +02- 31). ба 5.14. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল 


y^ €. 
209,2) 
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<» 
(хі, 95) এবং (ха, ya) এর সংযোজক রেখা ABI সমীকরণ 


Jur 


eie Қоса) 


41, “(ys — v1) - Y(xa — xi) xgys — 3152 =Ü 
р-АВ রেখা হইতে C এর "38 


“3 БЕЛЕ — yy) valxg — zi) хебр — X1v2 
N(va = уз)#-\ха — х1) 


2. ক্ষেত্রফল = 1р. АВ 
= xl[xs(vo — yi) = yal tam х1) хауі- 2192] 
= + хү(ўа—}Уз)— Уї(Ха—Хз)+ xavs — xaya] 
nde ৮ 8৮ 


жа Ууз 1 | 
Xs Уз І 


| 


513. দুইটি রেখার অন্তর্গত critaa সমদ্বিখগুকের সমীকরণ 
( Equations of bisectors of angles between two lines ) 
প্রশ্ন ате: দুইটি ছেদী রেখা 
L1: ax+by+c=0 
এবং Lg: ax+by+c=0 

ইহাদের অন্তর্গত কোণগুলিকে সমদ্বিখণ্ডিত করে যে দুইটি রেখা তাহাদের সমীকরণ 
নির্ণয় করিতে হইবে। 

প্রমাণ। চিত্র 5.15 42471 

1. সাধারণ চরিত্রটির কোন রূপ হানি না 
করিয়া ধর! যাইতে পারে যে с এবং с 
441461 ইহার অর্থ, উভয় রেখার ক্ষেত্রেই 
মূলবিন্দুর পার্শ্ব (দিক্‌ )কে ধনাত্মক পার্শ্ব 
বিবেচনা করা যাইতে পারে। 

2. ধরা 414 প্রদত্ত ৮3 এবং Lg রেখা 
পরস্পরকে А বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। 
উহাদের অন্তর্গত কোণগুলিকে AK এবং AL 
34849490 সমদ্বিখণ্ডিত করিয়াছে। চিত্র 515. কোণের лает 


দুইটি রেখার অন্তর্গত কোণসমূহের যমস্বিধগুকের সমীকরণ 79. 
সাধারণতঃ, রেখ! দুইটির "uds ЕТГІ 


এবং অপরটিকে তখন বহিঃসমন্ধিখণ্ডক বল! হয়। উভ রেখারই সমীকরণ নির্ণয় 
করা হইবে 1 


3. বিন্দু, Р: (х,у) যদি এইরূপতাবে সঞ্চার করে LL, হইতে ইহার দূরত্ব 
PM-Lg হইতে ইহার দূরত্ব DN UN, তবে P এর সঞ্চার-পথের সমীকরণ নির্ণয় 
করিলে wE সমীকরণ পাওয়া যাইবে । এই দূরত্ব নির্দেশক রাশিদয় হইল 

aua Ox bye 27940 

4. প্রথমে সমদ্বিখগুক AK সম্পর্কে (চিত্র 515) বিবেচনা কর! যাক্‌। 
ইহা মূলবিন্দুর ধারক কোটির эт | ইহার উপর যে কোন বিন্দু P, L, এবং 
Lg উভয় রেখারই ИД site ( দিকে) wafrs, আর তাহা না হইলে Ver 
রেখারই еб few পার্শ্বে অবস্থিত। mann ল 201 এবং PR এর ধৈথ/-নির্দেশক 
রাশি দুইটি হয় 8998 ধনাত্মক নতুবা UE 40491 খে কোন ক্ষেত্রে, এই 
সমধিখণ্ডকের উপর যে কোন fana পক্ষে এই সম্পর্ক, 94): 


ах+Ьу+с a xk by c 
Nom Ma t b'* 


বজায় «tcs স্থতরাং যে কোণের weda মূলবিন্দু রচিয়াছে তাহার সমদ্িখুক (Ак) 
এর ইহাই নির্ণেয় সমীকরণ ( 


5, এখন অপর সমধিখতিত AL c বিবেচনা করিতে হইবে । ইহার উপর যে 
কোন বিন্দুর অবস্থান এইরূপ 5504 ও ওঁ fem P, U, এর পরস্পর বিপরীত 
পার্শ্বে এবং Lg এর একই পার্শ্বে নতুবা La এর একই vd এবং Uy এর mmm 
বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত হয়। সুতরাং C, এবং এ এর উপর nv চিন এবং PR এর 
9 সুচক রাশি দুইটির একটি ধনাব্মক এবং অপরটি чө যে কোন ক্ষেত্রে, এই 
সমস্থিধগ্তকের উপর অবস্থিত যে কোন বিন্দু P এর পক্ষে এই সম্পর্কটি, wan : 

ax-bykc, _ a x+bx+c' 

re) ১৫৪4৮ 
সর্বদা বজায় থাকে এবং ইহাই হইল, মূলবিনদু যে কোপটির ufa নহে তাহার 
সমদ্বিধগুকের সমীকরণ 1 
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6. সুতরাং зайче দুইটির সমীকরণ হইল 
ах ус, ax b'y--c ә 
JaP-b38 — Na+ 
যেখানে ধনাত্মক চিহ্ন (উপরের (520) সেই সমদ্বিখগুকের সমীকরণ দিবে, যাহা 
মুলবিন্দুর ধারক কোণটিকে সমদ্বিখণ্ডিত করে ( যদি অবশ্য с এবং с উভয়কেই ধনাত্মক 
asal হয় )। 
Sw. 12. 3х-4у-2-0 এবং 5х+12у+6=0 সরলরেখা দুইটির 
অন্তর্গত কোণগুলির সমদ্বিখগুকের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
সমীকরণ ছুইটিকে এইভাবে লেখা হইল যেন ধ্রুবক পদগুলি ধনাত্মক হয়, যথা : 
2—3x+4y=0 এবং 6+5х+12у=0 
সুতরাং মূলবিন্দু যে কোণের অন্ততু ক্রু তাহার সমদ্বিখগুকের সমীকরণ হইল 
_2—3х--4у_ 6--5х--12у 
м(=3)а (48) 53.123 
অর্থাৎ 13(2—3x--4»)-5(6--5x--12y) 
অর্থাৎ 16x--2y--1—0. 
অপর সমদ্বিখগকটির সমীকরণ হুইল 
2-3х+4у _ _6+5z+12y 


„= 3)8 +42 53x12? 
অর্থাৎ 8у-х+4=0. 


Зи. 13. কোন ত্রিভুজের শীর্ষত্রয় A, B, с বিন্দুগুলি হইল যথাক্রমে 
(1,2), (25,8) এবং (9,21); 
fgata অস্তব্বত্তের কেন্দ্র নির্ণয় কর। 
< বে... €» 
BC, CA, АВ বাহুগুলির সমীকরণ সহজেই নির্ণেয়_তাহারা হইল যথাক্রমে 
13x--16y— 453—0, 19;-8у-3-0 এবং х-4у--7-0. 
ইহাদের এইরূপভাবে লিখিতে হইবে যেন উহাদের 844 পদগুলি সকলে ধনাত্মক 


হয়, যেমন 
453-13х-16у-0, 3—19x--8y —0 এবং х–4у+7=0. 


е е 
৪০ এবং CA এর অন্তর্বর্তী যে কোণের অন্তর্গত মূলবিন্দু নহে, তাহার 
সমদ্বিবগুকের সমীকরণ হুইল 


দুইটি রেখার 544% কোণসমূহের সমধিখণ্ডকের সমীকরণ 8. 

453-13x-16»,  3-19x48y | 
4/133 -- 162 4 19* +82 

ইহাই лов কোণের সমদ্বিখণ্ডক ( চিত্র 5.16 ) i 


СА এবং ВА এর erit যে কোণের অন্তর্গত মূলবিন্দু, তাহার সমদিখগুকের 
সমীকরণ হুইল 


X19? 4-82 A12 4-42 
লক্ষ্য কর, ইহাই вас কোণের সমদ্বিথণ্ডক ( চিত্র 5.16 ) i 
এই ছুই সমদ্বিধগুকের ছেদবিনদুই ABC ত্রিভুজের 44044 CFH । 
স্থতরাং কেন্দ্রটি পাওয়! যাইবে নিম্নলিখিত সমীকরণ হইতে, যথা : 
453-13х-16у, 19х-8у-3 4у-х-7 
5 J17 5 717 17 


x এবং y সমাধানপূর্বক নির্ণেয় ча бея স্থানান্ধ হইল > їй). 


3—19х+8у_ | х-4у+7 


fsa 5.16 


অনুশীলনী 
নিয়ে প্রদত্ত রেখাগুলির warst কোণগুলির সমদ্বিগুকের 'সমীঝরণ নির্ণয় 
কর (প্রঃ 1—2:5): 
1. 13-9-10 এবং х+3у=6. 
2. 2х+у+1=0 এবং 1112) 2, 
3. y=3x এবং х+у=1. 


6[ gn.] 
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4. 3৮-4+7-0 4:12х-5у-8-0. 


5. y-b= (ao) এবং y-b= i taea). 


6. যে (ауган বাছুগুলির সমী করণ 
3x+5y=15, x+y=4 এবং 2х+у=6, 
তাহার рил কোণগুলির সমদ্বিধগুকের সমীকরণ নির্ণয় কর। 


7. 446 এর অন্ুরূপ__এখানে বাছগুলির সমীকরণ তিনটি ধর 
7х-у-11-0, хЖу-15-0 44:7х--17у--65 «0, 
sarga ( in-centre ) স্থানাস্কও নির্ণয় কর। 


[8t 1 2:-6у%6-0; 9x-k8y—30, 2, ЗІх+7у+8=0; х-9у-1, 
3, (8kJb)x — (1X. J5)y m +45, 
4, 9х-7Т7у01-0: 21-27 - 1810, 
5, (y-b)(m- m) (х – a)(1- mm')e0 : 
(у= 5) - mm) - (x a)(m-- m^) 0, 
6, x(9-F411) 9 (54-17) 915-4417 ; 
XA 4- 10) + y(2-- 4/10) 12-4-4,/10 ; 
X(24/94 — 94/5) + y( 94 — bb) 6,/94 — 15/6, 
7, атаса TTE (5, 1), | 


514. সরলরেখার 'প্যারামেট্রিক' (Parametric) সমীকরণ (Parametric 
Equations of a straight line ) 
ধরা যাক, একটি প্রদত্ত রেখ! (চিত্র 517), 
ধনাত্মক এ-অক্ষের সহিত 0 (90°) কোণ 
উৎপন্ন করিয়াছে। ধর! যাক A: (x; уу) 
প্রদত্ত রেখার উপর প্রদত্ত একটি বিন্দু। 
রেখাটির উপর যে কোন একটি fo P ment 
হইল। ধরা যাক P এর স্থানাঙ্ক (x, y) 1 
আরও ধরা যাক দিক-নির্দেশিত রেখাংশ АБ 


conem "tende! সমীকরণ 83 
আবার APAQ হইতে, 
r cos бех-х, 
এবং кзіпдеу-у, 
ইহাদের এইভাবে লেখা হইল, wa) ; 
xxjrcos0, узву Фу sind + * (i) 


‚ ৩৪৮৫8 CT 
T cos 0 "né EI «n 


(4) অথব। (1), রেখাটি উপর অবস্থিত যে কোন ТЕТЕ 
faa set প্রকাণ করে। qunm (0 чүт! (8) রেখাটির সমীকরণ । 


মন্তব্য 1. ॥ এর ঘান varus হইবে wf P (193 Аз অপরদিকে rfr ex 
(চিত্ৰ 6.17 vier) 

шыны হইতে পারে tel ধরিয়া লইয়া রেখাটির উপর 
অবস্থিত যে কোন foga ware হইল 

x,trcos0 — এবং oy,krsin? oe (й) 

এইভাবে аңа যে কোন я vatem (r, ॥)কে аздаа অজ্ঞাত চল 
„Сх i এবং 0 জাত qart] «лс গ্রকাণ করা е. এই ক্ষেতে 
বলা হইয়া থাকে যে "এবং y কে একটি প্যারামিটার ( parameter ) r এর 
মাধমে প্রকাশ কর! হইয়াছে।” সমীকরণ (1) কে ce тту 
( parametric ) সমীকরণ বলা mw, (ін) কইতে crea যে কোন ен 
প্যারামেট্রিক ( parametric ) atate দুইটি «avi ধায়। 

891. 14. একটি রেখার eem d এবং উহা? :(-2, -5) ferit । 
сачда উপর অবস্থিত থে কোন fira: (х,у) এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। xfe 
Pa = 10 vy | 

x= -24-10 cos 0, y= -5+ 10 кіп 0, 


এপানে orem আছে বে tan 692, 

ফলে cos ০৮৮ té এবং sin ০= +] СИВЕ ছুটিং | 
SQ хж-2%10х% ] বা, -2410x(- D ] 
এবং ym —5410x1l -5%10х(-І 


n. ৭ হইল (6,1) ৰিন্মু т” (-10, -10 арг. 
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841,15. (1,2) বিন্দু দিয়া একটি সরলরেখা কি অভিমুখে অস্কিত হইলে 
উহার хіу-4 রেখার সহিত ছেদবিন্দুটি ене বিন্দু হইতে $6 একক 1304 
অবস্থিত হইবে, তাহা নির্ণয় কর। 

যদি রেখাটি ধনাত্মক এ-অক্ষের সহিত 9 কোণ করে, তবে রেখাটির উপরিস্থ যে 


কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক দুইটি হইল 
x=1+4 V6 cos 0 
у=2+{ J6 sin 0 
এইরূপ একটি feet x+y =4 রেখার উপরও অবস্থিত হইবে। 
8১৮০3 6-4 


Т, сов 0+5іп 0= а 


1 I 
0= 
ৰা, Jà cos 0+ J2 sin 


sin (9+ 45°)= 28 


„3 
2 


2, 00445 = 60°, বা, 120 
0= 15°, বা, 75°. 
অনুশীলনী 
1. А%%4(-5, —3) বিন্দু এবং B, x—3y — 120 রেখার উপর অবস্থিত | 
AB, %-অক্ষের সহিত একটি 27% কোণে নত, যাহার tangent হুইল үр; АНЯ দৈর্ঘ 
নির্ণয় কর। [উঃ 18 একক) 
2. jy প্রবণতার একটি রেখ! A :(3, — 3) বিন্দুগামী ; রেখাটির উপর অবস্থিত 
কোন বিন্দু ৪ এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর, যেখানে АВ-2). [উঃ (9,-3) ৰা (58, -0) 


515. কতিপয় সাধারণ পদ্ধতি £ সমবিল্দুতা ( Concurrence ) 
উদ্দা. 16(а). নিম্নের উক্তিটি যাচাই করিতে হইবে £ 
দুইটি প্রদত্ত রেখা, যথাঃ 
L1=axt+by+c=0 0) 
Lamaxcb'y-cc-0 -- (ü) 
এর ছেদবিন্দুগামী যে কোন রেখার সমীকরণকে নিয়ের আকারে, যথা : 
(ax+by+c)+ (a x+b'y+c)=0 =- (in) 
লেখ যায়, যেখানে À হইল যে কোন অনির্দিষ্ট ( arbitrary ) কৰক | 


—— 
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ধরা যাক্‌ A: (ху, уу) হইল (i) এবং (i) এর ছেদবিন্দু । 
2. ля স্থানাঙ্ক (i) ও (И) উভয়কেই সিদ্ধ করিবে ; সুতরাং 
аху+5уу+с=0 
এবং ах,+Ёуу+с'=0. 
2. (£ y) АЯ যে কোন মানে (ui) কে সিদ্ধ করে, এবং ফলে (ху, 71) 
হইল (йі) এর সঞ্চারপথের উপর একটি বিন্দু 
কিন্তু (iii) হইল x এবং y সংশ্লিষ্ট প্রথম বাতের সমীকরণ, যথা : 
x(a--Aa) - y(b-F Ab') -c--Àc' -0, 
স্থতরাঁং ইহ! একটি সরলরেখাকে প্রকাশ করে। 
SA q যে কোন মানে (їй) সমীকরণটি (i) ও (а) এর ছেদবিন্দু A গামী একটি 
সরলরেখাকে প্রকাশ করে। 
ЗҮ. 1600). z+2y+3=0 এবং 3х+4у+7=0 ANTA ছেদ- 
ৰিন্দুগামী এবং z — y-+-8=0 সরলরেখার উপর mq সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
প্রথম পদ্ধতি? £+2)+3-0 এবং 3x+4y+7=0  রেখাছয়ের 
ছেদবিদ্দুগামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ হইল 
x T-2y-F3-FX3x-- 4y 7) 0, 
যেখানে А হইল যে কোন অনির্দিষ্ট eqe, 
বা, х(1+3))+›(2+4л)+3++7А=0 -- ৫) 


__149) 
এই রেখার প্রবণতা ক 


রেখা (D), z—y+8=0 রেখার উপর этч হইবে, যদি 
-1%%,1--1 অর্থাৎ যদি ॥= -1. 


॥ এর এই মান লইয়া নির্ণেয় সমীকরণটি হয় [ G) এ A= - ধরিয়া] 
x(1—3)+y(2— 4)+3—7=0 
বা, х+у+2=0. 
দ্বিতীয় পদ্ধতি। «+2›+3=0 এবং 3х+4›+7=0 এই সমীকরণ 
ছইটি সমাধান করিয়া ইহাদের সাধারণ বিন্দুর স্থানাঙ্ক পাওয়া যায় : 
xj7-1, 17-1 
*, নিৰ্ণেয় রেখ! (71, -1) বিন্দু rat বায় এবং х-›+8 =0 রেখার উপর 


МЕЙІ 
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সুতরাং ইহার সমীকরণের আকার হইবে 
у+х+с=0, যেখানে с=2 
[(-1, —1) А রেখাটির উপর অবস্থিত এই বিবেচনা হইতে с এর মান 
পাওয়া যায় ]। est নির্ণেয় সমীকরণ হইল 
х+у+2=0. 
উদ্দা. 1704). উক্তিটি যাচাই Fa: 
এই তিনটি রেখা, যথাঃ 


Líimaizx+biy+ci=0 (4) 
La=agxtbaytca=0 — e (ü) 
Lg &agx Fbay-F cg —0 (iii) 
অমবিন্দু (concurrent ) হইবে, যদি এমন তিনটি FIF k, Lm 
( সকলেই শুন্য নহে) বিদ্যামান হয় যাহাতে 


Қал“ byy-Fc1) +Uagxt+bay+ca)+magx+bsy+cs)=0 (0) 
এই সম্বন্ধ অভেদ গুণসম্পন্পভাবে বজায় থাকে ( holds identically ) 
অর্থাৎ x এবং y এর সকল মানের 922 অভেদটি সিদ্ধ হয় ) 
41414 (1) এবং (И) রেখা পরস্পরকে (да, уу) বিন্দুতে ছেদ করে; সুতরাং 
axı b3y4 c1 =0 
8247089547৪ -0 
S. (v) সমীকরণ হইতে, 
asxzi+bsyi сз —0 
С. ৫৮) x এবং y এর সকল মানে বজায় থাকে, 
х= ху এবং Y=); মানেও উহা! বজায় থাকে। ] 
(z yi) হিন্দু (їй) এর উপর অবস্থিত। 
অর্থাৎ (i), (10), (їн) রেখাত্রয় সমবিন্দু, যদি (iv) সম্পর্কটি বজায় থাকে | 
মন্তব্য £ তিনটি সরলরেখার সমবিদ্দুতা প্রমাণের ইহ! শ্রেঠতর পদ্ধতি | few, 
যদি 2,1, т 84% তিনটি সহজে নির্ণয় কর! না যায়, তাহা হইলে ছাত্রছাত্রঠর! 
নিয়লিখিত পদ্ধতি অবলম্বন করিতে পারে : 
1. (9 ও (ñ) এর ছেদবিন্দু (x, уу) নির্ণয় কর, যথা : 
Васа bati. y = С1а8— Саад, 
аба — agb, G3bg — agb, 
2. এই বিন্দু (ii) এর উপর অবস্থিত হইবে যদি এবং কেবলমাত্র যদি 


6109 — bac; +b, C148 — вау E 
CAEN —agbi “ару EPA ML Soar 


X17 
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3. স্থতরাং তিনটি রেখ! (0), (Н) এবং (їйї) এর সমবিন্দুতার জন্য নিয়লিখিত 
সর্তটিকে অবশ্যই বজায় থাকিতে হইবে, যথা : 
as(bicə — bəci)+bs(ciaa —6941)-F Ca(a1bg _ 4৪৮২), 


ছক আকারে (іп the determinant form ) “Фр হইল £ 


E bi €, |=0 
dg ӛз cs 
аз bs ০৪ | 


উদ, 1769). দেখাও যে রেখাত্রয় 
х-4у4-2-0, 4৮-৮+3-0,-৮+2)/-0 একটি বিন্দুতে মিলিত হয়। 
প্রথম পদ্ধতি £ পর্যবেক্ষণ দ্বার! দেখা যায় যে 3, -2 এবং 5 এমন তিনটি 


PIF যে 
3(x — 4y 2) -2(4x — y+3)+5(x+2y)= 0. 


নৃতরাং রেখ! তিনটি সমবিন্দু। 
দ্বিতীয় পদ্ধতিঃ %-4৮+2=0, Ах-у43-0 সমাধান করিয়া ইহাদের 
ছেদবিন্দু (хі, уі) পাওয়া যায়, যেখানে <= 72/3, уу=1/3. (-84,$) বিন্দু 


- তৃতীয় সমীকরণ х+2›=0 কে সিদ্ধ করে। স্থতরাং রেখ! তিনটি সমবিু এবং 


সাধারণ বিশটি হইল ( —4, 4). 


эсе ও গুরুত্বপূর্ণ ফলসমূহ 2 সংক্ষেপ 
( Useful results : А summary ) 
ЙЕ Yi. 
=% 
2. দুইটি রেখ! সমান্তরাল যদি এবং LOS যদি mm. 
দুইটি রেখ! পরস্পর ere যদি এবং কেবলমাত্র যদি mx m' = - 1. 
3. L, রেখ! হইতে Lg রেখা পর্যন্ত কোণ 2 হইলে 


Maz my. 
1--тіта 


4. স্থানাঙ্ক অক্ষয়ের সমান্তরাল রেখা; = ()-অক্ষের সমান্তরাল ) 
у= 10-0 সমান্তরাল ) 


1. কোন রেখার প্রবণতা т = tan ер 


tan ф- 


-অক্ষের সমীকরণ: у-0 
9-অক্ষের সমীকরণ: х-0. 
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5. সরলরেখার সমীকরণ : | 
(a) বিন্দু-প্রবণতা! আকার £ ১7717710745), | 
(b) প্রবণতা-ছেদিতাংশ আকার: у=тх+с. 

(c) দুইটি বিশু (xs, уз) এবং (xa, ya) দিয়! যাইলে ; | 
Ерга 
y-» I xı) 


(d) ছেদিতাংশ-আকার : si 1. 
(e) অভিলঙ্ব-আকার : x cos < +y sin <=р, 
(f) “প্যারামেরিক'-আকারঃ 73-29 y, 


cos0 sinô 


6. প্রথম খাতের সাধারণ সমীকরণ £ ах+Ьу+с=0 কে বিভিন্ন আকারে 
গ্রকাশ : 


(a) প্রবণতা ছেদদিতাংশ আকার t з= ўер (৮৮০) 
(b) frota আকার : -5 p =], (a, b, ৫৮০) 
-cla -clb 


(c) wfemw আকার : 
DLE CER SL Вера с>0 
жаты аты 42258 


ES JS BI; б С. 20, 
২4818 Тағы Уа 
7. দুইটি রেখার ছেদবিন্দু (%॥, у) নির্ণয়ের ws 
সমীকরণ দুইটি সমাধান 94: ах+Ьу+с=0 এবং ах+Ьу+с'=0. 
8. দুইটি রেখার অন্তর্গত কোণ নির্ণয়ের জন্য রেখ! দুইটির প্রবণতা! নির্ণয় কর এবং 
উপরের З тщ প্রয়োগ কর। 


9. (а) দুইটি রেখ! পরস্পর সমাস্থরাল যদি এবং কেবলমাত্র যদি তাহাদের | 
সমীকরণগুলির আকার হয় : 


ax+by+c=0 এবং ах+Ьу+с'=0. 
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(b) দুইটি রেখা পরস্পর "wo হয় যদি এবং কেবলমাত্র যদি উহাদের 


সমীকরণগুলির আকার হয়ঃ 
ax-+by+c=0 এবং be—-ay+c' 90. 
10. ах+Ьу+с=0 এর 514 পদ c কে oon ধনাত্মক 99 1 


[| 


1 যদি аху+буу+с এবং axs+bya+c এর fou একই হয়, তৰে 
(ху, уу) এবং (ха, уа) বিন্দু ах+5у+с=0 এর একই 4106 agn উহার 
রেখাটির পরস্পর বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত। 

11. ах+Бу+с=0 রেখ! হইতে Р: (х1, уз) |449 লঙ্ব-দুরত্বের সাংখামান 
হইল 
| axy by tc | 
Уақ» ` 


12, দুইটি রেখা, wi: 
Li cay bye m0 এবং Ls c agx bay cg =0 
এর অন্তর্গত কোণগমূহের аА арала সমীকরণ (с) এবং са ধনাত্মক 
ধরিয়া) হইল : 
৮৯৪74: agx +tbavtta 
* NEST T + ag! ba?" 
যেখানে উপরের (Бе (+) 34144 ধারক কোণের সমদ্দিখণ্তক দিবে i 
13. ayx+biy+ci=0 এবং ag x bay cg “0 atter ছেদ বিন্দুগামী 
খে কোন রেখার সমীকরণের আকার 
48151 cs Magx bay ca) 0, 
যেখানে 2 হইল অনির্দিষ্ট যে কোন 4471 
14. তিনটি аб 2147৮810৮৮0 4৪1৮৯1০৪৮৮0 এবং 
2৮৮4৮৪4৫৪০0 maf, যদি, সকলে 4924 ava তিনটি ধ্রবক k, 1, m 


পাওয়া ata যাহাতে 
| h(as x-byy-F сі) (agx-k ауса) таах t bay ca) m0 হয়। 
15. 14 নং এর তিনটি রেখার সমবিপু হার সর্ত হইল 
E b, €, |=0 
1 а bs а 


а bs са 
т, as(bics — bacs) +Ба(сзаз – саа) +са(аз Б ~ аб) O. 
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অধ্যায় 5 এর উপর 
বিবিধ প্রশ্নমাল! 
[A] 
1. (a cos 0, asin 9) RAIN যে 0441 €-ছেদিতাংশ а/сов 0 উৎপন্ন 


করে তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
2. সরলরেখ! х-Бау-а, L-AIF ও 1)-অক্ষকে যথাক্রমে А এবং В বিন্দুতে 


ছেদ করে; যদি OA-2308 হয়, তবে সমীকরণ নির্ণয় কর, যেখানে C হইল 
(0, -9) বিন্দু এবং দেখাও যে АС, АВ4 উপর 44 | 

3. 8х-2у-3-0 এবং bx—5y--2-0 agaa পরস্পর 7/4 কোণে 
4%; প্রমাণ কর যে 2=3 41 —25/3. 

4. দেখাও যে (34184 (1-т))-(1--тух-с এবং y=m=+c পরস্পর 
45% কোণে 4% | 

5. А, B, с হইল বিন্দু (—1, 2), (8,5), (4,9); D fam aBa উপর 


-е> 
অবস্থিত এবং А5:Б8-1:2; DC সমীকরণ নির্ণয় কর। 
6. P:(« B) Re у-бх--1 রেখার উপর অবস্থিত এবং ә: (B 4) 


fan 2x —5y 25 রেখার উপর অবস্থিত; ра এর সমীকরণ নির্ণয় কর। 


7. Р: (2, -3) রেখা M উপর অবস্থিত, যাহার সমীকরণ হইল 
4x+by=1 ; যদি AP-PB8-—10 sg; তবে А এবং В এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 
[ এখানে প্যারামেট্রিক সমীকরণ স্থবিধাজনক হইবে | ] 
8. নিয়ের প্রত্যেক রেখাযুগল যাচাই করিয়! বল, উহার! সমাস্তরাল অথবা লং 
কিনা) যখন ©] দুইটির কোনটিই নয় তখন উহাদের অন্তর্গত কোণের 
ত্ৰিকোণমিতিক tangent নির্ণয় কর : 
(i) 2x-3y-120 এবং 16-24+7-0 
(ü) х+2у+4=0 এবং x—3y4220 
(in) 2х+3у+6=0 এবং 6z—4y+3=0 
(iv) 3Зх+4у-7=0 এবং 2х+5›+7=0. 
9. (а sec 0, b tan 0) বিন্দুগামী রেখার সমীকরণ নির্ণয় কর যদি উহা! রেখ। 


> sec 0-2 tan 0-1 এর উপর 44% | 
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10. (1, 2) বিন্দু হইতে 4x—3y+2=0 রেখা বরাবর x —2y - 220 রেখা, 
44% দুরত্ব নির্ণয় <q | 


[B] 

1. একটি ত্রিভুজের শীর্ষত্রয় А:(-3,3,в:(-5, –1) 490: (4, -4); 
উহার "faces (circum-centre) নির্ণয় কর | 

2. (-2, -3) (6, 1) এবং (1, 6) যে ত্রিভুজের AART তাহার লঙ্ব-বিদ্দ 
(ortho-centre) নির্ণয় কর | 

3. ত্রিভুজের শীর্ষবিদুগ্তপি (3, —4, (—5, 4), (—3, —8) হইলে উহার 
ভরকেন্দ্র ( centroid ) নির্ণয় কর। 

4. একটি ত্রিভুজের বাহুগুলির সমীকরণ 

78х--8у-5, 11х--у--50-0 «% 4х-7у--26; 

ত্রিভূজটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

5. দেখাও যে m এর সকল মানে (a, 0) হইতে у-тх-Ға/т রেখার উপর 
অঙ্কিত লম্বের পাদবিন্দু )-অক্ষের উপর অবস্থিত EEG | 


€ 
6. х-5% এবং 7-অক্ষের উপর АВ যথাক্রমে (449194 2a এবং a, এবং 
<e < 


< 
CD যথাক্রমে ছেদিতাংশ -а এবং 2a উৎপন্ন করে; দেখাও যে АВ এবং СО 
Зх+у=0 রেখার উপর পরস্পরকে ছেদ করে | 

7. দেখাও যে x сов «4+» sin «—p রেখাকে নিয়লিখিত 


£ — p sin < 
ров p DEI SE আকারে লেখা! যায়। 


—sin < cos < 
8. কোন চতুতুঁজের ক্রম-অন্থুসারে গৃহীত দুইটি বাহুর সমীকরণ হইল 
x cos 4+y sin 4=p (i) 
x cos +y зіп =p сб (i) 


এবং ей, হইতে (0) এবং (i) এর উপর www লম্ব-দৈর্ঘ্য যথাক্রমে ру এবং р; 
দেখাও যে 599904 ক্ষেত্রফল 


— 2ppi — (pP pi) cos (8-4), 
2 sin (8--«) 


9. 5x—12y—5-0 এবং 5x — 12y--21—0, এই দুইটি সমাস্তরাল রেখার 
মধ্যে দুরত্ব নির্ণয় কর। 
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10. দেখাও যে 2x-3y-l-ch(3x-cy-1)20, 10х-3у--1)- 
(3х+›—1)=0 এবং z—7y+3=0 এই রেখাগুলি সমবিন্দু) 


[০] 
1. একটি সঞ্চারমান রেখা 4-অক্ষ এবং %-অক্ষের উপর এইরূপ ছেদিতাংশ a 


এবং b উৎপন্ন করে যেন 1475 হয়; দেখাও যে উহা সকল অবস্থানে অবশ্যই 


6 

(6, 6) বিন্দুর মধ্য দিয়া যাইবে 1 

2. xcos0--ysin 6—p রেখা A, B বিন্দুতে যথাক্রমে %-অক্ষ ও )-অক্ষকে 
CRY করে; 0 চল (variable) হইলে দেখাও যে A34 মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথের 
সমীকরণ 02042-2) = 45509, 

3. A B হইল বিন্দু (x, yi) এবং (ха, ya) এবং P, ABC т: n অনুপাতে 
বিভক্ত করে; P, Ax--By-FC-0 রেখার উপর অবস্থিত ; দেখাও যে 

т. _Ахі+Ву +С 


п Аха Вуз +C 
ইহ হইতে Ax-FBy-FC 0 রেখা সম্পর্কে A এবং в এর অবস্থান নির্ণয়ের একটি 
সুত্র নিরূপণ কর (অনুচ্ছেদ 511 )। 

4. 3x—-4y--1—0 রেখা (4, —3) এবং (5, -1) এর সংযোজক রেখাংশকে 
‘যে অনুপাতে বিভক্ত করে, তাহা নির্ণয় কর। 

5. দেখাও যে х-у-2-0, 3х+у+4=0 এই রেখাদ্বয়ের অন্তর্গত 
কোণ, নিয়লিখিত রেখাদ্বয়, যথা £ x—4y-F350, 9x- 2y+1=0 এর অন্তর্গত 
কোণের সমান | 

6. х-3)-2-0 রেখার উপর অবস্থিত এবং (2, 3) ও (6, —5) বিন্দুর 
হইতে সমদূরবর্তী зр Р এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

7. দেখাও যে নিয়ে প্রদত্ত cites, যথাঃ 

X sin 8—y(cos 0 — 1)—a sin 0 
এবং x sin 0—y(cos 0--1)— —a sin 6 

এর ছোদবিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ 2-4-2 = 52, 

8. х+у-5=0 এবং x-2y+4=0 রেখাদ্বয়ের সহিত সমবিন্দু যে রেখার 
প্রবণতা $, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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9. দেখাও যে নিয্নলিখিত রেখাগুলি, 541: i 


* cos 94 sin 0—1 
a b 
—Z sin 0+? cos 0=1 
a b 
bx-Fay tan (6 —7/4)—0 হইল সমবিন্দু। 


[D] 
1. (-3,1) বিন্দুগামী এবং 5x—2y-F7—0 রেখার উপর 44 সরলরেখার' 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 4 
2. 2х—7у+11=0 এবং х-43)-8-0 ayama ছেদবিন্দুগামী 
সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর, যদি উহা 
G) মূলবিন্দুর মধ্য দিয়! ЇЧ! 
(ü) 2х-5у--6-0 রেখার উপর লম্ব হয়। - 
(ін) অক্ষদ্বয়ের উপর সমচিহ্নের সমান ছেদিতাংশ উৎপন্ন করে। 
3. (-2,7) এবং (8, — 1) ৰিন্দুয়ের সংযোজক রেখাংশের লম্ব-সমদ্বিখগডকের' 
ধমীকরণ নির্ণয় কর। মুল-বিন্দু হইতে এই লম্ব-সমদ্বিখণ্ডক বত দুরে অবস্থিত ? 
4. যে ত্রিভুজের কৌণিক Rae (2, 7), (—6, 1) এবং (4, —5), তাহার, 
লম্ব-বিন্দু নির্ণয় কর। 
5. (3, 2) এবং 9৮+-5-0 ও x-F5y-F3—0 (541434 ছেদবিন্দুগামী 
রেখার সমীকরণটিকে ছেদিতাংশ আকারে প্রকাশ কর। 
এই রেখা স্থানাঙ্ক অক্ষয় হইতে যে ত্রিভুজ ছিন্ন করে তাহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
6. দেখাও যে fugas (3, 1), (5, —5) এবং (71, 13) অমরেখ। যে রেখার 
উপর উহার! অবস্থিত তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
7. কোন ত্রিভুজের দুইটি 3/44 স্থানাঙ্ক (3, 2) এবং (5, 6)। যদি ত্রিভুজটির 
ক্ষেত্ৰফল 124444 হুয়,তবে উহার তৃতীয় শীর্ষের সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর। 


8. একটি সঞ্চারমান রেখা yu এইরূপভাবে গতিশীল যে a+b=10; 
উহার যে অংশ অক্ষদ্বয়ের মধ্যে অবস্থিত তাহার মধ্যপথের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
9, 3х-Ь4у=24 রেখ 7-অক্ষকে A এবং 4-অক্ষকে B তে ছেদ করে। ABS 
লম্ব-সমছিখককে (0,-1) বিন্দুগামী ও -অক্ষের সমান্তরাল রেখ! C তে ছেদ করে। 
প্রমাণ কর যে АСВ এক AMFİ | 
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10. 2х46)-1-0, 4x-25-9-0 রেখাঘয়ের (RN এবং 
34440 রেখার সমান্তরাল রেখার সমীকরণ নির্ণয় কর | 


[E] 

1. (0,а) বিনদুযামী এমন দুইটি রেখার সমীকরণ নির্ণয় কর, যাহাদের উপর 
(2a, 2a) বিন্দু হইতে পতিত লক্বদধয়ের প্রত্যেকের দৈর্ঘ্য а; 

আরও প্রমাণ কর যে এই দুই লঙ্গের পাদবিন্দু দুইটির সংযোজক সরলরেখার 
সমীকরণ হইল y+ 2x = 5a. 

2. যে কোন faga প্রমাণ কর যে ( বিশ্লেষণমূলক প্রমাণ ) 

G) A, B এবং ০ কোণের সমদ্বিখগ্কত্রয় সমবিন্দু ; 
(ü) মধ্যমাগুলি একবিন্দুগামী ; 
(iii) বাহুগুপির লঙ্ব-সমদ্বিখগ্ুক তিনটি একই বিন্দুর মধ্য দিয়! যায়। 

3. মূলবিন্দু এবং ৮,4৯০  7x-+y+20=0 এর ছোদবিন্দুগামী রেখার 
সমীকরণ নির্ণয় কর; 2018 প্রমাণ কর যে এই রেখা প্রদত্ত রেখা দুইটির অন্তর্গত 
'কোণকে সমদ্বিখণ্ডিত করে। 

4. যে সরলরেখা 2x—3y-10 এবং x--2»-6 রেখাদ্য়ের ছেদবিন্দু ও 
46%-10 33 এবং 12x--14y -29— 0. রেখাছয়ের ছেদবিন্দু দিয়া গমন করে 
তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

5. (a) প্রমাণ কর যে নিম্নলিখিত সরলরেখাসমূহ, যথা : 

V3x+y=0, J3y+x=0, V3x+y=1; V3y+x=1 
খে সামান্তরিক উৎপন্ন করে তাহার ЙЧ পরস্পর সমকোণে অবস্থিত | 
(b) প্রশ্নটি 5(a)q 8944; কেবল রেখাগুলি এখানে 
reel, piel এ+ +252. 
6. কোন বর্গের একটি বাহ хэсч উপর < কোণে নত এবং qtaq একটি 
প্ৰান্তবিন্দু মূপবিন্দুতে অবস্থিত) প্রমাণ কর যে উহার কর্ণ দুইটির সমীকরণ হইল 
Mcos < —sin 4)= x(sin «+ cos «) 
এবং (sin < + cos «)-- x(cos < — sin «)ға, 
যেখানে a হইল বর্গটির বাহুর দৈর্ঘ্য । 
7. (h, b) বিন্দু হইতে ৪+-৪+-০--0 সরলরেখা'র উপর mon পাদবিন্দুগামী 
এবং এ লম্ব ও প্রদত্ত রেখার অস্তর্গত কোণের সমদ্বিখগ্তকগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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8. যে জরলরেখাগুলির সমীকরণ x sec Oty ০০55০ 0=a এবং 
40086 y біп б=а cos 20, তাহাদের উপর মূলবিন্দু হইতে qw দুইটি যদি 
p এবং %' হয়, তবে প্রমাণ কর cq 49772 =a, 

9. যে সরলরেখাগুলি (3, _2) বিন্দু দিয়া যায় এবং /3:+-1. রেখার 
সহিত 60° কোণে নত তাহাদের সমীকরণগুলি নির্ণয় কর। 


উত্তরমালা 
[А] 
1. x cos 0 +y sin 0-а. 2. 3х-у-9=0. 
5. 8х-у-8-0. 6. х+у-6=0. 
7. (45) এবং (-8,-11', 8. (i) সমান্তরাল; (й) tan 0= +1. 
(iii) ЯЗ: (iv) tan - 57/26. 9. а сов Өх+Ь cot Qy—a* t b*. 
10. 5 একক। 
[B] 
1. (0,-1). 2. (8,2). .3. (-5/8, —8/8). 4. 88 বর্গ একক। 9. LAFE) 
ІСІ 
4. -5:% 6. 114,4). 8. 4x-8y+1=0. 
[D] 
1. 2x+5y+1=0 2,0) 27799) =0 (ü) 5x+?y=13 ; 
8 
iii) 18x+13y=50, 3. 5x-4y-3; —— একক | 
(ii) dr 
410,40. Las eig) - 
4. ( 10, 48) M rer ॥ বর্গ একক | 6. 3x+y=10, 
7: y=2x+8,y=39x-16, 8, хіу-5, 10. 3x+4y=4. 
[E] 
1 уға; 3y=4x+34, 3. y-8x. 4. 18x-933y—64. 


1. Му-К)-В(х-й)- +(Ах+Ву+0). 
9. у= -2 এবং y- 48х+2+8/8=0. 
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TEST PAPERS 
I 
[ সময় : 2 ঘণ্টা ] 


1. নির্দিষ্ট দৈর্ঘ্যের এবটি গতিশীল রেখাংশ АРВ, 4-অক্ষকে А এবং )-অক্ষকে в 
“বিন্দুতে ছেদ করে; |А5|-Ь, || =a; 
প্রমাণ কর যে এর সঞ্চারপথের সমীকরণ 
зал =1. 
2. দেখাও যে (ri, 03) এবং (rg, 62) বিদ্দুগামী রেখার মেরু সমীকরণ ( polar 
equation ) হইল 

1 sin (0a—01)+} sin (9— 65) -L- sin (6,-0)-0. 

r 71 r2 
3. -অক্ষের উপর "4 এবং P (а cos 0, 0) বিন্দুগামী রেখা যথাক্রমে a এবং 


в বিন্দুতে ata 


* cos 9+? sin 0=1, * соз 0+7 созб=1. 
a b a a 


কে ছেদ করে। প্রমাণ কর যে PR : Pasa: b. 

4. fgata পরিকেন্দ্র এবং পরিব্যাসার্ধ নির্ণয় কর, যদি উহার বাহুগুলি হয়, 

х+3у=0, 2х+у=10, х+10=7у. 

5. দেখাও যে agaa 4х +) –9=0, x -2y--350 এবং 5x -y -6—0 
যে কোন একটি 2-প্রবণতাবিশিষ্ট রেখার সহিত সমান কোণ উৎপন্ন করে। 

6. А5, БЕ, ОЁ হইল ЛАВСЯ 709%; A, 2, E,F হুইল (-4,5), 
(Af, — 38), (4, 1) এবং (—1,— 4) বিন্দুগুলি ; (азая বাহুগুলির সমীকরণ এবং 
в ও C এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

27. Ai(-5, -4)গামী একটি রেখা যথাক্রমে ৪১০১০ বিন্দুতে cas 
x+3y+2=0, 2х+у+4=0, х-у-5-0 কে ছেদ করে; АС, AB, AD 
“e 


বিপরীত প্রগতি (harmonic progression) তে আছে; АВЯ সমীকরণ 


নির্ণয় কর। ; 
— 8. А, O, B হইল বিন্দু (৭১০), (а cos $, 0), (а, 0); রেখাদয় 
x сов $-Fy sin ф=а, x cos $— y sin ф-а 

পরস্পরকে D বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে; দেখাও বে 0, 4-অক্ষের উপর অবস্থিত 
এবং АС: CB = AD : BD. 
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9. А,В,С, D চারিটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (—1, 4), (-7, -2), 
(3, -4), (5,1); ABCD চতুতুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর এবং দেখাও cq 
ইহ! BD হারা এবং 5x+y+1=0 রেখার ছারাও সুমদ্বিধত্ডিত vu i 

10. মনে করা যাক রেখাত্রয় যথা: 

ax+hy+g=0 е 
hx by-Ff —0 
gx+fy+c=0 
হইল সমবিন্দু; দেখাও যে 
abc+2fgh— аў? — bg? — ch? = 0, 
11. Eg মান যাহাই হউক না কেন, দেখাও যে রেখ! 
(2b — 3)x-F (3b — 2)» — (4b — 1) =0 

একটি নির্দিষ্ট বিন্দুর মধ্য দিয়! নিত্য গমন করে। উহার স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

12. х-3у+1=0 রেখা, L রেখা এবং х-у+1=0 রেখার অন্তত 
কোণকে সমদ্বিখণ্ডিত করে; L এর সমীকরণ নির্ণয় কর। 

13. রেখায় 

х+8у+18=0, 7x-F Ay-F 30-0 4 

এর অন্তর্গত কোণের একটি 548444 am ও )-অক্ষকে যথাক্রমে А,В 
বিন্দুতে ছেদ করে, এবং অপরটি এই অক্ষদবয়কে যথাক্রমে Ау, В, বিন্দুতে ছেদ করে। 
দেখাও যে Х8,, ArB পরস্পরকে ( — 3⁄4, 8) বিন্দুতে সমকোণে ছেদ করে। 

14. দেখাও যে А: (1,-1/т) এবং B: (3111, 1) fem হইতে 
Іх+ту+1=0 রেখার nehna অঙ্রপাত 1: т. মূল বিন্দুগামী যে 
রেখাগুলির উপর А এব: B হইতে অহ্িত লম্ব-দৈর্ঘ্যগুলির অনুপাত | : m, তাহাদের 
প্রবণত! নির্ণয় কর। 


উত্তরমালা 
1. (1,-2); 5. 6. 8х-4у-48-0; Әхһу%1-0: x+9y-6=0; (0,—7), 
7 (8,71): 7. x-9y-3-0. IL (-19. 12 x+7y+1=0. 
M. (I-1/(m-1): —{(1+1)/(т+1)}. 


7 [w ] 
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61. সুচনা 

বৃত্তের সংজ্ঞ| এইভাবে দেওয়া যাইতে পারে, যথা £ কোন সমতলে একটি স্থির বিন্দু 
হইতে নির্দিষ্ট দূরত্ব বল্গায় রাখিয়া! যে বিন্দু গতিশীল থাকে তাহার সঞ্চারপথ 
( locus )কে বৃত্ত বল!'হয়। স্থির বিন্দুটিকে উহার GF ( centre ) এবং নির্দিষ্ট বা 
ধ্রুবক দুরত্বটিকে উহার ব্যাসার্ধ (radius) বলে। এই সঞ্চারপথটির সমীকরণ নিরূপণ 
করাই হইল বর্তমান অধ্যায়ের উদ্দেশ্য 1 


62. বৃত্তের সমীকরণ ( Equation to a circle ) 

A. কেন্দ্ৰ মূলবিন্দু এবং ব্যাসার্ধ а হইলে বৃত্তটির সমীকরণ t 

x3 y= a2, 

এখানে প্রশ্নটি হইল, মূলবিন্দু হইতে যে P : (х,у) বিন্দুর দুরত্ব সর্বদা a, তাহার 
সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় করা; 
_ সঞ্চারপথটির উপর P এর সকল অবস্থানে 
(feu 6.1) ' 

OP-a; 

west, [05| 2=42; 

+, (৮-0)9+(/-0)%-48 
অর্থাৎ, ৮৪426, 

সঞ্চারপথটির যে কোন বিন্দুর ক্ষেত্রে এই 
সম্পর্ক বজায় থাকে, কিন্তু পথটির বাহিরে অবস্থিত ба вл 
কোন বিন্দুর ক্ষেত্রে সম্পর্কটি বজায় থাকে না। 
স্থতরাং ইহাই হইল সঞ্চারপথটির সমীকরণ এবং ও সঞ্চারপথ একটি বৃত্ত ৷ 


Та 1. যাঁদ ох কে প্রারম্ভিক রেখা এবং О কে মেরু ( pole ) ধরা হর 
এবং Р এর মের॥ বা পোলার ( polar ) ZI লওয়া হয় (৮, 9), তবে বৃত্তুটির Graz 
সমীকরণ ( polar equation ) হইবে +=. 

টীকা 2. কেন্দ্র এবং ব্যাসার্ধ জ্ঞাত হইলেই বৃত্তটি সম্পূর্ণরূপে 
fete হয়। 
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বৃত্তের সমীকরণ : 99 


ЗИП. 1. cem মূলবিন্দু এবং বৃত্রট (ха, y.) বিন্দুগামী ; 4404 সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 
যদি a বৃত্তটর ব্যাসার্ধ হয় তাহ! হইলে সমীকরণটির আকার হইবে, 
৪408 =а?, 
যেহেতু таб (ху, уу) বিন্দু দিয়! গমন করে, স্থতরাং 
xi ty =а?. 
no নির্ণেয় সমীকরণ 
51985584958, 
B. কেন্দ্র с যদি (॥,॥) বিন্দু এবং atr a wx, তৰে রৃত্তটির 
সমীকরণ হইবে 
(х— һ)%+(у-— 0° = at, 


ধরা 11%, 
P : (x, y) ft c : (hk) হইতে নির্দিষ্ট দূরত্ব a 


বজায় রাখিয়! নিয়ত গতিশীল ; ( চিত্র 6.2 ) 127] 
P এর সঞ্চারপথ নির্ণয় করিতে হইবে | 
চিত্র হইতে, | 65 12:48 
বা, (x-h-(»-b-a*. dE, ON 


সঞ্ারপথটির উপর অবস্থিত যে কোন বিন্দু 
Р: (х,у) এই সমীকরণকে Dr করে, এবং অপর 
কোনও বিন্দু ইহাকে frg করে না; হাতরাং ইহাই тайы সমীকরণ 1 
টাকা | যদ (hk) বিন্দু maia, (0,0) হয়, তবে সমীকরণাঁটর 
আকার হয়, ху? =at, 
C. সাধারণ আকার ( General form ) 
ANTI বৃত্তের সমীকরণকে (асай আকারে প্রকাশ কর! যায়, যেমন 
х®+у#+2ах-2{у+с=0, z Gü 
যেখানে একটি বিশেষ বৃত্তের পক্ষে я, f, с নির্দিষ্ট ра 
বিপরীতক্রমে, ও y সংশ্লিষ্ট (i) আকারের প্রত্যেক দ্বিতীয় দাতের সমীকরণ 
একটি বৃত্তকে প্রকাশ করে অথবা একটিমাত্র বিন্দুকে প্রকাশ করে অথবা! (1) কে সিদ্ধ 
করে এইরূপ স্থানান্ধ-বিশিষ্ট কোন বিনুই নাই 1 


100 Бы 


প্রমাণ £ পূর্বের আলোচনা হইতে বলা! যায় যে, কেন্দ্র (4, 2) এবং ব্যাসার্ধ а 
হুইলে абя সমীকরণ হইবে 
(х— «)®-„(у—В)% = а%, 
ৰা, x*-y* —2«x —28y- (49 FE? — а®%)=0, 
এবং ইহা! (i) এর আকারের অনুরূপ, যদি -«= ре, c= «94a at 


ধর! ex I 
ক্রমে, < ву সংশ্লিষ্ট ছিতীয় থাতের 201554 হদি নিয়ের আকারে 


ems থাকে, 
х®+ y? +2gx+2fy+c=0, 
তৰে উহাকে এইভাবে লিখিতে পারা ষায়, 841: 
(х+4)#+(у+ї)%#=4#+7%—с_ 2707) 

1. ইহা একটি тат প্রকাশ করে, যাহার কেন্দ্র (- ৫, —f) এবং ব্যাসাধ 
М с, যদি ৫৯4১০ হয়। 

2. যদি ৫47০ হয়, তবে একটি এবং কেবলমাত্র একটি বিদ্দু (— g, — f), 
Gi) সমীকরণকে সিদ্ধ করে। প্রকারান্তরে, সমীকরণ (8) তখন একটি বিল্দু-বত্ত 
( Point-circle ) বা 4197-48 C Null-circle ) কে প্রকাশ করে। 

3. কিন্তু যদি 42-/%<с হয়, তবে এমন কোন fam নাই যাহার aiala 
(ü) কে সিদ্ধ করিবে i 

সংক্ষেপে বলিলে : 

সমীকরণ () একটি quce, একটি একক বিন্দুকে অথবা এমন কোন 
বিন্দু নাই যাহার tataqa () কে সিদ্ধ করে এইরূপ অবস্থাকে প্রকাশ 
করে, যখন নিয়ের রাশিটি, 

g2+f3—c 

যথাক্রমে ধনাত্মক, শুন্য অথবা খণাত্মক হয়। 

4947: (а) কোন কোন গ্রন্থকার ইহ! বলা বাঞ্ছনীয় মনে করেন বে যখন 
£*+1*_০<0, তখন (D সমীকরণ একটি কাল্পনিক বৃত্ত (Imaginary 
circle) কে প্রকাশ করে_কিন্ত এই শব্দটি নবীন শিক্ষার্থীদের মনে ане 9? 
করিতে পারে, এই আশঙ্কায় এই পুস্তকে উহা! পরিহার করা হইল। 

(b) এখানে সকল আলোচনাই করা হইতেছে 4194 তলের ( real plane ) 
সম্পর্কে, অর্থাৎ x, у কে সৰ্বদা বাস্তব ধরা হইতেছে। 


দ্বিতীয় ঘাতের সাধারণ সমীকরণ 101 
ЗІ. 2. কোন বৃত্তের ca (-%, 8) এবং ব্যাসার্ধ MA হইলে উহার সমীকরণ 
নির্ণয় я! 
fscfa সমীকরণ 
515 89 [s 
(е) 6-3) নতি 
বাঃ সরল করিলে, 
144(x3 - 3) -360x — 768y-- 765 — 0. 
মন্তব্য £ লক্ষ্য করিতে হইবে যে <2 এবং y] এর একই সহগ (144) এবং xy 
тЇ? কোন পদ? সমীকরণটিতে নাই। বস্তুত, সমীকরণটিকে ($) এর আকারে 
এইভাবে লিখিতে পারা যায়, যথা : 
180 384 , 765 


s Li is ceo да —= 
x" +y +2577 টা 0. 


941. 3. fac প্রদত্ত 3974 কেন্দ্র ও ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর (যেক্ষেত্রে উহা ৰিস্তমান) : 
х®+ y3-F Ax -By-F C0 
А A? B)? „A? +в? — 4c, 
প্রদত্ত সমীকরণ : (৮9 +(+5 Шы: 
1. যদি АЗ--в2-4с>0 হয়, তবে সমীকরণটি এমন একটি quce প্রকাশ 
করে যাহার сен (8 -3) এবং «itr > /A*4-5ঃ —4с. 
2, যদি А?%+в%-4с=0 হয়, তবে সমীকরণটি একটি একক বিন্দুকে 


গ্রকাশ করে। 
3. যদি /৪+484--4০-0 হয়, তবে এমন কোন বিন্দু নাই বাহার স্থানাক্কত্বর 


ema সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে 1 


63. দ্বিতীয় ঘাঁতের সাধারণ সমীকরণ ( General Equation of the 
Second Degree ) 
x এবং y সংগ্লিষ্ট দ্বিতীয় বাতের সাধারণ সমীকরণ এই আকারের হয়, যথা : 
ах? 4-2hxy by! +2ях+2{у+с=0 
( যেখানে a boh gf EIF )। 
ক্ষেত্র 1. җйа=һ=Ь=0 হয়, তবে সমীকরণটি একটি সরলরেখাকে প্রকাশ 
করে, যদি g এবং f উভয়েই 43 না হয়। 
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বৃত্ত 


ক্ষেত্র 2. যদি h=0, ৫-৮(০) হয়, তবে সমীকরণটির আকার তখন হয় 


alx? + y?) -2gx - 2f y-Fc 0 


Б Ge 


ইহা একটি 48 অথবা! একটি বিল্দু-বৃত্তকে প্রকাশ করে, যদি যথাক্রমে 
g2+f2>ac, অথবা, 02-12 =ас হয়। আর ৪24124৭6 হইলে এমন কোন 
বিন্দু পাওয়া যাইবে না যাহ! এই সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে। 

স্মরণ রাখিতে 5204: সাধারণভাবে, x এবং y সংশ্লিষ্ট দ্বিতীয় 
ঘাতের সাধারণ সমীকরণ একটি বৃত্তকে প্রকাশ করে, যদি 


(O x? এর 785 — y? এর সহগ ; 
99 (ii) xy এর সহগ T | | 


941.4. (i সমীকরণ 49x2--49y2—14x+28y+5=0, 
1? 2\2 _ 
যখন ( 2) +(+2) —0, আকারে লিখিত হয়, 


তখন দেখা যায় যে ইহা! কেবল একটি বিন্দু (3, — 8) কে প্রকাশ করে| 
Gü) х3--уЗ--2х--4у--6-0 অমীকরণকে নিয্নলিখিত আকারে, 


(«+1)#+(›+2)#= —1 


লিখিলে দেখা যায় যে কোন |342 (7. х এবং y উভয়েই বাস্তব বলিয়া এই 
পুস্তকে ধর] হইবে ) ইহাকে সিদ্ধ করে না। 


অনুশীলনী 


বৃত্বের কেন্দ্র এবং ব্যাসার্ধ নিয়ে প্রদত্ত হইল; বুত্তগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর £ 


1. 


лы ০১ N 


কেন্দ্র: 
কেন্দ্র : 
aa: 
কেন্দ্র: 
কেন্দ্র : 


(0,0) м ব্যাসার্ধ =2. 
(4,6) এবং ব্যাসার্ধ =3. 
(0, -2) এবং ব্যাসার্ধ =2. 
G, —8) এবং ব্যাসার্ধ =2. 
(аа) এবং ব্যাসার্ধ =a /2. 


бат বৃতগুলির কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক এবং ব্যাসার্ধের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর : 
6. x2+y2+6xz—8y=0. 
7. (z-—1)2+(y+2)2=5. 
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8. (x-1)(x-3)--(»-2)»— 4) 0. 
9. নিয়ে প্রদত্ত সমীকরণগুলি কি প্রকাশ করে? 
(i) х2+)2-6х+4у+13=0. 
(а) х2--у2--3--0. 
(ш) 3х2-Ғ3у3-х-у-6. 
10. একটি বৃত্তের ব্যাসার্ধ 4 এবং উহা x3-Ry*-R2x— 65-0 বৃত্তের সহিত 
সমকেন্ত্রীয় ( concentric ) ; 3404 সমীকরণ নির্ণয় কর। 
11. প্রমাণ কর যে (5, —14), (— 10, 11), (2 /13, 13) বিন্দু তিনটি একটি 
বত্ত-পরিধির উপর অবস্থিত, যে বৃত্তের কেন্দ্র মূলবিন্দু; 7904 সমীকরণ নির্ণয় কর | 
12. x3-ky3-F2gx-2fy--c—0 338 (2, 1), (0,5) এবং (-1,2) 
বিন্দু তিনটি দিয়! গমন করে; g, f এবং с নির্ণয় কর। 
13. বিন্দুর সেই সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর, যেখানে P হইতে (2, 3) 
এবং (—1, —2) 999 দুরত্ব দুইটির বর্গের সমষ্টি 34 হইবে 1 
14. 1 ব্যাসার্ধবিশিষ্ট প্রত্যেক বৃত্তের সমীকরণ লিখ 1 
15. 1 ব্যাসার্ধ-বিশিষ্ট প্রত্যেক বৃত্তের সমীকরণ লিখ, যদি উহার কেন্দ্র у--х 
রেখার উপর অবস্থিত হয়। 
16. (৮-7)2+-0/-1)-75--এই সমীকরণটি কি প্রকাশ করিবে, যখন 
(9 ॥ এবং k নির্দিষ্ট eqe এবং r যে কোন অনির্দিষ্ট че হইবে? 
(ü) ॥ এবং? নির্দিষ্ট өзе এবং b যে কোন অনির্দিষ্ট 551% হইবে ? 
(i) k এবং? প্রদত্ত те এবং h অনির্দিষ্ট কোন 94% হইবে ? 
17. দেখাও যে (а, b) এবং (ç d) বিন্দু দুইটি হইতে যে বিন্দুর দুরত্ব দুইটির 
অনুপাত কোন একটি ধ্বকের সমান, তাহার সঞ্চারপথ একটি বৃত্ত হইবে। 


l 7524-02-54, 2, х3-у3-8х-19у--43-0. 3. х*+у*+4у=0, 
4. 9bx?--95y* —"70x--20y — 47 —0. 5, x*-Fy*—2ax— 82у —0. 


6. (8,454) 5. 7. (1-9); 45, 8. (23); 9. 9. (i) একটি (8,—9) বিন্দু; 
(8) কোন সঞ্চারপধ 4810 (D) একটি বৃত্ত, যাহার কেন্দ্র (1,-1) এবং 91716497718, 
10. x*4y?--2x-6y-6—0. IL ১৮921 12. x*4y*-9x-6y6—0. 
13. x*-ky*-x—-y-8, একটি {61 М. (x—h)*+(y-k)*=1. 
15. x?--y*-2kx-9kyd 9k? —1-0. 
16. () এক প্রস্থ সমকেন্তরীয় বৃত্ত যেখানে সাধারণ কেন্দ্রটি (h, k). 
Gü) সমবব্যাদার্ধের এক sg বৃত্ত, যাহাধের কেন্্রগুলি V-AR হইতে h দূরত্বে অবস্থিত /-অক্ষের 
সমান্তরাল একটি রেখার উপর অবস্থত | 
(іі). Gi) এর অনুরূপ, কিন্ত কেন্্রগুলি এখানে %-অক্ষের সমান্তরাল ও %-অক্ষ হইতে  দুরত্বে 
অবস্থিত রেখার উপর থাকিবে | 
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64. উল্লিখিত (বা নির্দিষ্ট) শর্ত অনুসারে বৃত্ত ( Circles under stated 
conditions ) 

এখানে ধরিয়া төш হইল যে বৃত্তের মৌলিক ধর্মগুলির সহিত ছাত্রছাত্রীরা 
ইতিপূর্বে পরিচিত হইয়াছে, যেমন, প্রাথমিক জ্যামিতিতে ইহ! প্রমাণ করা হইয়াছে 
যে সমরেখ নহে এইরূপ তিনটি বিন্দু দ্বারা একটিমাত্র বৃত্ত অনন্যভাবে 
Cuniquely) নিরূপিত হয় । বিশ্লেষণ-জ্যামিতিতে ইহ! সহজেই পাওয়া যায়, 
কারণ" বৃত্তের সাধারণ সমীকরণটি ( standard equation )কে নিয় প্রকারে লিখিতে 
পার! যায়, 

x3 - y? -2gx--2f y--c - 0. 

এখানে তিনটি apre আছে--&, f, c এবং ইহারাই বৃত্তটকে নিরূপণ করে। 
এখন কোন বৃত্ত যদি তিনটি সমরেখ নহে 424% বিন্দু দিয়া যায়, তবে ধ্রুবক তিনটি 
নির্ণয়ের জন্য তিনটি সহ-সমীকরণ গঠন কর! যাইবে। 

আরও সাধারণভাবে বলা যায় যে quce দিয়া তিনটি উপযুক্ত শর্ত পূরণ করান 
যায় এবং ইহা যদি বিশ্লেষণ-জ্যামিতির মাধ্যমে প্রকাশ কর! হয় তবে ধ্রুবক তিনটি 
নির্ণয়ের জন্য তিনটি সহ-সমীকরণ পাওয়া যায়। কিন্তু এই বিষয়ে দৃষ্টি আকর্ষণ কর! 
প্রয়োজন যে, যে কোন তিনটি শর্ত হইতেই একটি বৃত্ত অনন্যভাবে নিরূপিত 
হয় না ( নাচে উদা. 9 দ্ৰষ্টব্য )। 


84.5. А:(1,1),в:(2, —1),с:(2,3) বিন্দু তিনটি সমরেখ নহে; 
এই তিন বিন্দুগামী qea সমীকরণ নির্ণয় কর। 
পদ্ধতি 1. таба সমীকরণকে সাধারণ আকারে ধর! যাক্‌, যথা : 
x9 y? 29x -2f y c0 
যদি ইহাকে A, B, C দিয়া যাইতে হয়, তাহা হইলে স্থানাস্বগুলি যথাক্রমে পর পর 
বসাইয়! নিয়লিখিত সহ-সমীকরণ তিনটি পাওয়া যাইবে : 


24724424050. Сыл. Terg) 
5+44—2{+с=0 = — (d) 
13+4g+6f+c=0 — -— — (di 


() এবং (i) হুইতে (বিয়োগ দ্বারা): 3+24-4-0.... (iv) 

G) এবং (iii) হইতে (বিয়োগ হারা): 11+24+-4-0.... (v) 

(৮) এবং (৮) হইতে, 24--7, 2- -2 
স্বৃতরাং (i) হইতে, с-7. 
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অতএব, тава সমীকরণ হইল 
х3--у3-7х-2у--7-0. 
এইরূপ ক্ষেত্রে এই পদ্ধতিই সাধারণভাবে প্রয়োগ কর! হয়। বৈচিত্র্য হিসাবে 
দ্বিতীয় একটি পদ্ধতি প্রদপিত হইল : 
পদ্ধতি 2. পদ্ধতিটি এই তথ্য-নির্ভর যে সমরেখ নহে এমন তিন বিন্দু, А,В,С 
দিয়! যে বৃত্তটি যায় তাহার কেন্দ্র হইল AS এবং АСЯ লম্ব-সমদ্বিধগুকঘয়ের ছেদ-বিন্দু। 
ABA লক্ব-সমছ্বিখ্কের সমীকরণটি হইল 
Ма 8+0 1) = J(x-2)9 0-1? 
[ লঙ্ব-সমদ্বিখগ্ুকটির উপরিস্থিত যে কোন বিন্দু A এবং В হইতে সমদূরবর্তী ] 
বা, 2х-4у-3. 
অনুরূপভাবে, A63 লক্ব-সমদ্বিখগ্রকের সমীকরণ হইল 
2x+4y=11 
সমাধান করিয়া, 4404 сөж হইল (1,1)! ব্যাসাধ r হুইল (1,1) হইতে 
প্রদত্ত বিন্দু দুইটির যে কোন একটির দুরত্ব, অর্থাৎ 
r= J-P +(1- 15 =$ 
2. абя সমীকরণ হইল 
(х-4)#+(у›-1)%=@)# 
বা, x*-y*-2y-7x7-0. 


স্মরণ রাখিতে হইবে : 
1. жая সাধারণ সমীকরণ 
А x3 y? 2gx +2#у+с=0 
এ যদি দেখা যায় যে c=0, তবে Теб মূলবিনদগামী : (0, 0) উহাকে সিদ্ধ করে। 
2. কিন্তু যদি 4-0 হয়, তবে qe): কেন্দ্র ॥-অক্ষের উপর অবস্থিত, কারণ 
খন সমীকরণ টিহইবে 
91010871050 
3. আবার, যদি £-0 হয়, তবে কেন্দ্রটি -অক্ষের উপর অবস্থিত | 
З. 6. একটি বৃত্তের কেন্দ্র ;-ক্ষের উপর অবস্থিত এবং TOP (— 4, 1) এবং 
(8, 0) বিন্দুগামী ; বৃত্তটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
যে বৃত্তের কেন্দ্র »-অক্ষের উপর অবস্থিত, তাহার সমীকরণের আকারটি হইবে 
x2+y2+2fy+c=0 
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যেহেতু ইহ! (- 4, 1) এবং (3, 0) বিন্দুগামী, স্থৃতরাং 
17+2f+c=0 এবং 9+0-50 5 
ইহা হইতে পাওয়া যায়, c= -9,2/- -8. 
fata সমীকরণ হইল 
x2j+y2-8y-9=0. 


Syl. TeL Gq বৃত্তের ব্যাস А: (757), В (хо; 52) বিন্দুদ্ধয়ের 


সংযোজক রেখাংশ তাহার সমীকরণ হইল : 
(х— х,)(х— x3) -yy —ys)=0. 


প্রথম পদ্ধতি? কেন্দ্র ০ এর স্থানান্ধ 
হুইল 


2472 yit» 
4-24-43 p. yi ys 
STORES 


এবং ব্যাসার্ধ? 
৮ 
r=} 41875278705 ра)? 
নির্ণেয সমীকরণ হইল 
(x-«)* (y— gr? চিত্র 63 
ৰা, (а)? (зав)? аа, —Xg)* (v — »9)?] 
বা, (2x — x1 — x9)? — (x, — x3) H- (By — y4 — y2)? —(уу—уа)#%}=0 
ৰা, (2x —2x12x 222) +(2y – 2y1)(2y — 272) =0 
বা, (х-хаХх- ха) +(y — 1X» — ya) 20. 


দ্বিতীয় পদ্ধতি ঃ এই পদ্ধতিতে বৃত্তের নিয়োক্ত ধর্মটির সাহায্য লওয়া হইবে : 
“বৃত্তের ব্যাগ পরিধিস্থ যে কোন বিন্দুতে সমকোণ উৎপন্ন করে |? 
ধরা যাক্‌, теба উপর যে কোন একটি বিন্দু P : (x, y) | 


তাহা হইলে API প্রবণতা হইল 2—21 
х-х 


এবং BP4 প্রবণতা হইল 27, 
722 
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few AP, BPa উপর 7", 
жұмаға Аы СІ 
XX. жатта 

অর্থাৎ, (0-03) (0-е) (x — x1 — x9) =0, 

যেহেতু {ет যে কোন বিন্দু (x, y) এর পক্ষে ইহা সত্য, স্থতরাং ইহাই বৃত্তটির' 
সমীকরণ 

Sgi. 8. amarga উপর ছেদ্দিতাংশ (Intercepts on the axes) 

(ü) (0, —1) এবং (2, 3) বিদ্দুদ্বয়ের সংযোজক (94154 c€ বৃত্তের ব্যাস- 
ভাহার %-অক্ষের ছেদিতাংশ নির্ণয় FA 

পূর্বের উদাহরণ অনুসারে тебя সমীকরণ (দুইটি পদ্ধতির যে কোন একটির" 
зїї লইয়া ) হইল 

(x —0) x —2)-- (v DG» - 3) 20 
Fl, х2-2х--)%-2у-3-0 ." : (i) 

[теба দ্বারা =-অক্ষ হইতে ছিন্ন (40 হইল উহার -অক্ষের ҮІ 
ছেদ্িতাংশ। 1 

যে বিন্দু দুইটিতে 440 এ-অক্ষকে (যাহার সমীকরণ у-0) ছেদ করে, তাহাদের, 


qu পাওয়া যায় 
—2x—3=0 হইতে; [()-এ у-0 বসাইয়া ] 


ইহা হইতে, х--1,3; স্থতরাং 44) এ-অক্ষকে AQ এবং Аз বিন্দুতে, 

ছেদ করিয়! থাকিলে, А): (—1, 0), Ар: (3, 0). 
С. А1Аа-САҙ-бА,-3-(-1)-4; 
ইহাই 2-অক্ষের উপর facfu ছেদিতাংশ। 
(ü) ধরা যাক, %-অক্ষের উপর বৃত্ত 
alx? +y?) --2gx-F2f y-- c - 0 e (ii) 

এর ছেদিতাংশ নির্ণয় করিতে হইবে 1 

বৃত্ত (i) *-অক্ষকে (у--0) যে দুই বিন্দুতে ছেদ করে তাহাদের ভুজ পাওয়া wtw 
ах? --2gx--cm0 হইতে ; ` [()-এ y=0 বসাইয়। 1) 

যদি <, এবং ха এই fqale সমীকরণের বীজ হয়, তবে . ' 

24 


zitis 
a 


adn 
ATE 
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স্থতরাং, хл উপর নির্ণেয় ছেদিতাংশ 
-|ж-ха 1 =+ (x, xa) — xix. 


sr E i-a е, 


Фал: বৃত্ত এঅ্কে আদৌ ছেদ করিবে না, যাঁদ xi এবং 2৪ qhasqa 
mensus হয় ( অর্থাৎ, যাঁদ নরুপক g? —ac ঝণাত্মক হয় )। যাঁদ ৪?= 96 হয়, 
ভবে বীজ দুইটি সমান এবং তখন বলা হয় যে £-অক্ষ বৃত্তাটকে (ху, 0) 1987.09 
"sep করিয়াছে 1 

ЗҮ. 9. যে বৃত্ত ॥-অক্ষকে মূলবিন্দু হইতে - “নির্দেশিত +5 qu স্পর্শ 
করে এবং %-অক্ষ হইতে 2২111 দৈর্ঘ্যের ছেঙ্গিতাংশ ছিন্ন করে, তাহার সমীকরণ 
(т কর। 

таба সমীকরণ ধরা যাক্‌ 
x3 +y? -F2gx-F2f y-- c0 (я, fyc কৰক ) 


চিত্র 6.4 


да সহি মিলিত হয় তবে যে ге quf? উহার সহিত 

মিলিত হইবে তাহার কোটি পাওয়! যাইবে (পমী করণটিতে <=0 বসাইয়া ) 

x2+2fy+c=0 হইতে ; 
কিন্তু যেহেতু 480 /-অক্ষকে স্পর্শ করে, সুতরাং দ্বিঘাত সমীকরণটির বীজ দুইটি 
অবশ্যই সমান হইবে; এবং প্রত্যেকে 5 এর সমান হইবে, অর্থাৎ সমীকরণটি 
এখন হইবে 

^ (у—5)#=0 
`, 2f= -10, c=25. 
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আবার, 440 х-чтсж যে fex ছুইটিতে ছেদ করে তাহাদের ga পাওয়া যায় 
( বৃত্তের সমীকরণে у-0 বসাইয! ) 


х?%-+2ах+с=0 হইতে; + 
ৰা, x2-+2gx+25=0 ('.' с=25) 
সমীকরণটির বীজ দুইটি যদি ху এবং х হয়, তবে x- অক্ষের উপর ай 4 
= |ху-ха| =+ J(xi xg)? - 44575 
=+ 44427100712 Jg? —25. 
প্রদত্ত শর্ত অনুসারে, 


2 /11= +2 Jg! —25, 
ইহা হইতে, я= +6. 


©. প্রদত্ত শর্ত পূরণ করে এইরূপ দুইটি qe আছে। Фен! হুইল (fou. 
6.4 RÈT ) 


х%+у%+12х—-10у›+25=0 
এবং х3--у3-12х-10у--25-0. 


অনুশীলনী 
(—1, 3), (3, 5) বিন্দুগামী যে বৃত্তের caa 
х+2у=6 
রেখার উপর অবস্থিত, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 


2. (0, а) এবং (b, |) বিন্দুগামী যে বৃত্তের cam wra উপর অবস্থিত 
তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 


1. 


з. নিয়ে প্রদত্ত বিন্দুগামী বৃত্তের সমীকরণঞ্খলি নির্ণয় কর t 
(ü) (-6,5), (-3,-4) এবং (2, 1). 
(i) (2, 0), (-1,3) এবং (-2, 0). 

(iii) (0, 0), (а, 0) এবং (0, Б). 

(iv) (5,7), (8, 1) «x (1, 3. 

(v) (с, d), (c, —d) এবং (c+d, с-а). 


4. যে বৃত্ত (0, 0) বিন্দুগামী এবং uq হইতে 3 এবং 4 এর সমান ছেদিতাংশ 
ছিন্ন করে, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 


` 
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5. প্রমাণ কর ষে 
(2,0), (-1,3), (-2,0) (1, —1) чет একটি বৃত্তের উপর 
অবস্থিত উহার সমীকরণ এবং сеси স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর । 
6. যে বৃত্ত প্রত্যেক ধনাত্মক অক্ষকে মূলবিন্দু হইতে 4 একক দূরত্বে স্পর্শ করে, 
“তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। ' 
7. যে সমুদয় বৃত্ত প্রত্যেক অক্ষকে স্পর্শ করে এবং যাহাদের ব্যাসার্ধ a, তাহাদের 
সমীকরণ নিয় কর। 
8. (-2, -3) বিন্দুগামী যে qaa উভয় অক্ষকে স্পর্শ করে, তাহাদের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 
9. এ-সমক্ষকে স্পর্শ করে এবং (1, —2) ও (3, —4) বিন্দু দিয়! যায় যে 
বৃত্তগুলি, তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর i 

10. প্রমাণ কর যে, যেবৃত্ত /-অক্ষকে মৃলবিন্দুতে স্পর্শ করে এবং (а, b) বিন্দু 

firi যায় তাহার সমীকরণ হইল 
Ч а(х? +2) = x(a* +02), 

11. মূলবিন্দু হইতে, 3 একক দূরে -অক্ষকে স্পর্শ করে এবং ১-অক্ষকে б একক 
4304 ছেদ করে এইরূপ বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর | 

12. A এবং ৪ এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (—2, —3), (6,1); নর মধ্যবিন্দু c 
এবং D, AB কে 3: 1 অন্থপাতে 5%/49% করে; c এবং D এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর 
এবং দেখাও যে এই বিন্দু দুইট বিন্দু (2, 4) এবং (4, 3) এর সহিত 7538! 

13. A,B,C,D হইল যথাক্রমে (—2, —4), (1, 5), (6, 0), (3, 1) বিন্দু ; 
‘দেখাও যে ДАВС এর পরি-ব্যাসার্ধ দৈর্ঘ্যে AD এবং BOX মধ্যবিন্দুত্বয়ের সংযোজক 
রেখাংশের সমান। 

14. একটি বিন্দু এইরূপভাবে গতিশীল আছে যে (-3, 2) বিন্দু হইতে উহার 
18044 বর্গ, 3%-4)+2=0 রেখা হইতে উহার দূরত্বের সহিত ভেদে থাকে; 
দেখাও যে সঞ্চারপথটি একটি বৃত্ত এবং উহার সমীকরণ নির্ণয় কর। দেখাও যে 
(9,4) (402 সধ্চারপখের উপর আছে। 

15. cem 44-5у-5-0 রেখার উপর অবস্থিত এবং (0,1) ও (4, 3) 
বিন্দুগামী এইরূপ বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

16. দেখাও যে Бан qw দুইটির প্রত্যেকের cam অপর 4804 উপর অবস্থিত : 

25725 -৪-4৮+-1-0 ; 16х#--16у# — 32x — 120. 
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17. দেখাও যে 
х? 4 y3 2x — 6y4-9 —0, 2x2 --252--3x-F y —0 এই বৃত্ত দুইটির 
কেন্দদ্বয় হইল নিম্নোক্ত বৃত্ত 
4x? -4y3--7x — 119 —0 এর একটি ব্যাসের প্রাস্তবিন্দু 5 


উত্তরমালা 
. х*ї+у*-4х-4у-%=0. 2. b(x*--y*—a?)ex(b* - h* — а*). 
3. (Ü x*-y*-6x—-2»—15—0. 
(ü) ৯7১১-৪১-৫০, 
(ІШ) x*-Fy*—ax—by-0. 
(v) 8x*--3y* —99x —19y 4-56 —0. 
(9). d(x*-F y*) — (c*-- d*)x-- (c d)(c* - d?) 0. 
Lo x! 4 y 8x 4y-0, 5. х14у%-2у-4-0; (0, 1). 
e x'y*-8x-8y4-16—0. 7. x+y’ t2axt2ay+a’ =0. 
, x+y’ +25 + 12) (xd- y) +87 +10/19=0. 
x*-y*—6x--4y--9—0, বা, x*-ky?-4-10x--90y-4- 95220. 
П. x"+y*'+6J2y-6x+9<=0. 
14 x? y?*-30x — 36y4-29— 0. 15. x*--y*—5x-2y4-1-0. 


- 
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65. বৃত্তের স্পর্শকের প্রাথমিক ধারণাসংক্রান্ত আনুষঙ্গিক প্রশ্নসমৃহ 
(Associated Problems connected with the elementary 
notions of tangent to a Circle) 

পরবর্তী একটি অধ্যায়ে, বক্ররেখার উপরিশ্থিত কোন বিশেষ বিন্দুতে 
স্পর্শক, এই শব্দটির যথারীতি সংজ্ঞা দেওয়া হইবে। এই অঙ্চ্ছেদে কিন্তু ধরিয়া 
тет হইবে যে, বৃত্তের একটি বিন্দুতে স্পর্শক, এই শব্দটি সম্পর্কে ছাত্রছাত্রীদের 
কিছু মৌলিক ধারণা আছে। বিশেষ করিয়া, নিয়লিখিত উক্তি দুইটি তাহাদের জানা 
আছে বলিয়৷ মনে কর! হইবে : 
1. কোন সমতলে একটি সরলরেখা ও একটি বৃত্ত প্রদত্ত হইলে, তিনটি ক্ষেত্রের 
উদ্ভব হইতে পারে : 
(৫) রেখাটি বৃত্তটকে দুইটি পৃথক বিন্দুতে, ধরা যাক А এবং B তে, ছেদ 
করিতে পারে (চিত্র 6.5)1 
Gü) রেখাটি বৃত্তটকে আদে! ছেদ না করিতে পারে, অর্থাৎ Ә (441 ও বৃত্তের 
কোন সাধারণ বিন্দু নাই। 


m те 


Gü) বৃত্তের একটি এৰং কেৰলমাত্র এ একটি বিন্দু ₹তে রেখাটির দুইটি 
ছেদ-বিন্দু সমাপতিত হয়। 

শেষের ক্ষেত্রে বল! হয় যে রেখাটি 4404 P বিন্দুতে স্পর্শক ( tangent ) 
অথবা, রেখাটি বৃত্তটকে Р তে স্পর্শ করিক্সাছে)। বিন্দু P স্পর্শবিন্দু 
( Point of contact ) বলিয়! পরিচিত। 

2. যদি PT cmi 4904 PCs স্পর্শক হয়, তবে ব্যাসার্ধ OR, РТ ম্পর্শকের 
উপর ач! 

841.10. (_2, 1) বিন্দুগামী যে বৃত্ত Эх—-2у›-6=0 রেখার (4, 3 
(Еңсе ম্পর্শক, তাহার সমীকরণ নিরূপণ কর। 

ষ্পষ্টত বৃতটি A (—2, 1) এবং B (4, 3) 
বিন্দু দিয়! যায়। gem {айя কেন্দ্র ০ 
( চিত্র 6.5) AB রেখাংশের লহ্ব-সমছিখগ্রকের 
উপর অবস্থিত। 

আবার C, B গামী ব্যাসার্ধের উপরও 
অবস্থিত, যেখানে CB, B বিন্দুতে স্পর্শকের 
উপর লম্ব। 

ABq লঙ্গ-সমদিখগ্তকের সমীকরণ নির্ণয় 
করিলে পাওয়া যাইবে 

Зх +у-5=0 


e 
[ নুর 944%1-1/3; соя প্রবণত|= - 3; একটি fer, অর্থাৎ নর 
মধ্যবিন্দুঃ হইল D : (1, 2) ] 


вс রেখার (যাহা "946 রেখার উপর লঙ্ব ) সমীকরণ হইল 

»-3= -&(%-4) 
বা, 3y42x217 eee Gi) 
G) ও (%) সমাধান fr পাওয়! যায়, С এর স্থানাঙ্ক : (—3, 52). 

তাহা হইলে ব্যাসার্ধ r= JAFO- A= /13. 

ts নির্ণেয় সমীকরণ হইল 

(1+8)2+(09-49- ag J13)* 

বা, 7х°9+7у#+4х-82у+55=0. 


"gm 
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841. 11. (а) qa x33 — 25 এবং রেখা ac 2y — 5 0 এর ছেদের ফলে 
উৎপন্ন জ্যাটির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 


(b) রেখ! 3х--4у--7-0 48 х2 4р2 —4x —6y - 1250 কে কোথায় 
ছেদ করে, নির্ণয় কর। 

সমাধান। (а) х42)-5-0 রেখা এবং x? y? 925 বৃত্তের ছেদ বিন্দুর 
ga পাওয়া যাইবে 
x2 424) হইতে ; (সমীকরণ দুইটির лоб y অপনয়ন ছার! ) 
x*-2x-15-0, অর্থাৎ х-5;41-3. 
যখন z=5, у=(5—х)/2, বা y=0 
যখন хе - 3, y=(5—x)/2; বা y=4 
রেখাটি теге যে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে তাহ! হইল 

(5, 0) এবং (—3, 4) 
22 জ্যাটির দৈর্ঘ্য= J6--3/ O-A 24 /5 একক। 
(b) 3x-c4y 4-720 হইতে পাওয়া যায় х-(-4)-7)/3 

x এর এই মান х2 +у2 — 4x - 6p — 127 0 সমীকরণে বসাইলে, 

Gr TP ya Uy) буро 


ৰা 


বা, y2+2y+1=0 
বা, (y+1)2=0, 
অর্থাৎ у= —1, —1 এবং ফলে x= -1, - 1, অর্থাৎ, 
রেখাটি বৃত্তটির সহিত যে {шл ছেদ করে তাহার! সমাপতিত এবং বিশু 


' হইল (- 1, -1)। প্রকারান্তরে বল! যায়, রেখাটি абс (—1, —1) বিন্দুতে 


স্পর্শ করিয়াছে। 


বিবিধ প্রশ্নমাল! 
(অধ্যায় 6 এর উপর ) 
[4] 
1. 24৪64 44 3х+4у—с=9 সরলরেখা হইতে cu wn ছিন্ন করে 
তাহার দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
2. 6 একক দৈর্ধ্যের একটি দণ্ড এইরূপে গতিশীল আছে যে উহার প্রান্তবিন্দুহয় 


সর্বদা স্থানাঙ্ক অক্ষয়ের উপর অবস্থান করে। প্রমাণ কর যে উহার মধ্য few একটি 
বৃত্ত রচনা করে এবং বৃন্তটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 
8[ ял. ] 
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3. (8, 4), (3, —6), (—1, 2) বিন্দুগামী বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। উহার 
কেন্দ্র এবং ব্যাসার্ধও নির্ণয় কর 1 

4. প্রমাণ কর যে у=х+а,/2 রেখা বৃত্ত x*--»?-—a? কে (ау 2, 
фа J2) বিন্দুতে স্পর্শ করে। ; 

5. в: (3,0) чя: с:(—3, 0) দুইটি і যদি А এইরূপ একটি বিন্দু হয় 
যে ৪০-9০, হয়, তবে দেখাও যে fügs ABCA ভরকেন্দ্রের সঞ্চারপথ একটি qu 
হইবে, যাহার সমীকরণ x 4-2 —1. 

6. са বৃত্ত মুলবিন্দুগামী এবং £-অক্ষের ও »-অক্ষের ধনাত্মক দিকে যথাক্রমে 
6 এবং 8 দৈর্ঘে/র ছেদিতাংশ feu করে, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

7. প্রমাণ কর যে 7834 

8409 2:16) — 1, х2--у2--4х-12у--9, x?-- 52-16 

এর с%44(4 75-041 এই সরলরেখাটির সমীকরণ কি হইবে? 

8. যে বৃত্ধ (0, 4) বিন্দু দিয়া গমন করে এবং &-অক্ষকে (2, 0) বিন্দুতে "ei 
করে, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

9. প্রমাণ কর যে 3%44»+7=0 রেখা х3--у2-4х-6у-12--0 
4%%(-1,-1) বিন্দুতে "44 করে। 

10. সঞ্চারপথ দুইটি অঙ্কন কর, যদি উহাদের সমীকরণ হয় 
(ü) х®+у%-6х+8›=0; (ü) (4-3)0+4)-০. 
ll. প্রমাণ কর যে х?+у%=1],  42+9+6-2)৯6, এবং 
x* y? — 12x-F Ay e 9 এই বৃত্ত তিনটির ব্যাসার্ধগুলি A. P. তে আছে। 
12. (0, —1) a3: (2, 3) әрсин সংযোজক রেখাংশ যে বৃত্তের ব্যাস, তাহার 
সমীকরণ নির্ণয় কর। এ qu «-অক্ষ হইতে যে ছেদিতাংশ ছিন্ন করে তাহার 
দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 


[5] 


1. কোন ত্রিভুজের ভূমির Петра B এবং с হুইল যথাক্রমে (а, 0) এবং 
(—а,0)! উহার শীর্ষ A এর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর, যখন 
AB*-FAC?—2b* (рф, k2> 22). 
2. x°+y2+2x+2y-5=0 বৃত্তের cwm দিয়া যায় ষে বৃত্ত, তাহার 
সমীকরণ নির্ণয় কর, যদি উহার কেন্দ্র (2, 3) বিন্দু হয়। 
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3. 4 বৃত্ত বা 44717 *-অক্ষকে 444 পাগতে মূলবিন্দু হইতে 5 একক দুরে 
“পর্ব করে এবং у- হইতে 24 একক নৈর্ধে/র জ্যা! ছিন্ন করে, তাহার ৰা তাহাদের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

4. একটি বৃত্তের কেন্দ্র х-4у%7-0 রেখার উপর অবস্থিত এবং З 
ঘ-অক্ষকে х=2 এবং 6 বিন্দু ছুইউতে ছেদ করে; বৃত্তটর সমীকরণ নির্ণয় কর। 

5. প্রমাণ কর যে х%?+у%—2х+4у=0 এবং х®+у#—10х+20‹=0 
qa দুইটি পরস্পরকে বছিঃস্থভাবে ম্পর্ণ করে । 

6. (3,7) এবং (9, 1) এর সংযোজক রেখাংশকে ব্যাস করিয়া অক্ধিত বৃত্তের 
সমীকরণ Вт কর। দেখাও যে x+y=4 রেখাটি বৃত্তটিকে (3, 1) বিন্দুতে 
স্পর্শ করে। 

7. যদি দুইটি বৃত্ত х*®+у#+2ах+с=0, ২৯+)৯+2৮/+০৮০ 
পরস্পরকে "4 করে, তবে দেখাও যে 

atar: 
8. ara একটি বৃত্ত যাহার সমীকরণ হইল 
x? +y? -2gx-- 2f y c0. 
faac নির্ণয় করিবে ca কোন প্রদত্ত বিন্দু Р(х, эз) 
(8 жайа বাহিরে: 
(8) заба ভিতরে; 
(iii) айя উপরে 
অবস্থিত কি না? 

э. প্রমাণ কর n metre বিন্দু, 74 (ха, уз), (ха, ya), ns Grm Уа) 

হইতে P বিন্দুর їз বর্গের সমষ্টি যদি ধ্রুবক b হয়, তবে P 44 সঞ্চারপথ 


একটি বৃত্ত। | 
10. প্রমাণ কর যে সমীকরণ 
х?+у? х У 1 |=0 
xi +y х1 ya 1 
хә ty? х3 > 1 
¿ 


ЗЕ ә Ж 
একটি সরগরেধাঁকে প্রকাশ করে, যাহা সমরেখ নহে এমন তিনটি বিন্দু 
(x1, y1) (23, ys); (ха, ya) দিয়! যায় । 


116 বৃত্ত 
[70] 
1. যে বৃত্তের 344-16-0 রেখা স্পর্শক এবং (-4, 2) fü сен 
ভাহার অমীকরণ নিরূপণ কর। 
2. প্রমাণ কর যে (0, а) এবং (b, а) RARI সংযোজক রেখাংশ যে সমকোণী 
ত্রিভুজের afoga, তাহার সমকোণের শীর্ষের সঞ্চার-পথের সমীকরণ 
x9 y? — bx —2ay-a = 0. 


3. G) বৃত্ত 
x? y? 2gx--2f y c- 0 


এর বহিঃস্থ few P. : (ху, уу) হইতে অঙ্কিত fia স্পর্শকের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

(965: যঢ়ি 0 কেন্দ্র হয় Т ষ্র্শ-বিন্দু, তবে ДОТР, একটি সমকোণী fes যাহার 
«OTP, =90°. 

2. P,T*=0P,*—0m.] 

(8) অন্থরূপ প্রশ্ন : যেখানে еВ ধর 22-52—44—2y 15-0 এবং {бт 
বিন্দু (8, 4). 

4. А: (1,2) এবং B : (2, 4) RANN বৃত্গুল্রি সমীকরণ নির্ণয় কর, যদি 
3x--y -3—0 রেখা উহাদের স্পর্শক হয়। 

5. 5 ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট যে талат 3+4/-16-0 রেখার (4, 1) বিন্দুতে 
"4%, তাহাদের সমীকরণ নিরূপণ কর। 

[Rfire £ সমাধান কর £ 3744-15-2৮ এবং (h-4)*-(k-1)—6*, যেখানে (h, K) 

Өңі দুইটি বৃত্ত সম্ভব। ] 

6. (2,3) RINA) বৃত্ত দুইটির সমীকরণ নির্ণয় বর, যাহাদের Эл —4у+1=0 
এবং 44+-3-7৯0 রেখাদ্বয় স্পর্শক। 

7. যে বৃত্তের х--у--4-0 এবং 7х—-у-+4=0 Gf স্পর্শক এবং যাহার 
কেন্দ্র 44-3- রেখার উপর অবস্থিত তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

8. х%#+у%-4х+6у—17=0 ga সহিত зат যে বৃত্তের 
Зх—4у+7=0 রেখা fe, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

9. যে বিন্দুর (—2, 5) হইতে দূরত্বের বর্গ বিল্দুটির 8х-Е15у—24=0 
রেখা হইতে দূরত্বের তিনগুণ, তাহার সঙ্চারপথের সমীকরণটি লিখ | 

10. পরস্পর 919 রেখাদ্বয় ax-Fby-c— 0 এবং bz—ay+c=0 হইতে যে 
বিন্দুর দুরত্ব দুইটির বর্গের সমষ্ট কোন aqa ke এর সমান, দেখাও যে উহার 
2 সঞ্চারপথ.একটি বৃত্ত। | 
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[D] 
1. এঅক্ষের উপর (1,0) এবং (2,0) বিন্দু লওয়া হইল। এই বিন্দুদ্বয়ের 
ংযোজ্জক রেখাংশের উপর একটি সমবাহু faga এমনভাবে অস্কিত হইল যেন উহার 
ীর্ঘ ধনাত্মক পাদতে অবস্থিত হয়। ইহার বাহুগুলিকে ব্যাস করিয়া অঙ্কিত qonga 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

2. কোন বৃত্তে (a,b) এবং (b, —a) (ал সংযোজক রেখাংশ উহার জ্যা, 
এবং জ্যাটি 4894 পরিধিস্থ যে কোন বিন্দুতে 45" কোপ উৎপন্ন করে; quf 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

3. যে বৃত্তের CFE (L, _3) বিন্দু এবং 2x —5 420 রেখ! যাহার স্পর্শক, 
তাহার সমীকরণ নির্ণয় «a 1 

4. x—7y+25=0 রেখ। x*-py*—25 বৃত্তকে যে বিন্দুগুলিতে ছেদ করে 
তাহাদের নির্ণয় কর। 

5. 4х-9Әу-5-0 রেখা হইতে ৪+)8+3-7/-10-)0 বৃত্ত যে জ্যা 
ছিন্ন করে তাহার দৈর্ঘ্য কত? 

6. দেখাও (4 9x2+9y2-18r+6y-170=0 404 কেন্দ্রে 
x -3y--8-0 441341 339 হইতে যে wil ছি করে, তাহা একটি সমকোণ উৎপর 
করে। 

7. দেখাও যে P : (1, 1) বৃত্ত 

24214844146 - 1220 
এর উপর অবস্থিত; P গামী ব্যাপটির অপর প্রান্তের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

8. দেখাও যে (-9,3), (3, -1) বিন্দুত্বয়ের সংযোজক রেখা বৃত্ত 
ху —12x—6y 20 দ্বার! 3:1 অনুপাতে aaas ও বহিিভক্ত жї! 

9. বৃত্ত x?-Ry? 5x —7y-F6—0 %-অক্ষকে A, В এবং )-অক্ষকে C, D 
তে ছেদ করে; O কেন্দ্র হইলে বিশ্লেষণ জ্যামিতির সাহায্যে দেখাও যে 

OA.0B — OC.OD = 6. 
10. একটি বৃত্তের cem у-52%4 উপর অবস্থিত এবং 48) মৃলবিন্দু এবং (а, b) 
বিন্দু দিয়া গমন করে) 2804 সমীকরণ নির্ণয় কর | 
11. 2x—3»4c2120,3x—2y-6-20 এবং 2х+3›+9=0 রেখাগুলির 
দ্বার! উৎপন্ন ত্রিভুজের 484744 সমীকরণ নির্ণয় কর। 
12. х-у+2=0, 2x+3y—1=0 এবং 4x-y—17-20 ctam 
«tal উৎপন্ন ত্রিভূজের পরিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর | 
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m= ® c 


ә = m 


Ë = # => = 


বৃত্ত 


উত্তরমালা 
[A] 
141600 —с?, 2. ха+у?=9. 3. х*+у*—6х+9у=16; (0,1); b. 
х*+у*—6х-8у=0. 7. у+8х=0 হইল কেন্দ্রছয়ের সংযোজক রেখা। 


x! y*-4x—5y-FA-—0. 12. х-у%-9х-9у-8е0; ছেদিতাংশ= 4. 


[B] 
৯4১৯7105745: 2. x*Fy*-4x-6y-12-0 
. х*+у*—10х+ 96у--25-0. 4, 9х?++9у*—16х—11у+94=0 


x'-y!-8y-12x-34-0. 7. (i) OP >g +f e; (й) СР, dg? f? - c 
(il) CP,-Jg*-Ef*—c, যেখানে C тебя cem | 
ЕС 


х*%+у*%+8х-4у+4=0 3. (i) bn! +y," ERES fy д qi) 6 
X*y*-8x-2y- 7-20; x*-Fy* -9x- y 19-0. 
X*y*-l4x—10y- 4990 ; x*-- y? -2x--6y —15—0. 

(x—8)*--(y-8) = 25; (x t)*-(y2)*-1. 

(x—93)* -(y--2)* 98 ; (x-F4)*--(y—6)* =18. 8. х*+у'—4х+бу=1%. 
11(х* y 3)--44x --195y-- 59570 ; 17(x?--y?) -99x--915y-4-391 —0. 


[D] 


Х*+у*-8х+24=0; 2(x*--y*) —5x—4/8y--89—0; 2(x*--y?) - 7x- J8y-k 6» 0. 


X*y*catb? ; хау? —2(a--b)x--3(a— b)y-F a? +0? 0. 

Dx? -5y* — l0x-- 90y-- 49-0. 4 ($4,(-4 3. 5 5. 

(75, —7) 10. b(x*--y*)-(a*-b*)y- 0. 11. 4»? 9x- Aye 8. 
B(x’ + y?) — 89-8১-৪4৮০ 


1 


কনিক সেকসন্স বা কনিকৃ (CONIC SECTIONS) : 
আদর্শ সমীকরণ (STANDARD EQUATIONS) 


Ті. 4541: কনিক্‌ সেক্সন্স্-এর ধারণা 

কনিক্‌ সেক্সন্স.এর সংজ্ঞা দিয়! সুচনা করা হুইল : 

কোন সমতলে একটি বিন্দু, যদি এইরূপভাবে সঞ্চার করে যে এ সমতলস্থ একটি 
স্থির বিন্দু হইতে উহার দূরত্ব, এ masna একটি স্থির সরলরেখ! হইতে উহার апы 
সহিত 448 অনুপাতে থাকে তবে È j 
বিন্দুর netata একটি কনিক্‌ 
সেকৃসন্‌ বা কেবলমাত্র কনিক্‌ (Conic) 
বল! হয়। 

স্থির бст কনিক্টির wife 
( focus), স্থির সরপরেখাটিকে উহার 
নিয়ামক (directrix) এবং PIF 
agate উহার উৎকেন্দ্রতা 
( eccentricity) е বলা হয়। 
(চিত্র 7.1) 

প্রকৃত কনিকৃস্‌ (proper conics) শিরোনামার অধীন তিনটি 44441 বা 
বক্ররেখ চিত্র আছে, 541: 844% ( Ellipse ), অধিবৃত্ত ( Parabola ) এবং “9148 
(Hyperbola): чагт উপবৃত্রের একটি বিশেষ ক্ষেত্র হিসাবে গণ্য কর! হয়। 


Ellipse Parabola Hyperbola. 
চিত্র 7.2(a) চিত্র 7.2(b) চিত্র 7.9(о) 


ছাত্রছাত্রীর! চিত্র 7.2 হইতে এই বক্ররেধাগুলির আকৃতি সম্পর্কে একটি ধারণ! করিতে 
পারিবে 1 


চিত্র 7.1 
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afas, একটি সরপরেখা-যুগল (a pair of straight lines ) কে একটি 
অপ্ৰকৃত কনিকৃ (improper conic ) বা! অপজাত কনিক্‌ ( a degenerate 
сопіс) রূপে বিবেচনা করা হয়। বর্তমান অধ্যায়ে কেবল প্রকৃত কনিকৃষ্‌ 
সম্পর্কে আলোচন! কর! হইবে I 

কোন কনিক্‌ стеля একটি 55/58, একটি উপবৃত্ত অধব! একটি পরাবৃত্ত হুইবে 
যদি উৎকেন্দ্রঙা ৫ যথাক্রমে এক (unity ) এর সমান, এক অপেক্ষা FISI অথব। 
এক অপেক্ষা বৃহত্তর হয়। দুইটি দূরত্বের waste হওয়ায় কনিকের উৎকেন্্রতা মূলত 
ধনাত্মুক। বৃত্তের উৎবেন্দরত! শুন্য বলিয়া স্বীকার করিয়া লওয়া হুইল। 
স্কতরাং ৫=0: একটি বৃত্ত; ০০]. : একটি 4844; 0<е<1: একটি 9444; 
৪৯1: একটি পরাবৃত্ব। 

একটি সমতল এবং একটি taa ( cone ) [ সুবিধার্থে একটি ач বৃত্তাকার faa- 
MX (double сопе) asmi যাইতে পারে ] ছেদ (section ) একটি অধিবৃত্ত, 
একটি উপবৃত্ (বৃত্ত ইহার wur) অথবা একটি পরাবৃত্ত হইতে পারে ছেদী 
সমতলটির অবস্থান অস্থসারে | প্রত্যেক ক্ষেত্র বিবেচনার সময় উপযুক্ত চিত্র awa 
Ra I 

এই অধ্যায়ের প্রধান লক্ষ্য, অধিবৃত্ত, 9748 এবং 441464 আদর্শ সমীকরণ 
( standard equations ) নিরূপণ কর! | 


T2. কনিকৃকে দ্বিতীয় ঘাতের সমীকরণ দ্বার! প্রকাশ কর! যায় (A 

conic can be represented by anequation of second degree) 

এক é আয়ত অক্ষ লওয়া হইল। এই 5% সম্পর্কে নাতি ৪ এর স্থানাস্ক 

(xu xi) এবং নিয়ামকটির সমীকরণ ৫৮+৮)+০-০ ধরা! হইল। আরও ধরা 

হুইল ৫ কনিকটির উৎকেন্্রতা। এখন যদি Р: x, y) কনিকের যে কোন বিন্দু হয় 
এবং PM, Р হইতে নিয়ামকের লঙগ-দৈরঘ্য হয়, তবে, সংজ্ঞা অনুসারে, 


85-е.Рм 

у, а 2+৮/+০ 
ৰা, Жах-л (yy) Vene pen d 
2. বর্গ করিয়া, 


(at +b? (x — x1)! (y рл) m e*(ax by 4o)? 
বা, (e*(1—62)--52]i2- E (a3. 53(1 — 62,5 —2e?abxy 
—Ax[(a* +62), -F ace? ] —2y[(a2 +b2)y, +bce?] 
(1*3 (a? +62) — £252 =0, 
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“এবং ইহ! দ্বিতীয় ঘাতের সাধারণ সমীকরণ, যথা £ 
Ax? -FBy* -F2Hxy--28x--2Fy4-C 0 
এর আকারে আছে। 


টাকা O উপযুক্ত অক্ষ-বুগল নির্বাচন দ্বারা এবং ті উপযুন্ত 


মনোনয়ন দ্বারা প্রাপ্ত আকারাউকে সরলতর আকারের সমীকরণে প্রকাশ করা যাইতে 


পারে। 

(а) এই অনচুচ্ছেদের প্রাতপাদ্যটির বিপরাঁত প্রতিপাদা প্রমাণের জন্য অক্ষ- 
গ্বয়ের পারবর্তন সম্পর্কে ধারণা থাকার প্রয়োজন ; পাঠাসূচীর অন্তর্গত নহে বাঁলয়া 
উহা পাঁরহার করা হইল ৷ ( Appendix I দুষ্টব্য ) | 

Spi. 1. কোন কনিকের নাভি (2,— 1) বিন্দু এবং উহার নিয়ামকের সমীকরণ 
3x—4y--120,; যদি e=1 /2 হয়, তবে কনিকৃটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 

উপরে প্রদত্ত গ্রণালীতে wala হইলে, কনিকৃটির সমীকরণ হুইবে 

(«- 299-5 а (22—401), 
‚а সরল করিয়া পাওয়া যাইবে, 
4152 --34y3 -24xy — 206x -- 108y 4-249 — 0. 
অনুশীলনী 
1. অধিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর, যখন 
G) নাভি (3,-4) এবং নিয়ামক 6x-7y-5-0. 
G) নাভি (1,-1) এবং নিয়ামক х-у-0. 
(їй) নাভি (a, b) এবং নিয়ামক [a+ y/b=!1 
2. উপবৃত্ের নাভি, নিয়ামক এবং উৎকেন্্রত| নিয়ে প্রদত্ত হইল; উপবৃদ্ধের 
সমীকরণ নির্ণয় কর : 
G) «tfe: (12) নিয়ামকঃ z+y+l=0, এবং e=}. 
(4) wife: (—1,0); নিয়ামক ঃ х+2=0, এবং езі. 
3. পরাবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর, যদি উহার 
() নাভি হয় (1, 2), নিয়ামক £ 3х—4ру+1=0 এবং উৎকেন্্রভা 5/2. 


(i) নাভি হয় (1, 1), নিয়ামক £ х+2у=0 এবং উৎকেন্্রতা = 4. 
[Ur 1. (0 (1х+6у)*—510х & 750y-- 210020 ; 
(ü) х*+%ху+у*-4х+4у+4=0; 
(int) (ax — by)* — 3a*x - 9b*y-- a* +a°b? +35 =0. 
2, (i) Tx! -2xy-- Ty? — 18x- 81у+89=0; (1) 8844944৮৮৮0 
3. () 5x3—34xy-- 12y? +14х+8у—19=0; 


, GN lix*--64x) 59)? -10x4-10y - 1070 
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73. অধিবৃত্তের আদর্শ সমীকরণ (Standard Equation of ও 
Parabola ) 

1. sed) কোন বিন্দু? যদি এইরূপে বিচরণ করে যে একটি স্থির বিন্দু ৪ 
হইতে উহার দুরত্ব, একটি স্থির 2450441 L হইতে উহার লম্ব-দূরত্বের সহিত সর্বদ! 
সমান থাকে, তবে Р এর সঞ্চারপথকে 5846 বলা হয়। 

ইহা পরিষ্কার ধারণা করিতে হইবে যে 
G) P বিন্দু, L রেখা এবং ৪ বিন্দুর ধারক সমতলে অবস্থিত 
এবং (и) S, রেখা L এর উপর অবস্থিত বিন্দু নহে। 

স্থির fam s কে чаба নাভি এবং স্থির রেখা [ কে উহার নিয়ামক 
বলা হয়। 

2. অধিবৃত্ত হইল একটি কনিক সেকৃসন্‌ (а сопіс 
section), অর্থাৎ ইহাকে পাওয়া যায়, যদি কোন aa- 
বৃত্তাকার "Py শঙ্কু-উতৎ্পাদনকারী রেখার ( generator of 
the cone ) সমান্তরাল একটি সমতল দ্বার! ছেদ করা হয়-_ 

চিত্র 7.3 4341 

3. বিন্দু s এবং একটি রেখা L প্রদত্ত আছে। যে 
অধধিবৃত্তের নাভি s এবং নিয়ামক L, তাহার উপরস্থিত যতগুলি 
ইচ্ছ। বিন্দু wants ও কম্পাস্‌ (ruler and compass ) 
এর সাহায্যে নির্ণয় করিতে হইবে৷ 

একটি বিন্দু হইল, 9 হইতে নিয়ামক L এর উপর অস্কিত 

eÝ SES 3084 A. যদি L এর সৃমাস্তরাল 


> е 
АТ অঙ্কিত হয়, তবে АТУ উপরিস্থিত L 


অপর কোন বিন্দু, অথবা, AT* 414-4104 
অবস্থিত অন্ত কোন বিন্দু অধিবৃত্তসথ বিন্দু 
হইতে পারে না) কারণ, এইরূপ সমুদয় 
বিন্দু 9 বিন্দু অপেক্ষা L রেখার অধিকতর Z 
নিকটে অবস্থিত (চিত্র 7.4)। 

е 


AT রেখার দক্ষিণ পার্শ্বে L এর 
সমান্তরাল যে কোন রেখা L অঙ্কন করা চি 


сз 
হুইল, উহা AS কে কোন বিন্দু N এ ছেদ করিল (ধর! যাক্‌ )। ওকে сеа করিয়া এবং 
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EN ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বৃত্ত অঙ্কন করা হইল, যাহ! 1 কে এবং ০ (ধরা যাক্‌ )' 
বিন্দুতে ছেদ করিল। তাহ! হইলে P এবং ০, উভয়েই че উপর অবস্থিত 
(যৌক্তিকত! বিচার কর)। এইভাবে 44904 উপর যতগুলি ইচ্ছা 14-541 
(Р, ০) প্রাপ্ত হওয়া যাইবে । তখন এই (їч মধ্য দিয়া একটি অপ্রতিহত 
аа IF রেখ। অস্কন করা যাইবে 1 

সতর্কতার সহিত লক্ষ্য করিতে হইবে যে AT রেখ! অধিবৃত্তটির একটি মাত্র 
সমাপতিত বিন্দু АСБ ছেদ করিয়াছে; অন্য কথায় AT হুইল অধিবৃত্তটির A বিন্দুতে 
স্পর্শক। 

সংজ্ঞা 16 fA (SER মধ্য-বিন্দু) কে অধিবৃভটির শীর্ষ ( vertex ) এবং 
সমগ্র রেখা AS কে অধিবৃতটির অক্ষ (axis ofthe parabola) বলা! *3! 
(49% কোন বিন্দু P হইতে অক্ষটির উপর যদি FN WU 884 করা হয়, তবে PN কে 
P বিন্দুর কোটি ( ordinate ) বল! হয়। 

মনে করা যাক, ЕМ বধিত হইয়। বক্ররেখাটিকে e তে ছেদ করিল ; তাহা হইলে 
PÑ কে P এর দ্বিগুণ-কোটি ( double ordinate ) বল! 5%; AN কে বল! হয় 
P বিন্দুর ভুজ ( abscissa ) | > 

নাতি s গামী faeq-cetf КК কে অধিবৃত্রটির নাভি-লম্ব (latus rectum ) 
বলা হয়; সুতরাং afea হইল অক্ষের উপর mw একটি নাভি-গামী জ্যা 
( focal chord ) | 

অনুশীলনা 1 hfs 4449 ছক কাগজ লইয়া উহার এক প্রান্তের নিকটবর্তী 
একটি Зая রেখ। বরাবর L রেখা চিহ্নিত কর। L রেখা হইতে 1 সে. মি. দূরবর্তী 
একটি বিন্দু ৪ কে মনোনীত কর। এখন Car রেখাগুলির উপর অথব1 উহাদের 
বতগুলি ইচ্ছা ততগুলির উপর ( compass ) এর সাহায্যে সঞ্চারপথটির বিন্বুগুলিকে 
স্বরিতগতিতে চিহ্নিত করা যায়। একটি সুস্পষ্ট ও পরিষ্কার চিত্র অঙ্থন কর। নাভি 
"44 দৈর্ঘ্য কত? 


а. অধিবৃত্তের সাধারণ সমীকরণ নিরূপণ 


ধর যাক, অধিবৃতটির নাভি s এবং faas L ( চিত্র 7.5) L এর উপর EE v" 
অঙ্কন কর! হইল । ধর! যাক, БЕЗ মধ্য-বিনদু А তাহা হইলে / হইল 8458 এবং 
€» 


<> 
সমগ্র রেখা SE হইল абаа অক্ষ । ধর! যাক, শীর্ষ А দিয়া অঙ্গের উপর РЧ AY 
অঙ্কন করা হইল | 
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A কে AR, অক্ষ AS কে অক্ষ এবং m OO AY কে yar মনোনীত 
করা হইল । ধরা হইল AS=a (৫৯৯০)। তাহা হইলে, 
G) 84 As স্থানাঙ্বদ্বয় — (0, 0); 
(а) নাভি sq «tatem =(a, 0); 
(44) অধিবুন্তটির অক্ষের 731944: у=0, 
(а) শীর্ঘবিন্দুতে স্পর্শকটির সমীকরণ £ х-0; 
(v) নিয়ামক L এর সমীকরণ: x— a. 
ধরা যাক, P: (4, 9) "049% যে কোন একটি বিন্দু। তাহা হইলে 
অধিবৃত্বের эш অনুসারে, 
|85 | = | PM] 
(444 РМ হইল P হইতে নিয়ামক L এর 47-434 | 
2. Ма=а)а +00) =а+х 
[^ IMs] = [| + TAN | (597.5 а) 1 
ইহা হইতে সরল করিয়া পাওয়া যায়, (x-a)? +y? = (a4 x) 
বা, y? -4ax. 
44994 প্রত্যেক বিন্দু P (এবং অন্য কোন বিন্দু নহে ) у®=4ах এই সম্পর্ক 
qara রাখে, স্থতরাং ইহাই অধিবৃক্তটির সমীকরণ 1 
জ্যামিতির ভাষায় »*-—4ax কে এইভাবে ব্যাখ্যা করা যায়, যথা, 
PN? —4 AS. AN. 
$«1.2. যে aige নাভি (3,0) এবং নিয়ামক : х= —3, steta 
সমীকরণ নির্ণয় কর | 
ইহা স্পষ্ট যে এখানে a= —3 ; স্থতরাং facfa সমীকরণ : 
y2=12x 
5. у? =4ах অধিবৃত্তের আকৃতি (shape) - 


প্রতিদাম্যের ধারণ! (Notion of Symmetry): একটি রেখা 
সম্পর্কে প্রতিসাম্য i : 

কোন CIN L সম্পর্কে দুইট fq P, এবং Pa কে প্রতিদম বলা হয়, যদি রেখাটি 
PaPa রেখাংশের OT RSS হয়; রেখ! L কে প্রতিদাম্য-রেখা (line of 
symmetry) বলা হয়। Pa কে বলা হয় P, এর প্রতিফলন বিন্দু 
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(reflection) বা প্রতিবিম্ব (image) এবং অপরপক্ষে P, হইল Pa «v 


প্রতিফলন বিন্দু বা প্রতিবিদ্ব। 
কোন সমতলে অবস্থিত একটি বক্ররেখ চিত্রকে কোন রেখা L সম্পর্কে afera বল! 
হয়, যদি বক্ররেখাটির প্রত্যেক বিন্দু P, এর L y 


L সম্পর্কে প্রতিবিশ্ব বিন্দু Paw Q বক্ররেখার 
উপর অবস্থিত হয়। ইহা হইতে পাওয়া যায় যে 

বিন্দদ্ধয় (x, р) এবং (zx, -%)%-অক্ষ সম্পর্কে 
«бета ; 

Raa (z, у) এবং (—х,у) у-чж 
সম্পর্কে প্রতিসম | 

একটি বিন্দু সম্পর্কে প্রতিসাম্য 

কোন বিন্দু C সম্পর্কে P, এবং P বিন্দু চিএ 
ছুইটিকে প্রতিসম বলা হয়, যদি ০ রেখাংশ 382 এর মধ্যবিন্দু হয়। 

সমতলস্থ কোন বক্ররেখাকে কোন বিন্দু с সম্পর্কে বল! হয় প্রতিসম, যদি 
বক্রেখাটির প্রত্যেক বিন্দু P, এর জন্য বন্তরেখাটির অপর একটি এমন বিন্দু 29 еді 
থাকে, যেন РіРҙ এর মধ্যবিন্দু ০ হয়। 

ইহা হইতে বলা যায় যে কোন vui মূলবিন্দু সম্পর্কে প্রতিসম হইবে, যদি 
বক্ররেখাটির প্রত্যেক হিন্দু Pil, y) এর জন্য বক্ররেখাটির উপর অপর একটি বিন্দু 
Pa(-x, =y) বিদ্যমান থাকে। এক্ষেত্রে gf বব্ররেখাটির Әл PP. কে 
ДЇ fes করে। 

এই পরিপ্রেক্ষিতে বক্তরেখা y2=4ax(a>-0) এর আকুতি সম্পর্কে আলোচনা 
কর! হইবে £ 

G) যদি (х,у) বিন্দু বক্ররেখাটির উপর অবস্থিত হয়, তবে (4, — y) feme 
উহার উপর অবস্থিত; সুতরাং বক্ররেখাটি 2-অক্ষ সম্পর্কে গ্রতিসম। অন্ত কথায়, 
অধিবৃত্ত উহার অক্ষ সম্পর্কে প্রতিসম। 

(৪) যদি ৫০ হয়, তবে y এর এমন কোন 4194 মান নাই যাহাতে y? = 4% 
সিদ্ধ হয়। ইহার অর্থ, ант я কোন বিন্দু /-অক্ষের বাম পার্শ্বে অবস্থিত নহে। 

কিন্তু x এর যে কোন ধনাত্মক মানের um, তা সেইমান হত বৃহৎই হউক ন! কেন, 
y এর দুইটি সমান এবং বিপরীত মান বর্তমান । সুতরাং বত্ররেখাটি )-অঙ্গের দক্ষিণ 
পার্শ্বে অসীম পর্যন্ত বিস্তৃত। 
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‚ G) যখন <x=0,y2=0; বক্ররেখাটি মূলবিন্দু (অর্থাৎ 86) fru যার। 
ইহার একটি মাত্র বিন্দু (0,0); х-0 রেখার সহিত সমাপতিত, অর্ধাৎ »-অক্ষ উহার 


442% স্পর্শক। 
(৮) ধরা যাক кя স্থানাঙ্ক (৫,1) [চিত্র 75]! যেহেতু к বক্ররেখাটির 


একটি বিন্দু, 


" 1942. 422, 
+", দৈৰ্ঘ্য SK —2a, সুতরাং নাভি-লম্বের দৈর্ঘ্য 4a 
— (y? = 492) এর প্রথম-ঘাতবিশিষ্ট পদের সহগ 

এই আলোচনাদমূহ বক্ররেখা p?-4ax (একটি অধিবৃত্ত কে অঙ্কন করিতে 
সাহায্য করিবে। 

6. অধিবৃত্বের সমীকরণের বিভিন্ন আকার 

O আদর্শ আকার £ »3-4ax (220) একটি অধিবৃত্তকে প্রকাশ 

করে, যাহার শীর্ষ (0,0); নাভি (৫, 0); অক্ষ: у-0; শীর্ষে me: х-0; 
নিয়ামক : х= —а এবং নাভি-লম্বের Cr 4a (প্রথম ঘাঁত বিশিষ্ট পদের সহগ ) 
(চিত্ৰ 7.5) । 


directrix 
৮, 
চিত্র 7.6 চিত্র 7.7 চিত্র 7.8 
(ü) নাভিকে যদি নিয়ামকের বাম পার্শ্বে লওয়া হইত ( চিত্র 7.6 ), তবে 
'অধিবৃত্তটির সমীকরণ হইত : y?— —4ax (৫১০), 
«ep শীর্ষ (0, 0); নাভি (-এ, 0); ww: 7৯07 нсә 
ম্পর্শক £2-0) নিয়ামক £ х-а; এবং নাভি-লম্বের দৈর্ঘ্য তখনও 4a. 
(ui) যদি নাভি /-অক্ষের উপর অবস্থিত হইত, তবে সমীকরণটির আকার 


হইত (220): 
x*—4ay; x*--—4ay. 


চিত্র 7.7 এবং চিত্র 7.8 айт লক্ষ্য করিতে হইবে যে এই দুই ক্ষেত্রে 
নিয়ামকের সমীকরণ হইল যথাক্রমে y = —a এবং ya. 
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(iv) এখন এইরূপ একটি অধিবৃত্ত সম্পর্কে বিবেচনা করা. যাক্‌, যাহার শীর্ষ 
(h, k) বিন্দুতে অবস্থিত, অক্ষ £-অক্ষের 
সমান্তরাল এবং নাভি শীর্ষের দক্ষিণ পার্শ্বে 
(৫৯0) দূরত্বে অবস্থিত ( চিত্র 7.9 ) 1 
жігі হইলে নিয়ামক 7-অক্ষের সমাস্ত- 
রাল এবং নাভির বাম-পার্খে 2৫ দূরত্বে 
অবস্থিত; স্থতরাং নিয়ামকের সমীকরণ £ 

x-—h-a. 

"|44804 উপর: যে কোন বিন্দু 
Р(х, y) লইয়া সংজ্ঞার সাহায্য 
লইয়া পাওয়া যায় 

|55| = |РМ| 
wb Xix-h-a)-F(»-k)?* 
—x-—(h-a) 
বাঃ (y-E)*—4a(x - №), (a0) 
অন্যান্ত 51414 asa ইহা! হইতে সহজেই নিরূপণ করা যায়, যথা : 
(y—b)2= —4a(x—h); 
(x — №)? —4a(y - b) ; 
(x — Rh)? = —4a(y — b). 
ইহাদের বিস্তৃতি হইতে নিয় আকারের সমী করণ পাওয়া যায়, যথা 
x=ay?+by+c, 
9194], y=ax2+bx+c. 
উদা. 3, নিম্নলিখিত অধিবৃভটির শীর্ষ, নাভি এবং নিয়ামক নির্ণয় কর : 
y3--4x4-2y —8—0. 

অধিবুত্তটির অক্ষ এবং শীর্ষবিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণও নির্ণয় কর; নাভি-লস্বটির 
দৈর্ঘ কত? 

প্রদত্ত সমীকরণটিকে নিন প্রকারে লেখা হইল, যেমন 

(/৪+2+1)+4%-9৯0 
অর্থাৎ, (y+1)2 = — 4(x — 9/4). 
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ইহাকে এই আকারে লেখা যায়, чай: Y৪= — 4x, যেখানে 
Y=y+1 এবং х=х—9/4. 
G) ইহা একটি অধিবৃত্ধ, যাহার শীর্ষ এমন বিন্দু যেখানে х= 0а Y =0 
2.84 হইল (914, —1). 
(৪) নাভি হইল সেই বিন্দু যেখানে x= —1, Y=0 
+", নাভিটি হইল ($, —1). 
Gü) afena দৈর্ঘ্য 4 
Gv) অধিবৃততটির অক্ষের সমীকরণ: ү-0, অর্থাৎ »= - 1 
(৮) гэ স্পর্শকের সমীকরণ : 
х-0, অর্থাৎ x=9/4. 
bi) যেহেতু সমীকরণটির আকার এইরূপ, যথা үЗ- -4х, 
°. নিয়ামকটির সমীকরণ হইল 
x=], অর্থাৎ х-9/4-1 
বা, 4х-13-0 
84.4. কোন 'অধিরতের ЯФ: (3, 2) এবং নাভি: (5, 2); табо 
সমীকরণ নির্ণয় কর। К 
এখানে, অধিবৃত্রটির অক্ 2-অক্ষের সমাস্তরাল। (যুক্তি দাও | ) 
নাভি Sica দক্ষিণ পার্শ্বে অবস্থিত এবং উভয়ের মধ্যে দুরত্ব =2. 
2. শীৰ্ষ ও নিয়ামকের মধ্যে দূরত্ব =2 
2. নিয়ামকের সমীকরণ? х-3-2-1 
жеңі feralis সমীকরণ হইল 
(-5)+0-2১5৫-1)8 
( নাতি হইতে (чч )2 =( নিয়ামক হইতে দূরত্ব )* 
Wh у%-4у-8х--28-0. 


অনুশীলনী 


1. y*-4ax অধিবৃত্ত (9, 12) RANA হইলে їз মান নির্ণয় কর। 
2. у?-18: অধিবৃত্তের কোন্‌ বিন্দুর কেটি উহার есең তিনগুপের সমান ? 
3. Бачо অধিবৃত্গুলির নাভি-লঙ্বমনূহের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর : 
G) 3৮288; (ü) (у+2)#+4(х+3)=0; 
ба) (/-2) -8(x4-1) ; (i) у?-4х--2у;-3-0. 
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4. শীর্ষ ও নিয়ামক নিয়ে etwa кїт; чает সমীকরণ নিরূপণ wq: 

G) শীর্ষ (1,2); নিয়ামক 24+ 120. 
(а) A4 (2,1); নিয়ামক у--3-0. 
5. নিয়লিখিত অধিবুত্তগুলির প্রত্যেকের সমীকরণ নিয় কর: C 
() নাভি (3,0) বিন্দুতে «m নিয়ামক হইল x 370. 
(ü) নাতি (0,6) বিনতে এবং নিয়ামক হইল এ-মসক্ষ। 
(іі) 84 (0, 0) বিন্দুতে, чтх-чт বরাবর এবং (- 3, 6) forti i 
6. নাতি এবং 2{ era হইল ; অধিবৃত্তগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর t 
(1) নাতি (3, 2), শীর্ষ (1, 2); 
(i) নাভি (2, 1), 340, 1); 
(ii) নাভি (0,0), শীর্ষ (- 3,0); 
(iv) নাভি (0,0), শীর্ঘ (3, 0); 
(») নাতি (1,3), শীর্ষ (-2, 3). 
7. Баба অধিবৃতগুলির নাভ, শীর্ষ, afena দৈর্ঘ্য, এবং নিয়ামকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর : 
0৮8 „æ (ü) Әу 44х 0; 
(in) y»3—-4y-6x-8-20; (5) 3х2 -9х-5у=2=0; 
(৮) у%-4р-6х+13=0; (и) (y-39)-F2(x-2)70, 4 
(уй) y2+2gx+2fy+c=0; (д, f, c >0) ç 

(vii) x*-4x—3y 70. 

8. যে siga নাতি (-2, 1) বিন্দুতে এবং যাহার аети হইল 
(-2,2) এবং (-2,-4) few সংযোজক রেখাংশ, তাহার সমীকরণ 
নির্ণয় কর। > 

9. যে অধিবৃত্তের অক্ষ £-অক্ষের সমাস্তরাল, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর, যি 
উহ! Rara 

(3, 3), (6, 5) এবং (6, -3) 

এর মধ্য দিয়! গমন করে। 

10. (4,5), (—?, 11) এবং (—4, 21) Я যে অধিবৃত্তের чт учн 
সমান্তরাল, তাহার সমীকরণ নির্ণয় 941 . 
9 [ wm. ] 
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11. কোন অধিবৃত্তের শীর্ষ 2у-3х-0 রেখার উপর অবস্থিত, 904 অক্ষ 
%-অক্ষের অমাস্তরাল এবং উহা! (3, 5) ও (6, —1) feux দিয়া যায়; чіт 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

12. প্রমাণ কর যে সমীকরণ 

у? +2Ах+-2ву+с=0 
একটি অধিবৃত্তকে প্রকাশ করে, যাহার অক্ষ %-অক্ষের সমান্তরাল ; অধিবৃত্তণীর 
{4 স্থানাঙ্ক এবং নাভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

13. প্রমাণ কর যে чб ),৪-4৫% এর যে ЭЛӘ উহার АӨ, 
তাহাদের মধ্যবিন্দুগুলির সঞ্চারপথ হইল অধিবৃত্ত y? = 22x. 

14. প্রমাণ কর, যে বৃত্ত L-IP হইতে 2a দৈর্ঘ্যের জ্যা ছিন্ন করে এবং 
মূলবিন্দু হইতে b দূরত্বে )-অক্ষের উপর অবস্থিত একটি প্রদত্ত বিন্দু দিয়! যায়, তাহার 
কেন্দ্রের সঞ্চারপথ একটি অধিবৃত্ত ; এই অধিবৃত্তের সমীকরণও নির্ণয় কর। 

15. অধিবৃত্ত./৪-44% এর একটি দ্বিগুণ-কৌঁটি ( double ordinate )র 270 
8৫) প্রমাণ কর যে 84 হইতে ইহার প্রাস্তদ্বয় পর্যস্ত অঙ্কিত রেখা দুইটি পরস্পর 
মমকোণে অবস্থিত। 

16. একটি বিন্দু এমনভাবে বিচরণ করিতেছে যে s : (2, 2) এবং ৪: (—2, 2) 
হইতে উহার ачпа সমষ্টি সর্বদাই 2,5; এইরূপ বিন্দুর সঞ্চারপথের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

17. a+b#0 হইলে y?-2mx অধিবৃত্তের নাতির স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর, যদি 
উহ! নিয়ের রেখ। দুইটির ছেদবিন্দু দিয়! যায়, যথা 

2-3 এবং = 

18. একটি অধিবৃত্ত )-অক্ষের ধনাত্মক অভিমুখে বিস্তৃত; y-ww হইল অধিবৃত্তটির 
অক্ষ) উহার নাভি হইল (0, 3) এবং নাভিলম্ব 12; অধিবৃত্তটির সমীকরণ নির্ণয় কর। 

19. একটি অধিবৃত্তকার ( parabolic ) খিলানের ( arch ) উচ্চতা 25 মিটার 
এবং উহার দুই 49% পিল্লার মধ্যবর্তী দূরত্ব (span ) 40 মিটার উহার মধ্যবর্তী 

অবস্থান হইতে প্রত্যেক পার্শ্বে 8 মিটার দূরে খিলানটির উচ্চতা কত? 

20. ধর x=u cos «t 

y-—u sin «.£— 4 gt? (а=) 

t অপনয়ন কর এবং দেখাও যে ( у) বিন্দু একটি অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত; 
অধিবৃত্তটির শীর্ষ এবং নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। নাতির স্থানাস্ববয় কত? প্রমাণ 

কর যে নিয়ামক মূলবিন্দু হইতে u?/2g উচ্চতায় অবস্থিত 1 
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উত্তরমালা 
L 2০৫ 2816), 3. () 83; G) 4; (йі) 8; (v) 4. 
4. (O y*—-8x-1y4-12-0; (ü) x*—4x—16y4-20—0. 
8. () y*-19xe0; (ü) x*-12y--38—0; (Ui) у*+19х=0 
8, (i) у%-8х-іу4-19-0; (ü) y*—4x-92y+5=0; 
(0) у3-12х-36--0; (iv) y*+12x—36=0; 
(vy) у3-бу-12х-15-0. 7. (0) (0,2); (0,0); 8; y+2=0 


(ü) (-1,0): (0, 0); 4/3; 8х-1=0 (їй) (113, 9): (2, 2); 6; 2x- 70. 
@) (8/2, —4/3) ; (3/34. —T/4) ; 5/8; 6y+13=0. 
() (8,2); (8/9, 2); 6; х-0 (vi) - (8/2, 8) ; (2, 8); 25 2x60. 


(vii) (me. zx y GL. ze 9g ; 9gx-c— ^* -g*, 
(wH) (—8, —/18) ; (-3, – 4/3); 8; 13y+95=0, 

8. У1%2у-6х-20-0, y*+2y+6x+4=0, 

9. y*-2y-4x49-0. 10. x*—4x—2y4-10—0. 

11. у:-бу-4х--17-0, 11y* —98y — 108x 4-533 —0, 


5 রিনি নী 
о. ( m B); зах B*-A*-Q. 14 x*-3yb-a*-b*. 


18. x*-5y* —20y--15-0. 17. (= 0). 

18. 25512) 719. 921 মিটার। 

20. (% sin 24, u* аа, p Burow’, [s sin 94 -и cns 23) 
8৫ 2g z 2g 2g 


84 far নাভি 
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কনিক্‌ সেক্‌দন্স্_অধিরৃত্ 
(সংক্ষিগুসার ) 
( Summary ) 
exp | যে বিন্দু এইভাবে 14544 করে যে «45 নিগদষ্ট বিন্দু ৪ (নাভি ) 
হইতে উহার жаз, একটি স্থির সরলরেখা L (নিয়ামক ) হইতে উহার v RU সাহত 
ধ্রুবক অনুপাতে (উৎকেন্দ্রতা ০) থাকে, তাহার INANE একটি FRF 
সেক্সন: (বা একাট কানক্‌ ) বলে 1 
তিন প্রকার কনিকৃ। অধিবৃত্ত : е-1 
Sga : 0<е<1 | оса কনিক্‌ 


পরাবৃত্ত : е>1 ( central conics ) 


51478 
1. ইহা একটি স্থির বিন্দু s ( নাভি ) এবং এবটি স্থির রেখা L (নিয়ামক) হইতে 
সমদুরবর্তাঁ বিন্দুর সঞ্চারপথ। 9 এর মধ্য দিয়া অশ্বিত L এর উপর еч রেখা হইল 
অধিবৃত্তটির অক্ষ ৷ নাভি ও নিয়ামকের সংযোজক রেখার মধ্যবিদ্দুকে RÉ বল! হয়৷ 
নাভি,-(%, k), নিয়ামক : ax--by--c 0, 


সমীকরণ: б 124 — p c fet 00° 


а? +b? 

2. আদর্শ সমীকরণ। y?-4ax(a70) [ PN? =478. AN ] 

শীর্ষ A-3mf (0, 0)_-অধিবৃত্তের অক্ষ х-5% 

নাভি s=(a, 0), নিয়ামক L হইল x+a=0. 

IRAYPI এমন কোন বিন্দু (494 নহে যাহার ক্ষেত্রে х<0. 

প্রত্যেক х>0Я4 জন্য у এর দুইটি সমান ও বিপরীত চিহ্নের মান আছে; 
বক্ররেখাটি এ-অক্ষ সম্পর্কে প্রতিসম। 

বক্ররেধাটি ধনাত্মক £-অক্ষ অভিমুখে বিস্তৃত 

নাভিগামী দ্বিগুণ-কোটি- নাভিলম্ব- 4a. 

З. অন্যান্য আদর্শ সমীকরণ 

(i) у2= – 4ах(а>0) : 
SM A(0, 0 — хер নাভি=(- 3,0). নিয়ামক হইল х= 2 - 
ЧӘ 44146 £-অক্ষ অভিমুখে বিস্তৃত। নাভিলম্ব- 4a. 
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(8) х3--4ау (৫৯০) 
84 A (0,0)-_অক্ষ -অক্ষ। নাভি-(0, а); নিয়ামক হইল y= -a 
বন্ররেখা ধনাত্মক »-অক্ষ অভিমুখে (49%! নাভিলম্ব 4a. 
(ii) х2= – 4ау (৫৯০) 
84 A (0,0)— অক্ষ yw নাঁভি (0, — a), নিয়ামক হইল) +; 
বক্ররেখ! খণাত্মক »-অক্ষ অভিমুখে বিস্তৃত । নাঁভিলম্ব 4a. 
(ü) - (у) 440 — h) (৫৯০), 
শীর্ঘ A (h, 7)__অধিবুত্ের অক্ষ -অক্ষের সমান্তরাল (যাহার সমীকরণ 
у=), 
নাভি (h--a, b) ; নিয়ামক x —h—a. 
বক্ররেখ। ধনাত্মক х-% অভিনুখে |4951 নাভিলম্ব 4а. 
(v) (y-—k)2= —4а(х—) ৫৯০) 
ЎЗА (h, B) বিদুতে__মধিবৃত্তের অক্ষ এ-অক্ষের সমান্তরাল (v b হইল 
উহার সমীকরণ )। 
wifs-(h-a,k); নিয়ামক হইল %=॥-+৭. 
বক্ররেখাটি ঝণাত্মক %-অক্ষ অভিমুখে (4951 নাভিলম্ব 49. 
(vi) (x А) —4a (y-k) (а>0) 
qra ধনাত্মক 7-অক্ষ অভিমুখে fus i 
অক্ষ 7-অক্ষের সমান্তর'ল (৮= হইল উহার সমীকরণ ) 1 
Ў{А= (А, b)! নাভি-(%, Ра). নিয়ামক হইল y=k-a. 
(уй) (x —h)* 5 – 44у - b) (৫৯০) 
43371 44144 ॥-অক্ষ অভিমুখে বিস্তৃত | 
অক্ষ হইল х=һ; শীর্ষ £-( B) ; নাভি =(h, в-а). 
নিয়ামক হইল y=k+a. 


та. উপৰৃত্তের আদর্শ সমীকরণ 


L. সংজ্ঞা । উপব্ত্ত হইল একাট বিন্দু РЯ 191494, যে Р বিন্দ এমনভাবে 
বিচরণ করে যে একাটা স্থির বন্দ; S হইতে উহার দুরত্ব, একটি স্থির রেখা L হইতে 
উহার লম্ব-দুরত্বের সাহত নিয়ত একটি ধ্রুবক অনুপাত e (0 <e<1) তে থাকে 1 ইহা 
স্পষ্টভাবে প্রকাশ থাকে যে 
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() P বিন্দু L রেখা এবং ৪ বিন্দুর ধারক সমতলে অবস্থিত এবং 

(ü) в বিন্দু রেখার উপর অবস্থিত নহে। 

ffe বিন্দু 5 কে বল! হয় উপবৃত্টির নাঁভি, fafeb রেখা L কে 9 এর অনুরূপ 
নিয়ামক এবং 65% чалт e (0<е<1) কে tagala Seca 919) বলে। 


2. উপবৃত্ত একটি কনিক্‌ стеля; অর্থাৎ, একটি লঙ্ব-বৃত্তাকার wara Q э 
উৎপাদক রেখার ( generator of the cone ) সহিত কোন কোণে নত (উহার 


চিত্র 7.10 (ба 7.11 


রহিত সমান্তরাল নহে ) সমতল দ্বার! ছেদের ফলে ছেদ-তলে ইহ! পাওয়া যায়। 
কিন্তু যদি ছেদক তলটি শঙ্কুর অক্ষের সহিত লম্বভাবে অবস্থিত হয়, তবে et ATA 
একটি qea উপবৃত্তের একটি ді uhi চিত্র 7.10 ( উপবৃত্ত) এবং 
চিত্র 7.11 (বৃত্ত) RT! 


3. উপবৃত্তের আদর্শ সমীকরণ নিরূপণ 
ধরা 416, কোন উপবৃত্তের S নাভি এবং রেখা L অনুরূপ নিয়ামক। ও fm 


মধ্য fral L রেখার উপর SE 74 অঙ্কন করা হইল | চিত্র 7.12 ] | SE রেখার উপর' 
А এবং A এইরূপ দুইটি বিন্দু লওয়া হইল যেন উহার] SE রেখাংশকে е: 1 অনুপাতে 
যথাক্রমে অন্তবিভক্ত ও বহিবিভক্ত করে, যেখানে etim উপকৃতটির өле чазз 
(0<е<1)1 তাহা হইলে সংজ্ঞা অনুসারে A এবং AC Wee বিন্দু 
(1 БА--еЛЕ এবং A'S—e, AE). 


ধরা যাক, AA এর মধ্যবিন্দু C. 
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2 এখন এক প্রস্ত আয়ত অক্ষ নিম্ন প্রকারে নির্বাচন করা Л: 
е €» 
© কে মূলবিন্দু (0, 0), се রেখাকে х-з%, ওর মধ্য দিয়া cea উপর অঙ্কিত 


€» 
61 রেখা CY কে -অক্ষ লওয়া 522) | 


fox 7.12 


প্রথমত 420 গুরুত্বপূর্ণ peg নিরূপণ করা হইবে, যথা : 
(i) CS-eCA এবং (ii) СА=е.СЁ. 
497254414 হইতে ইহ! পাওয়া যায় যে 
SA-eAE; А8-елЕ 
', ХА-А8--85-е(АЕ-ҒАЕ)-е(А/С--2Е--СЕ- СА) 
-2еСЕ ('. АС-СА-0), 
{її СА-еСЕ.- অর্থাৎ (й) সম্পর্কটি প্রমাণিত হইল 1 
আবার, 268—4A'S-SA (, А8-АС--С6 এবং БА-СА-б2) 
—e(NE — AE) — e. A A=2e.GA, 
948 б^Б=ебд ***অর্থাৎ সম্পর্ক (i) প্রমাণিত হইল 1 
ধরা যাক CA=a ; তাহ! হইলে (i) ও (ii) হইতে 
С5= ае এবং CE = ale. 
তাহা হইলে 
S এর স্থানাঙ্ক হইল (ae, 0), 
АЧ স্থানাঙ্ক হইল (a, С), 
এবং নিয়ামক L এর সমীকরণ হইল x= ale. 
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ধরা যাক, P : (x, 9) bager যে কোন fpi নিয়ামক L aq উপর PM 
48919 কর! হইল। এখন উপবৃত্তের সংজ্ঞা অনুসারে লেখা যায়, 
ss=ePM; d, || 4568. [РМ |? 
2. (= ае)? +y? —e*(ale- 49815 РМ--МЕ--СЕ-СОМ | 
অর্থাৎ, x2 — 2x.ae-- a?e? +y? =a? +е?х®— 2a.xe. 
বা,  x2(1-e2)+y2=a2(1 EOM 


ха PSRS 
অর্থাৎ, টিটি 1; 


এখন, যেহেতু є®<1, a*(1— e) রাশিটি স্পষ্টত ধনাত্মক ) 

жеңі ধরা হইল a2(1—e2)=b2 ( একটি ধনাত্মক সংখ্যা )। 

প্রসঙ্গত উল্লেখ থাকে যে 6৫৫৪. এখন এই মান чл) পূর্বে প্রাপ্ত সম্পর্কটির 
গরলতর আকারটি হইল 

৪২177182854) 

যেখানে 52 —a2(1— e?) এবং b? «a?. 

উপবৃত্বের যে কোন বিন্দু P : (z, y) এর ক্ষেত্রে (এবং অপর কোন বিন্দুর জন্য 
নহে) এই সম্পর্ক বজায় থাকে, স্থতরাং ইহাই 984404 সমীকরণ | 

টাকা | (৫) উপব্ত্তাট -অক্ষকে A : (৫, 0) এবং А: (=a, 0) (900% 
ছেদ করে [ (I এ )-0 বসাইলে х= +а পাওয়া যায় ] |. এই বিন্দু দুইটিকে 
উপবৃত্তাটর শীর্ষদ্বয় বলা হয়। 

(ü) উপবৃত্তাট /-অক্ষকে в: (0, b) এবং в': (0, — b) বিন্দুতে ছেদ করে 1 

zeni রেখাংশ A AG8 99426104 পরীক্ষ ( major axis ) এবং রেখাংশ 
BB কেউহার উপীক্ষ (minor axis) বলা হয় ( b? «a? বাঁলয়া ইহাকে উপাক্ষ 
বলা হয়)। Ал wu, অর্থাৎ, ০ বিন্দুকে উপবৃত্তাটর কেন্দ্র ( centre ) 
বলা হয়। Te, um 

АА-24 এবং B'B=2b 
টীক1 | কখনও কখনও সমগ্র রেখা AA (অর্থাৎ উভয় mta. বাঁধত A^ 


রেখাংশকে পরাক্ষ রেখা বাঁলয়া উল্লেখ করা হয় ; অনুরূপ ৪'৪কে উপীক্ষ (441 
বলা হইয়া থাকে। কিন্তু প্রানাঙ্গিক বিষয় হইতে কেবল. রেখাংশ অথবা সমগ্র রেখাট 
সম্পর্কে বলা হইতেছে কিনা, তাহা স্পষ্ট বুঝা যাইবে 1 


| 
| 
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4. хаја? чу? —1 উপৰৃত্তের আকৃতি 
নিষ্নলিধিত আলোচনাসমূহের wy চিত্র 713 এর প্রতি দৃষ্টি আকর্ষণ করা 


চিত্র 7.18 

() ইহা সহজেই যাচাই করিয়া দেখ! যাইবে যে, যদি P : (х,у) 984284 
উপর অবস্থিত যে কোন বিন্দু হয়, তবে (8941 P এবং Р, যাহাদের БЫСТЫ 
হইল যথাক্রমে (x, — y) «%(-х,у, উপবৃত্তটির উপর অবস্থিত হইবে | 

সিদ্ধান্তঃ 59480 «অক্ষ ও ॥-অক্ষ অর্ধাৎ উভর অক্ষ সম্পর্কেই 
প্রতিসম 1 

আবার P (x, у) SIOR যে কোন বিন্দু, হইলে P” : (72,7 y) এর স্থানান্বও 
সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে। ইহার অর্থ হইল এই যে ০ বিন্দুগামী প্রত্যেক রেখা বক্র 
রেখাটিকে ০ হইতে সমদুরবর্তাঁ দুইটি বিন্দুতে ছে করে; অর্থাৎ c বিন্দুগামী প্রত্যেক 
ал с বিন্দুতে সমদ্বিখপ্ডিত হয়। 947604 কেন্দ্রের ইহা হইল একটি 84 1 

(а) '. y2=b2 (1-2/2), সুতরাং যদি ৪৯৫৪ হয়, ( অর্থাৎ, যদি 
r>a ami), তবে y এর কোন বাস্তব মান পাওয়! যাইবে ad 1 

সিদ্ধান্তঃ х-а রেখার দক্ষিণ পার্শ্বে, অথবা = - রেখার বাম 
পার্থ উপৰৃত্তটির কৌন বিন্দু অবস্থিত ясе! 

(ш) '. хата (-% সুতরাং x এর কোন বাস্তব মান বিদ্যমান হইবে না, 


যদি 9৪১৮৪ হয়, (অর্থাৎ যদি > বা y —b হয়)। 
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সিদ্ধান্ত ঃ у=» রেখার বাহিরে উপরের পার্শ্বে, অথবা у--» 
রেখার নিচে 994440 কোন বিন্দু অবস্থিত নহে। 

(v) যখন х= фа বা хә -а, у2=0; অৰ্থাৎ, хта এবং х--а 
(ізі Зотан যথাক্রমে А: (a, 0) এবং -А:(-а,0) বিন্দুতে "861 

(৮) অনুরূপভাবে, y=b এবং у= -b cure 944404 чка 
в: (0, b) «4:87: (0, —b) বিন্দুতে "fei 

чаї fame হইতে এই সিদ্ধান্তে উপনীত eem যায় যে Biza একটি 
সীমাবদ্ধ ( limited ) এবং বন্ধ ( closed ) বক্ররেথ!- ইহ! কোন দিকে অসীম পযন্ত 
বিস্তৃত নহে। ইহা! পরাক্ষ এবং উপাক্ষ উভয় অক্ষ সম্পর্কে এবং কেন্দ্রবিন্দু সম্পর্কেও 
প্রতিমম। যে চারিটি স্পর্নকের মধ্যে বক্ররেখাটি সীমাবদ্ধ, তাহাদের সমীকরণগুলি 
4: rma; x=-a;iy=b;y=-b. 


প্রতিমায্যের ধারণা হইতে একটি ratu : 

বক্ররেধাটির সমীকরণ যে aferta প্রকাশ করে তাহা হইতে দেখ যায় যে ০ 
হইতে S এর সমান দূরত্বে পরাক্ষের উপর একটি দ্বিতীয় নাতি 5' অবস্থাই থাকিবে এবং 
এই নাতি S' এর www" একটি খিতীয় নিয়ামক s অবশ্যই. আছে, যাহা মূল 
নিয়ামক L এর সমাস্তরাল এবং যাহা পরাক্ষকে এমন একটি E বিন্দুতে ছেদ করে с 

|&ci"| ce|= হয়। 
5 ৮ এর সমীকরণ হইবে х--а/е; 8 এর স্থানাঙ্ক হইবে (— се, 0)। 

(vi) Bayar কোন বিন্দু Р হইতে যদি পরাক্ষের উপর PN wq অন্কন করা হয়, 
এবং যদি ও রেখাংশকে বর্ধিত কর! হয়, যাহাতে উহা বক্ররেখাটিকে পুনরায় P^ বিন্দুতে 
ছেদ করে, তবে 

N5= P এর কোটি 
এবং Р'МР=Р এর {494-070 1 

বিশেষভাবে উল্লেখ্য যে, নাভীগামী দ্বিগুণ-কোটিকে উপবৃতটির নাতিলদ্ব বলা হয়। 
brga দুইটি atfen বর্তমান-__ চিত্রে ডট্‌ чї! অংকিত সরলরেখাদয় Жр! 

এক্ষণে প্রাণ কর! হইবে যে প্রত্যেকটি নাভিলম্থের দৈর্ঘ্য হইল 2b2/a 

প্রমাণ। ধর! যাক নাভি s গামী afena KR এবং ধরা যাক, কো; 
&K-1; তাহা হইলে ка স্থানাঙ্ক হইল (ae D) কিন্ত যেহেতু k উপবৃত্তস্থ fam, 
чөй ইহার 751% উপবৃত্তটির সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে : স্থৃতরাং 
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2,2 


«x ара) аб [bal -e)) 
+", аата ie. 
এবং নাভিলম্বের tadi = ©. 
| (нй) বকরেখাটির সমীকরণ হইতে, উপবৃরটির একটি জ্যামিতিক ধর্ম সহজে, 
| পাওয়া যায়; 
wfr Р এর কোটি PR হয়, তবে 947404 সনীকরপ। wt t 
I ааа, হইতে ইহা পাওয়া m বে (চিন 7.13 xtv) 
ee uL, 
ға 2 сқа с, сқа Слз сна 


«<, Е ৮০45৯ ক 
САА ЄН) (CA С) 
2 ছে! 
„Сож ANNA 
HPA UO 
DE eg ria dg c" এর সকল অবস্থানে m 


| єє чиям «баса ছাওছাত্রীর! প্রমাণ করিতে পারে থে 
& চি а. 
1 вн. NB’ C 
(vi) Gogan কোন বিন্দুর লাি-দুরত্ব ( Focal distance ) 
উপবৃত্ন্থ যে কোন বিন্দু Pa দুইটি stfe eq আছে, চট এবং "P, ইহাদের P 
বিন্দুর নাভি-বযাসার্ফও ( focal radii) বলা 541 এখন mm করা হইবে С РА 
ex কোন অবস্থানে ইহাদের সমষ্টি aes 1 
চিত্র 7.13 প্রসঙ্গে ইং! লেখ! যায় যে 


85ӛ-е.РМте (4-х жа-ех 
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এবং S'P-e. PM =e (а. -а ех 
*. 88-8 P -2ae c কোন বিন্দু : (х, v) এর ক্ষেত্রে ধ্রুবক রাশি, 
(7. ইহ! এ-নিরপেক্ষ )। 
5. উপরি-উক্ত ধর্মটিকে [অর্ধাৎ, উপরের এনং এর (viii) ] উপবৃত্তের একটি বিকল্প 
সংজ্ঞ| হিসাবে গ্রহণ করা যায়, যথা £ 
কোন বিন্দু কোন সমতলে чїй এইক্সপভাবে বিচরণ করে যে এ 
iem দুইটি ГА বিন্দু হইতে উহার দূরত্ব 94204 সমষ্টি ধ্রুবক হয়, 
তবে এ গতিবীল বিন্দুর সঞ্চারপথ একটি উপর্ত ৷ নির্দি বিন্দু দুইটিকে 
তখন নাভি বলা হয়। 
এই সংজ্ঞার সাহায্যে 944264 
আদর্শ সমীকরণ নিরূপণ কর! যায় 
চিত্র 7.14 аў! 

S এবং ৪' এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
(с, 0) এবং (7c, 0) ধর! হইল, 
অর্থাৎ 68 এর xqfüq ০ কে 
m রা NOCT (ES (Ба 7.14 


e» 
'8'8 কে x-SU* এবং ০ গামী ও SS এর 94444 রেখাকে 9/-অক্ষ ধরা হইল I 
তাহা হইলে, উপরে প্রদত্ত সংজ্! чта 
85 + S'P = একটি ধ্ৰুবক (—2a, মনে কর! যাক ), 
যেখানে P : (x, y) হইল উপবৃত্তস্থ যে কোন বিন্দু 1 
ধর! হইল, ac 
М(х-+Ес)#+›#+ J(x 057)8524 
বা, Wc» -2a- М(х с) уі 
বর্গ করিয়া এবং সরল করিয়া, 
(xte)? +y? = 44° – 4а 40579549840 — c)? +y 
বা, cx-a*- —aJ(x—c)* туі 
পুনরায় বর্গ করিয়া, 
c? x? + a* – 2a? cx — a? ((x — c)2 + y] 
ৰা, х%(а9—-с®)-„а®у® = a2 (a? 68). 
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ধরা হইল, a3 — c3 b2 (একটি ধনসংখ্যা কারণ ৫৪৯০৪) । 
সুতরাং 69428) =atb? 
2 2 
P +5, =1. 
ইহাই হইল উপবৃত্তটির সমীকরণ। 

দেখ! গেল, বিকল্প সংজ্ঞাটি হইতেও একই সমীকরণে উপনীত হওয়া যায়; tuy 
থাকে যে এখন ইহ! প্রমাণ বর! সম্ভব যে নাভি, ধরা যাক ৪, হইতে যে কোন fan 
Р:(х,у) এর দুরত্ব, AL: х=®/с হইতে উহার দুরত্ের সহিত маб aw 
অনুপাত са উৎপন্ন করে। সুতরাং এইক্ষেত্রে әң RTS ( еган বলিয়া 
কথিত )е-с/а. 

তাহা হইলে উপবৃত্তের সংজ দুইটির মধ্যে তুল্যতা প্রমাণিত হইবে | 

6. উপবৃত্তের সমীকরণের অন্যান্য আকার 

G) যদি নাভি ৪ কে »-অক্ষের উপর এবং নিয়ামক L কে 4-অক্ষের সমান্তরাল 
"ет হইত, তবে 944404 সমীকরণ নিরূপণ একই যুক্তি অনুসরণ করিয়া অগ্রসর 
হইত, কেবল এক্ষেত্রে x এবং y এর পরস্পর স্থান বিনিময়ের প্রয়োজন হইত। সুতরাং 
তখন সমীকরণটি হইত : 

2 3 
ҒЫС = 1(a2>b?) 

যাহ! এমন উপবৃত্তকে প্রকাশ করে যাহার cam মূলবিন্ণুতে, 481% у-% বরাবর 
এবং উপাক্ষ х-5% বরাবর থাকে। 

নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ এক্ষেত্রে y= + а/е. 


একটি কার্যকরী ইঙ্গিত ঃ 
সমীকরণটি এই আকারে লিখিত হইলে যথাঃ 


2 з 
э”! 
যদি А2>в® হয়, তবে পরাক্ষ -অক্ষ বরাবর আছে। 
যদি A? «B? হয়, তবে পরাক্ষ )-অক্ষ বরাধর আছে। 
(а) cam (h k) বিন্দুতে থাকলে উপবৃত্তটির সমীকরণ হইবে 
=)? _ by 
а-а ay ০৯৮) 


যেখানে পরাক্ষ %-অক্ষের সমাস্তরাল। 


142 কনিক্‌ ОТ ЛАД - 


(Hi) কেন্দ্র (h E) বিন্দুতে হইলে উপৰৃত্তটির সমীকরপ হইবে 
e- 1414 -1 (а 2১৯৮৪), 


es পরাক্ষ /-অক্ষের সমান্তরাল | I 
(8) এবং (£ এর আকার 8094 7:3, নং 6 (iv) এর অনুরূপ 1 
উদ. 5. Siga 4424-35-24 এর পরাক্ষ ও উপাক্ষের দৈর্ঘ্য এবং নাভি- 
mana দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। উহার উৎকেন্দ্রতা, নাভিছয়ের স্থানাঙ্ক এবং নিয়ামক দুইটির 
সমীকরণও নির্ণয় কর। 
প্রদত্ত সমীকরণটিকে এই vA লেখা! হইল, qui : 
сү =1; 
এখানে পরাক্ষ )-অক্ষ বরাবর এবং উপাক্ষ £-অক্ষ বরাবর আছে। 
) 4345 ৫৪-৪, *—6; পরাক্ষ ও SAFLI দৈর্ঘ্য তাহ! হইলে বথাক্রষে 
2,8 এবং 26 
এবং প্রত্যেক নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য = 5 23/2, 
যদি e উৎকেন্দ্রতা হয়, তবে 
b2=a2(1-e2) 
বা, 6=8 (l-e?) অর্থাৎ e=2. 
[ея aatas মান গ্রহণীয় নহে, কারণ ৫ মূলত ধনাত্মক |] 
নাভিদয়ের স্থানাঙ্ক হইল (0, + 2 ,/2. 3), বা, (0, + ,/2). 
নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ হইল 


-а4-а2У22 
у= ж t2 25442. 


উদা. 6. নিয়ে প্রদত্ত উপবৃত্তটির сеш, উৎকেন্দ্রতা, নাভিদ্বয়, অক্ষদ্বয়ের সমীকরণ 
এবং নিয়ামকদ্য়ের সমীকরণ নির্ণয় কর : 
252 --3y? — Ax -F5y--4-0. 
প্রদত্ত সমীকরণকে নিল প্রকারে লেখা Ea її E 
2০-2৮+1)+30 42 2| +4- 2-5=0 


3% 
বা, Xx- pept EC 


(«-1 (уы. 
т - 1/24 4 + 1/36 


উপরৃত্তের আদর্শ সমীকরণ 
ইহাকে এই আকারে লেখা যায়, যেমন 
x2 | v9 


2i 156 P 


যেখানে Хтх-1, Y-y45/6. 
(0 এই আকারে, কেন্দ্র হইল х--0, Y=0, 
ч, x—1-0 এবং y--$ 90 
` কেন্দরটির স্থানাঙ্ক হইল (1, - 5/6). 
(4) পরাক্ষ এবং উপাক্ষের সমীকরণ হইল যথাক্রমে 
Y=0 এবং Х-0 


অর্থাৎ у= —5/6 এবং x=1. 


(i) যদি ৫ এবং b যথাক্রমে অর্ধ-পরাক্ষ এবং অর্ধউপাক্ষ হয়, 
তাহ! হইলে a? —1/21, 52--1/36, 
এবং ০০৫৪ (1-62) হইতে পাওয়া যায় 
. 1/36=1/24 (1—e?), 
সুতরাং e=1| /3 (ধণাত্মক মান বাতিল করিয়া )। 
(1৮) নাভিৎয়ের স্থানাঙ্ক হইল (X — cae, Y 0) 
অর্থাৎ, (+52 -3 


(v) নিয়ামকঘয়ের সমীকরণ হইল 


X= £৪, অর্থাৎ, ৯1৮৪, 
অর্থাৎ, ৪৮188, 
(vi) নাভিলম্বদ্ধয়ের inge 2 ыр, 5х „24 


= m 4/24. 
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অনুশীলনী 
( এই পাঁরচ্ছেদের শেষে প্রদত্ত সধাক্ষিপ্তসার 03997 ) 
নিয়ে প্রদত্ত উপবৃত্তগুলির এই বিষয়গুলি নির্ণয় কর, যথা š 
(а) অর্ধ-পরাক্ষের দৈর্ঘ্য; (b) অর্ধ-উপাক্ষের দৈর্ঘ্য; 
(c) উৎকেন্দ্রতা; (d) নাভিছয়ের স্থানাঙ্ক ; 
(6) নিয়ামকছয়ের সমীকরণ; (f) প্রত্যেক নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য । 
[ প্রশ্ন 6 হইতে প্রশ্ন 10 এর ক্ষেত্রে কেন্দ্রের স্থানাঙ্কও নির্ণয় কর। ] 


1: Pd EP 2, 34244927548. 
xU EIE A rtr a 
a; io in + В +15 


а — 9\8 
5. 2254+289/-65025. 6. ৩১440522771. 


7. 00-09 р e ৮৯৯৪৮৪১৯৪০০, 


9. 2x?-4352?—4:-4-12y4-13 =0. 
10. 5х2 +9)? – 305 — 36у +36=0. 
11. এর মান কত হইলে 944% px2+4y2=1 Аа (+1, 0) এর মধ্য 
দিয়! গমন করিবে? 994604 অক্ষয়ের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। j 
12. 9444 42/53 -- y?|b3 —1 রেখাছয় 7x--13y —87 এবং 5x -8y +7=0 
এর ছোদবিন্দুর মধ্য দিয়া যায় এবং উহার নাভিলম্ব = 22, за এবং b নির্ণয় 


কর। 
4413 হইতে e 1649 ক্ষেত্রে ধরিয়া লও যে পরাক্ষ হইল £-অক্ষ এবং উপা্গ 
হইল /-অক্ষ। এখন নিয়ে প্রদত্ত ক্ষেত্রগুলিতে উপবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর, যথা £ 
13. উপবৃত্তির দুইটি বিন্দু হইল ( —3,1) এবং (2, -2). 
14. উপবৃত্রটির একটি বিন্দু (-3, 1) এবং উৎকেন্দ্রতা ,/2. 
15. উৎকেন্দ্রতা4/5 এবং প্রত্যেক নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য _6. 
16. উৎকেন্দ্ৰত 7113 এবং নাঁভিদ্বয় হইল (3:3, 0). 
17(a). চিত্র 7.12 প্রসঙ্গে যাচাই করিয়া দেখাও যে. 
CS.CE- CA? ; 
ধরিয়া লও যে উপবৃত্তটির সমীকরণ হইল x2 +2y2 — 2. 
(25189484 এক গুরুত্বপূর্ণ 44 1) 
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(b) দেখাও যে নাভি এবং পরাক্ষের যে কোন একটি প্রাস্তবিন্দুর সংযোজক 
রেখাংশের দৈর্ঘ্য অর্ধ-পরাক্ষের সমান। 

18. (а) নিয়ে প্রদত্ত bagez বিন্দু (4 /3, 5) এর নাভি-ব্যাসার্ধন্ধয় ( focal 
radii ) এর দৈর্ঘ্য এবং সমীকরণ নির্ণয় কর £ 

25x? --165? — 1600, 

(b) যদি s কোন উপবৃত্বের নাভি এরং P,a, R Bata উপর তিনটি বিন্দু 
হয় এবং যদি এই বিনুত্রয়ের ভূজগুলি А.Р. তে থাকে, তবে দেখাও যে 55, 5а, 
55 ও A.P. তে থাকিবে | 

19. নিয়ে প্রদত্ত উপাত্ত ( data ) হইতে উপবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর : 

0) অক্ষদ্য়ের দৈর্ঘ্য 4 এবং 6; পরাক্ষের সমীকরণ у-2 এবং উপাক্ষের 
সমীকরণ х =3. 

(а) নাভিছয় (—1, 1) এবং (3,1); উৎকেন্দ্ৰত! = 2/3. 

(а) পরাক্ষের প্রাস্তবিন্দুদ্য় (— 1, 1), (3, 1) এবং উৎকেন্দ্রতা =1 ,/2. 

20. কোন 944294 cem মূলবিদ্দুতে, উহার একটি নাভি (0,3) এবং পরাক্ষের 
тя 5 হইলে উহার সমীকরণ নিরূপণ কর। 

21. একটি বিন্দু এইরূপে সঞ্চার করে যে (4, 0) বিন্দু হইতে উহার দুরত্ব, Х-16 
রেখ হইতে উহার দূরত্বের সর্বদ অর্ধেক; প্রয়াণ কর যে বিন্দুটির সঞ্চারপথের 
সমীকরণ হইল একটি উপবৃত্ত, যাহার উৎকেন্দ্রতা 1/2. 

22. একটি fq (х,у) এইরূপে গতিশীল যে (4,2) এবং (72, 2) (зая 
হইতে উহার দুরত্ব দুইটির সমষ্টি 8 হয়। উহার সঞ্চারপথের সমীকরণ নিরূপণ কর। 

23. cam, অর্ধ-অক্ষদ্বয়, бап, নাভিঘয়, নিয়ামকছয়ের সমীকরণ এবং অক্ষয়ের 
সমীকরণ নির্ণয় কর, যদি উপবৃত্তের সমীকরণ হয় 

G) 424-932 — 48x-- 72y-- 144 - 0. 
(ü) 92-163? – 36х-+96у+36=0.; 

24. «(819119 এক খিলানের দুই প্রান্তন্থ পিলারদয়ের মধ্যবর্তী দুরত্ব 
( span ) 524 150 মিটার এবং উহার সর্বাধিক উচ্চত! 45 মিটার । মধ্য-অবস্থানের 
উভয় পার্শ্বে স্থান হইতে প্রতিটি 25 মিটার দূরে দুইটি Зач ধারক-স্তম্ভ আছে। এই 
wg দুইটির উচ্চতা নির্ণয় FA | 

25. যে 94494 cem (1, 2) বিন্দুতে ও একটি নাভি (6, 2) বিন্দুতে অবস্থিত, 
তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর, যদি উহ! (4, 6) বিন্দুর মধ্য দিয়া যায়৷ 


лога. ] 
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75. পরার্ত্তের আদর্শ সমীকরণ 

1. সংদ্ঞ। | কোন বিন্দু যাঁদ এইরূপে গাঁতশীল থাকে যে কোন স্থির বিন্দু S 
হইতে উহার দূরত্ব, একটি স্থির রেখা L হইতে উহার 264 দূরত্বের সাহত সর্বদা KIIF 
অনুপাত е(е>1) রক্ষা কাঁরয়া চলে, তবে উহার সণ্টারপথ হইল একাট পরাবৃত্ত 1 


ইহা মনে রাখা প্রয়োজন যে 
G) P বিন্দু সর্বদা রেখা L এবং বিন্দু s এর ধারক সমতলে অবস্থিত 


এবং (ü) s বিন্দু [রেখার উপরে অবস্থিত নহে। 
স্থির বিন্দুটিকে 9414904 একটি নাভি ও স্থির রেখা L কে উহার অনুরূপ 
নিয়ামক বলে এবং ধ্রুবক অনুপাত ৫৫৯1) কে উহার উৎকেন্দ্রতা বলা হয়। 

2. পরাবৃত্ত একটি কনিক্‌ সেকৃসন্‌ ; অর্থাৎ উহা! cm 
বৃত্তাকার শঙ্কু ও একটি সমতলের এইপ্রকার ছেদের ফলে ছেদ 
তলে উৎপন্ন হয়, যথা শঙ্কুটি দ্বিগ্ুণ-শঙ্কু ( double-cone ) 
হইবে এবং সমতলটি এমনভাবে নত হইবে যে উহ! শঙ্কুটির উভয় 
অংশকে ছেদ করিবে কিন্তু শঙ্কুর শীষের মধ্য দিয়! যাইবে 411 
(চিত্ৰ 7.15 4%01) 


з. 1414084 আদর্শ সমীকরণ নিরূপণ 

ধরা যাক, কোন পরাবৃত্ের নাভি s এবং উহার অন্থরূপ 
নিয়ামক রেখ! L; s এর মধ্য দিয়া রেখা L এর উপর БЕ ач 
эя করা হইল (চিত্র 7.16) | SE রেখার উপর এইরূপ দুইটি 
বিন্দু A এবং А” লওয়! হইল যেন উহার! রেখাংশ SE কে e : 1 
অন্ুপাতে (৫>1) যথাক্রমে অন্তবিভক্ত ও বহিবিতক্ত করে; 
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এখানে e হইল পরাবৃতটির প্রদত্ত উৎকেন্দ্রতা। তাহা হইলে MITA, 
АА” পরাবৃত্তস্থ বিন্দু! 
("৮ AS=e.EA এবং A'S—eNE. ) 
ধরা যাক, A'A এর মধ্যবিন্দু ০. 
এখন নিয়ে প্রদত্ত প্রকারে একপ্রস্ত আয়ত অক্ষ মনোনীত করা হইল, 44): 
e e 

с হইবে মূলবিন্দু (0, 0); রেখা СЕ %-অক্ষ; ০ বিন্দ-গামী এবং CE রেখাঁর উপর 

е 
FI СҮ রেখা у-5% | 

এখন নিয়লিখিত দুইটি গুরুত্বপূর্ণ সম্বন্ধ প্রমাণ কর! হইবে, যথাঃ 


(i) CS=eCA; (i) СА-е(Е, 


অঙ্কন অনুসারে, 

AS—eEA বং Аб=еАЕ 
2. বিয়োগ দ্বারা, 

A'S — &8— AA 


*. A'A —e.(A'E — ER) — e.(A'C--CE— CA--CE) 
অর্থাৎ, 2бд=2е.бЕ 


 бА-еСЕ-- e oe সম্পৰ্ক (i) প্ৰমাণিত হইল। 


t бб=ебд ce oe ce সম্পৰ্ক (i) প্রমাণিত হইল 
ধরা যাক GA= a ; তাহা হইলে (1) ও (ij) হইতে 
С8-ае এবং СЕ=а/е. 
awat S এর স্থানাঙ্ক (ае, 0), АЯ "fare (a, 0) 
এবং নিয়ামক ! এর সমীকরণ হইল х-а/е. 
ধরা যাক, P : (x, y) পরাবৃত্তটর উপর যে কোন একটি বিন্দু। নিয়ামক L এর 
উপর БМ тч অঙ্কন করা হইল। তাহা হইলে 4414084 সংজ্ঞানুসারে লেখা যায়, 
S52e.PM 
বা, | ৪5 | 2-3, | চ | এ 
a 2 
vs হে-০+০-০-০(-৭) 
['.' МР=ЕМ=СМ—СЕ=х—а/е] 
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ql x2—2x.ae--a2e2 +y? — e? 3? exata? 
বা, х%(е2-1)-у?-а?(е%-1) 


21878 
hob তর 


এখন, যেহেতু ০০৯1) ৫8058 — 1) রাশিটি স্পষ্টত ধনাত্মক ; 
স্থতরাং ধর! যাইতে পারে, a (e? — 1) - b3( যেখানে b2 একটি ধনসংখ্যা )। 
টিকা । এই ক্ষেত্রে b2>,=, বা <a? হইতে পারে, এবং ইহা হইবে যখন 
е? যথাক্রমে >,=, বা «2 হইবে I 
পূর্বের অম্পর্কটিতে এই মান বসাইলে উহা! (Чан আকারপ্রাপ্ত হয় : 
х? y*. ЕТ T (1) 


ইহ! 4414804 যে কোন বিন্দু P : (z, у) এর ক্ষেত্রে সত্য; অপরপক্ষে 9414094 
উপরে অবস্থিত নয় এমন বিন্দুর ক্ষেত্রে এই সম্পর্কটি সত্য নহে। VTN ইহাই 
4814904 সমীকরণ 1 

টাকা । G) পরাবৃত্তাট «-অক্ষকে (545, у-0 রেখাকে ) দুইটি বন্দু 
A: (a, 0) এবং А':(—а, 0) এ ছেদ әлі এই বিন্দ; দুইটিকে পরা রৃত্তটির 
শীর্ষ বিন্দুদ্বয় বলা হয় | 

G) ут (অর্থাৎ, х-0 রেখা ) বক্ররেখাটিকে আদৌ ছেদ করে না, কারণ 
যদি (I) « x=0 ধর! হয়, তবে y এর কোন বাস্তব মান পাওয়া যায় না। 

%-অক্ষের উপর এইরূপ দুইটি বিন্দু B এবং ৪' লওয়া হয় যেন OB-b এবং 
OB'— —b হয়, অৰ্থাৎ B এবং в' এর স্থানাঙ্ক যেন যথাক্রমে (0, b) এবং (0, — b) 
হয়। এক্ষেত্রে স্পষ্ট উল্লেখ থাকে যে ৪ এবং в’ পরাবৃত্তন্ছ বিন্দু নহে। 

সংজ্ঞা | রেখাংশ A'A ( শীর্ধদ্বয়ের সংযোজক ) কে পরাবৃত্তাটর তির্যক অক্ষ 
( Transverse axis ) বলা হয় 1 

রেখাংশ вв যেখানে в, ৪ হইল, উপরের টীকায় বর্ণনামত )-অক্ষের উপর দুইটি 
বিন্দু) কে পরাবৃত্রটর অনুবন্ধী ব! প্রতিযোগী অক্ষ (conjugate axis) বল! হয় ! 

বিন্দু ০ কে (চিত্ৰ 716) বলা হয় পরা ৃততটির сөз | 

অনেক ক্ষেত্রে সমগ্র রেখা AAকে এবং সমগ্র রেখা ве কে যথাক্রমে তিক 
অক্ষ এবং ГЕ অক্ষ বলিয়! উল্লেখ কর! 594 থাকে_ প্রসঙ্গ হইতে তখন উহার 
প্রকৃত অর্থ স্পষ্ট হইবে | 
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মনে রাখিতে হইবে যে, 
fede অক্ষের দৈর্ঘ্য —A'A—2a 
эру অক্ষের দৈর্ঘ্য 8'B = 2b. 
4. পরারৃত্ত х2/а2-у2/%-1 এর আকুতি 
চিত্র 7.1744 প্রতি দৃষ্টি-আকর্ষণ কর! যাইতেছে। 
(৫) যদি 5: (х, у) পরাবৃত্ত x?/a? —y*/b? — 1:43 উপর যে কোন বিন্দু 
হয়, তবে ইহা সহজেই যাঁচাই করিয়া দেখা যায় যে 2: (23), Р": (- x, y), 
Р”: (—x,—y) বিন্দু তিনটিও বক্ররেখাঁটির উপর অবস্থিত | 


{Бл 7.17 
সিদ্ধান্ত ? বন্ররেখাটি, %-অক্ষ ও )-অক্ষ, এই উভয় অক্ষ সম্পর্কেই প্রতিসম। 


অধিকন্তু c বিন্দুর মধ্য দিয়! অঙ্কিত প্রত্যেক রেখা ( অন্ুবন্ধী অক্ষ বা 7-অক্ষ ব্যতীত ) 
বক্ররেখাটিকে c হইতে সমদুরবর্তা দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে; অর্থাৎ বক্ররেখাটির с বিন্দু 
গামী জ্যাগুলি c বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত হয়। এই ০ বিনদই হইল পরাবৃত্টির কেন্দ্র ৷ 

Gü) সমীকরণে y=0 বসাইয়া দেখা যায় <= +a 49415 বক্ররেখা %-অঙ্গকে 
যে দুই বিন্দু А ও Ача ছেদ করে তাহারা ces হইতে a দুরত্বে অবস্থিত 1 

(ui) সমীকরণে х=0 বণাইয়া৷ দেখা যায় р? = b°; Wes ওঁ qe 
7-অক্ষকে আদৌ ছেদ করে না। 

W) —a এবং HANTS ₹ এর যে কোন মান 78 কে 44144 করে, 
স্থতরাং এ বক্ররেখার কোন অংশ £' এবং A এর মধ্যে অবস্থিত নহে। কিন্তু লক্ষ্য করা 
যায় যে x এর এ অপেক্ষা বৃহত্তর যে কোন সাংখ্যমান (অৰ্থাৎ ১৮? বা x«-—a) 
হইতে পারে чэй বক্ররেখাটি উভয় অভিমুখে অসীম পর্যন্ত বিস্তৃত, এবং উহ! 
দুইটি শাখা ( two branches ) লইয়া গঠিত । 
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পূর্ববর্তী বিশ্লেষণ হইতে এই সিদ্ধান্ত করা যায় যে 74149 কোন বদ্ধ qasqa 
নহে__ইহা অসীম পযন্ত বিস্তৃত দুইটি শাখা লইয়া গঠিত। প্রত্যেক শাখ! অক্ষ 
সম্পর্কে প্রতিসম। উহার c গামী যে কোন জ্যা ০ বিন্দুতে সমদ্বিখপ্ডিত হয়। 7-অক্ষ 
বরাবর যদি কোন দর্পণ স্থাপন করা হয়, তবে উহার একটি শাখা; অপরটির প্রতিবিশ্ব 
হুইবে। কিন্ত ач А এবং A এর মধ্যে বক্ররেখাটির কোন বিন্দু অবস্থিত নহে। 


প্রতিসাম্যের ধারণা হইতে একটি সিদ্ধান্ত 
' বক্ররেখাটির সমীকরণ যে প্রতিসাম্য প্রদর্শন করে তাহা হইতে দেখা যায় যে 
feda অক্ষের উপর с হইতে ৪ এর দূরত্বের সমান দূরত্বে দ্বিতীয় একটি নাভি s' 
অবশ্যই বর্তমান, এবং মূল নিয়ামক L এর সমান্তরাল ও এই দ্বিতীয় নাভির অনুরূপ 
একটি দ্বিতীয় নিয়ামক L' ও আছে, যাহা তিক অক্ষকে এমন বিন্দু Ea ছেদ করে যে 
(EC | = |с | =а/е 
সুতরাং L' এর সমীকরণ হইল х= —a/e ; 9 এর স্থানাঙ্ক (— ае, 0) 1 
(v) পরাবৃত্তস্থ কোন বিন্দু Р হইতে যদি পরাক্ষের উপর PN লম্ব অস্ষিত হয়, এবং 
যদি এই রেখাংশ বধিত হইয়া বক্ররেখাটিকে পুনরায় ৮'এ ছেদ করে, তবে 
PN= P এর কোটি 
PNP'= P এর দ্বিগুণ-কোটি। 
বিশেষক্ষেত্রে, কোন দ্বিগুণ কোটি একটি নাভি দিয়! গমন করিলে উহাকে নাভি- 
লন্ব বলে। উপবৃত্তের ক্ষেত্রের DIA এখানেও প্রমাণ করা যায় যে 
নাভি-লম্ব দুইটির প্রত্যেকের দৈর্ঘ্য হইল 22/4) ইহার প্রমাণ ছাত্রছাত্রীদের 
অনুশীলনী হিসাবে রাখিয়া দেওয়া হইল। 
[fees ধর Р: (ае, 1) এবং az RIFA পরাবৃত্তটির সমী করণে বসাও। ] 


(vi) বক্ররেখাটির সমীকরণ হইতে 4414044 একটি জ্যামিতিক ধর্ম পাওয়া 
যায়, যথা £ 
বদি পরাবৃত্তস্থ বিন্দু এর কোটি PN হয়, তবে 


PN? св? 
০৭ Қ == যাহা P এর সকল অবস্থানে ধ্রুবক | 


[ 944094 ক্ষেত্রের 512 এখানেও এই সম্পর্কটি প্রমাণ করা যাইতে পারে। ইহা 
ছাত্রছাত্রীদের অনুশীলনের 59 রাখিয়া দেওয়া হইল। ] 


(vii) কোন বিন্দুর নাভি-দুরত্ব ( focal distance ) 
94149% (4 কোন বিন্দুর ক্ষেত্রে SP এবং 55 এই নাভি-দূরত্বদ্বয়ের অন্তর 
fede অক্ষের দৈর্ঘ্যের সমান: কারণ 
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চিত্র 7.17তে রেখাংশ РР” যেখানে AASL এবং L' কে ছেদ করিয়াছে 
সেই বিন্দু ছুইটিকে যথাক্রমে M এবং м” ধরিলে পাওয়া যায়, 


SP—e. PM=e (x- 2)—ex—-a 
5Б=е, БМ =e (6-х) =а+ех 
S'P—85—2a যাহ! এর সকল অবস্থানে একটি ধ্রুবক রাশি। 
5 এবং SP এই WW প্রায়ই নাভ-ব্যাসার্ধদ্বয় (focal radii) 
বালয়া উল্লেখ করা হয় 1 
5. শেষের ধর্মটিকে 4414064 সংজ্ঞারূপেও গ্রহণ কর! যায় £ 
পরাবৃত্ত হইল এমন একটি বিন্দুর সঞ্চারপথ যাহ! কোন সমতলে 
এইরূপে বিচরণ করে যে এ সমতলম্থ দুইটি নির্দি বিন্দু ৪: (с, 0) এবং 
g' : (—c, 0) হুইতে čata দুরত্ব দুইটির অন্তর 2a হয়, যেখানে а হুইল 
একটি 454% এবং ৫২৩০. নিদিষ্ট বিন্দু দুইটিকে তখন উহার নাভি বল! হয়। 
ধরা যাক, P (х,у) সঞ্চারপথটির উপর যে কোন বিন্দু। পূর্ববর্তী সংজ্ঞা 
чул 
5172-55-2৫ 
বা, ১/(৮+০)৮12- (x c) y? = 2а 


বর্গ করিয়া ও সরল করিয়া পাওয়। যায়, 
xc-a? =a J(x—cj9 3? ; 

পুনরায় বর্গ ও সরল করিয়া, 

(c8 — а?) x? — а?у? = af (c* — a3), 

x? әз 

a3 (с2а?) 

যেহেতু с>а, স্থতরাং 0৫ ₹ধনাত্মক-ঢ৪ (ধরা যাক্‌)। তাহা হইলে 

সমীকরণটির আকার হইল 


2 2 
862) 
а? b? 


ইহা পরাবৃত্তটির পূর্বে বধিত আদর্শ সমীকরণ, (যদি ধরা যায় cJa=e )। 


6. পরারৃত্তের সমীকরণের অন্যান্য আকার 
(i) নাভিদ্বয়কে ঠ-অক্ষের উপর যদি লওয়া হয় এবং যদি নিয়ামকদয় 


*-অক্ষের সমান্তরাল হয়, তাহা হইলে 4417604 সমীকরণ নিরূপণ ( পূর্ববর্তী 3নং ) 


al, i 


পূর্বের 5948 প্রণালীতে করা যায়, কেবল এক্ষেত্রে x এবং р এর মধ্যে স্থান বিনিময় 
হইবে । স্থতরাং সমীকরণ 
аз ы 
এমন একটি 4414926 প্রকাশ করে, যাহার তি্যক-অক্ষ 7-অক্ষ বরাবর অবস্থিত। 
8414094 কেন্দ্র মূল বিন্দুতে এবং atfen স্থানাদ্ধ অক্ষদ্ধয়ের একটির উপর অবস্থিত 
হইলে Beta সমীকরণের সাধারণ আকার হুইবে 
Ах® —ву3% = £1, (A.B>0) 
যেখানে ধনাত্মক চিহ্নটি আসিবে, যখন নাভিদ্বয় %-অক্ষের উপর থাকিবে । 
(а) few যদি পরাবৃত্তের cem (h, ১) বিন্দুতে অবস্থিত হয় এবং fene 
অক্ষ хил সমান্তরাল হয়, তবে 441404 সমীকরণের আকার হইবে 
(551050778০1 
"abes চিত 3 


যদি (942 অক্ষ ॥-অক্ষের সমাস্তরাল হয়, তবে ওঁ সমীকরণ হইবে 
(=k)? _ (2—0) 1 
aa p S 
Dali সর্বক্ষেৱেই aem হইয়াছে যে 
তিষ'ক-অক্ষের দৈর্ঘ্য 2a 
অনুুবন্ধাঁ-অক্ষের দৈর্ঘ = 20. 

7. যে পরাবৃত্তের অক্ষ দুইটির দৈর্ঘ্য সমান তাহাকে সমপরাবৃত্ত (an 
equilateral or a rectangular hyperbola ) বল! v4! তখন সমীকরণটির 
আকার হয় 

x5 — y= 2522) 
2 এবং এইরূপ পরাবৃত্তের উৎকেন্্রতা'- J2. 
*8 পরারৃত্তের অসীমপথ ( Asymptotes ) 
প্রদত্ত : 4414294 আদর্শ সমীকরণ, যথা 
"x3 уа 
a n^ 
* এই অনুচ্ছেদ্টি বাদ দেওয়া যাইতে পারে, কারণ অনীমপথ বিষয়ক ধারণা উচ্চ মাধ্যমিক 
পাঠারমের аме аср) এখানে অবশ্য জনুচ্ছেদটি সংযোজিত হইল এই কারণে যে আমরা মনে করি, 
পরাবৃন্তকে উহার অনীমপথের সহিত 10/4 কল্পনা করিলেই উহার আকৃতি সম্পর্কে সর্বোৎকৃষ্ট ধারণা 
4414911 সাধারণভাবে অনীমপথ নির্ণয়ের জন্য উচ্চতর কলন | Advanced Caloulus ) বিষয়ে 
জানের প্রয়োজন t 


RS 
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ইহাকে এই প্রকারে লেখা যায়, যেমন: baxa 988 math? 
বা, (bx-—ay)ibx-F ay) таза 
যখন এই чакич), এবং সরলরেখা, : 
Ах-аут0 
কে একই স্থানাঙ্ক অক্ষ সম্পর্কে чча করা হয়, তখন চিত্রটি হইতে দেখা যায় যে 
কেন্দ্র হইতে দূরত্ব যতই বৃদ্ধি পায় ( অর্থাৎ, < যতই বৃদ্ধি পায় ?, পরাবৃত্টি ততই 
সরলরেখাটির নিকটবর্তী হইতে থাকে, কিন্তু Gel কখনই রেখাটি পযন্ত পৌছায় না । 
ধরা যাক, P: (xi ya) পরারৃত্তটির উপর প্রথম অথব। তৃতীয় পাদতে অবস্থিত 
একটি বিন্দু। রেখ! bx — ap 0 হইতে Р এর দূরত্ব হইল 
bx, — ay, 
Ма? +02 
যেহেতু P qaia উপর অবস্থিত, সুতরাং ইহার tate বক্ররেখার 
সমীকরণটিকে অবশ্যই সিদ্ধ করিবে, 
অর্থাৎ, Б#ху®—а%уу% athe 
аз 
bx, tay, 
45 аз}? 1 
Јаз bš Бх tayı 
ইহা সুস্পষ্ট যে d কখনই শূন্য হইতে পারে না;' P যতই Ce হইতে দুরে যায়,. 
যাহার ফলে ху এবং уу উভয়েই অনির্দিষ্ট ভাবে বৃদ্ধি পায়, তখন 4—0, 
অনুরূপে একই ফল পাওয়া যায়, যদি রেখা 
bx+ay=0 
লওয়| হয়। 
এইরূপ ক্ষেত্রে বল! হইয়া থাকে যে, 
125 
a 


de 


বা, bxi-ayi- 


у= + 


হইল 44144 


x? y? 
ac 


এর অসীমপথ ( Asymptotes ). 
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এ সম্পর্কে একটি কার্যকরী ул হইল এই cn: 
পরাবৃত্তের অসীমপথ হুইল একটি আয়তক্ষেত্রের কর্ণদ্বয় বরাবর রেখা 


» যে আয্মতক্ষেত্রের কেন্দ্র হুইল 9414804 কেন্দ্র এবং যাহার 
বাছগুলি পরাবৃত্তটির অক্ষদ্ধয়ের সহিত সমান ও সমান্তরাল (চিত্র 718) | 


চিত্ৰ 7.18 


সমপরাবৃত্তের ( rectangular hyperbola ) অসীমপথ দুইটি পরস্পর সমকোণে 
অবস্থিত হয়; rectangular নামটির যৌক্তিকতা এইখানেই। 
9417. নিয়ে প্রদত্ত পরাবৃত্তটির бет এবং নাতিছয়ের স্থানাঙ্ক, নিয়ামকঘয়ের 
সমীকরণ, নাতি-লগ্দের দৈর্ঘ্য এবং উৎকেন্দ্রতা নির্ণয় কর : 
9x? — 165? = 144. 
প্রদত্ত সমীকরণটিকে নিয়ের আকারে লেখা হইল, যথা : 
Sota 
16 9 
তাহ! হইলে, অর্ধ-তিধক অক্ষ ৫4 
অর্ধঅন্থবন্ধী অক্ষ =৮=3 


. 02 = 4(е2 — 1), চি ৪৪19, বা e= 


3. 
16 4 


4 
ает-4%-5; PW 


2. 8/8 হইল (+a, 0)=(+ 4, 0) 
atfer হইল (Ж ae, 0)=(+ 5, 0) 
নিয়ামক্বয়ের সমীকরণ হইল х= £/e= 4 16/5 


নাভি-লম্বের দৈর্ঘ্য 253 = 8 9, 
dai 4a 
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ЗИТ. 8. কোন পরাবৃত্তের নাভিদ্বয় (0, £3) বিন্দুতে অবস্থিত হইলে এবং 
ЧГ অক্ষ 5 হইলে উহার সমীকরণ নিরূপণ কর। 
এখানে, bo5/2, ае=3 ; যেহেতু 02 mae? — 92, 
+. а? = ае? — 3 59— =i, 
যেহেতু নাভিছ্য় ১-অক্ষের উপরে অবস্থিত, সুতরাং সমীকরণটি হুইল 
চা 
sn 
y? au 
"л 25/4 : 
বা, 1002 — 4422 = 275. 
941.9. নিয়ে প্রদত্ত পরাবৃত্তের কেজ এবং festa 'অক্ষের দৈরঘ। নির্ণয় wa : 
x3 —2y* 2৮48) - 120. 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে, 
(33 — 2x--1) - 2(y3 — 4y+4)= -8+2= 6, 
বা) 2(y - 2)? — (x - 1)* =6, 
(»-29 (x-15*. 
т, 2227 ৪৮০২, 
2. CORR (1, 2) বিন্দুতে অবস্থিত এবং ॥-অক্ষের সমান্তরাল feta wow দৈর্ঘ্য 
হইল 2 J3. 


তানুশীললী 
1. рей মান নির্ণয় কর, যদি 48194 747৪০] {чүчү (4-1, 0) এর 
মধ্য গিয়া যায়। তির্ঘক এবং 5914) meson দৈর্ঘ্য এবং উৎকেন্্রতাও নির্ণয় কর। 


2. পরাবৃত্ত x*/a?-,?|b* 1 রেখায় 7х513у-87-0 এবং 
5х-8у47-0 এর auferri এবং ইহার নাভি-লগ্ের দৈর্ঘ্য হইল 22/2) 


প্রমাণ কর যে পরাবৃত্তটর উৎকেজ্রতা হইল { ,/57. 
з. নিয়ে প্রদত্ত পরাবৃত্তগুলির উৎকেজ্রতা, নাভি-লগ্গের দৈর্ঘা। নাতিয়ের tate 


এবং নিয়ামকন্ধয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর $ 
(i) 4x2—9,?—36; (ü) х2-2у2=2; 
(in) 8x2-y2=2; (iv) 9х2 – 16y2 = 36. 
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4, স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয়কে পরাবৃত্তের অক্ষ ধরিয়া উহার সমীকরণ নির্ণয় কর, যখন 
G) উহার তির্যক অক্ষ З এবং 5944) অক্ষ 4. 
(а) উহার 5544! অক্ষ 5 এবং নাভিদ্বয়ের দূরত্ব 13. 
(ui) উহার чуг অক্ষ 7 এবং উহা! (3, —2) বিন্দুর মধ্য দিয়া যায়। 
(iv) উহার নাভিদ্বয়ের দুরত্ব 16 এবং উৎকেন্্রতা ২/2. 

5. যে 441494 উৎকেন্ত্রতা 5/4, নাতি (а, 0) এবং নিয়ামকের সমীকরণ 
4х—Зу=а, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। উহার কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক এবং অপর 
নিয়ামকের সমীকরণও নির্ণয় কর। 

6. কোন 941494 শীর্ষ উহার কেন্দ্র এবং নাতির অন্তর্বর্তী দুরত্বকে সমদ্বিধণ্ডিত 
করে) foga অক্ষের নির্দিষ্ট দৈর্ঘ্য প্রদত্ত আছে। পরাবৃত্তটির সমীকরণ নির্ণয় কর | 

7. কোন পরাবৃত্বের cem 441409 এবং (945-598 /-অক্ষ বরাবর অবস্থিত ; 
48148 (4, 6) এবং (—1, —3) বিন্দুগামী হইলে উহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

8. একটি পরাবৃত্তের этең স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয়ের সহিত সমাস্তরাল এবং কেন্দ্র 
মূলবিন্দুতে অবস্থিত; যদি উহার নাভি-ল্ব 18 হয় এবং নাভিছয়ের মধ্যবর্তী দূরত্ব 12 
হয়, তবে উহার সমীকরণ নিরূপণ কর। এ 

9. নাভিদ্ধয় (0, +3) বিন্দুতে এবং чө অক্ষ 5 হইলে পরাবৃত্টির সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 

10. যদি কোন 4414044 cem 545509 ও (944-5% /-অক্ষের উপর 
অবস্থিত হয় এবং উৎকেন্ত্রতা 3.7 হয় ও নাভি-লম্বের দৈর্ঘ্য 6 হয়, তবে উহার 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

11. একটি বিন্দু এইরূপে বিচরণ করিতেছে যে 4-37+-11-0 এবং 
Ax-F3y-F5—0 রেখাছ্য় হইতে উহার সাংখ্য-দুরত্ব দুইটির গুণফল 144/25 541 
বিন্দুটির সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

12. একটি বিন্দু (%, р) এইভাবে গতিশীল যে (0, 4) হইতে উহার দুরত্ব, 
4y-9—0 রেখা হইতে উহার দূরত্বের 4/3; উহার সঞ্চারপথের সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 

13. (а) কেন্দ্র, (b) ая (c) afs, (d) অসীমপথ ও নিয়ামকদয়ের 
সমীকরণ নির্ণয় কর এবং 9814904 একটি ga চিত্র ( rough diagram ) অঙ্কন কর, 

যখন উহার সমীকরণ হইবে 


(i) 9x?—165?—18x—64y — 199-0. 
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(8) 9x?—16y? —36x—32y —124-0. 
(а) 3x?—5y?-12x42y-1-0. 
প্রত্যেক ক্ষেত্রে নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণও নির্ণয় <q | 
14. দেখাও যে পরাবৃত্ত 9х2 —16y? —144 এর উপরিস্থিত বিন্দু (6 3,3) 
হইতে নাভিদ্বয়ের দূরত্বের অন্তর তিধক-অক্ষের দৈর্ঘ্যের AATA 1 


নিয়লিখিত সংজ্ঞাটি স্মরণ রাখিবে £ 

দুইটি 9414906 পরস্পর অনুবন্ধী বা প্রতিযোগী (conjugate ) 
ৰল৷ হয়, যদি একটির তির্যক অক্ষ ও অনুবন্ধী অক্ষ অন্যটির যথাক্রমে 
অনুবন্ধী ও fefe অক্ষের সমান ӘНІ যদি পরাবৃত্তের সমীকরণকে আদর্শ 
আকারে লেখ! হয়, তবে উহার অন্ুবন্ধী-পরাবুত্তের সমীকরণ পাওয়া যায়, প্রদত্ত 
সমীকরণে х2 এবং y? এর অহগের চিহ্ন পরিবর্তন করিয়া 


2 2 2 2 ` 
যেমন, ren এবং SEE ee হইল পরস্পর অন্ুবন্ধী-পরাবৃত্ত। 


15. 4x?—9,2—36 পরাবৃত্তের 59-0 পরাবৃত্তটর সমীকরণটি লিখ। 
প্রত্যেকটির অপীমপথের সমীকরণও গিধ এবং নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

16. যদি ৫ এবং e কোন পরাবৃত্তের ও উহার 518441 4914094 উৎকেন্ত্রত! হয়, 
তবে প্রমাণ কর যে 


17. যে গতিশীল বিন্দুর (—6,—4) এবং (2, — 4) হইতে দুরত্বদ্ধয়ের 594 সর্বদা 
6, তাহার সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। 

19. পরাবৃত্রটির সমীকরণ নির্ণয় কর যদি উহার কেন্দ্র (— 1, 3), নাভি (2, 3) 
“এবং উৎকেন্ত্রতা 3/2 হয়। 

19. লেই পরাবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর, যাহায় নাভিদ্বয় (—3,—1) এবং 
(2, — 1) ও তিধঁ্ক-অক্ষ একক 04248 | 

20. একটি পরাবৃত্তের নাভিদ্বয় (6, 2), (—4, 2) এবং ея! 5/4 ; উহার 
সমীকরণ এবং উহার অসীমপথের সমীকরণ নির্ণয় কর 1 

414804 একটি ет চিত্র অঙ্কন কর। 
21. যে পরাবৃত্ের Excess! 2, নাভি (1, 2) এবং অনুরূপ নিয়ামক х--2-0, 


তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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22. কোন পরাবৃত্তের একটি নাভি (2, 3) বিন্দুতে অবস্থিত, অনুরূপ নিয়ামকটির 
সমীকরণ х-Е2у=1 এবং উহার উৎকেন্দ্রতা ,3; পরাবৃত্তটির সমীকরণ নির্ণয় কর । 


উত্তরমালা 


т 21 А5: 719,815, TOE E 94/18 
1. p=1; 2441; N- 3. () 5578/8: (418,0): х= +=, 


ш) АФ; Na; (48,0, xc. 


(iil) 8;8;(+8/9,0); х= 3116. (iv) 5/4; 9/4; (+5]9,0), x= +8/5. 


4. () 16x33-95*—36; (i) 95х3-144у%--900; 
' (iii) 65x*—36y*—411; (iy) x*-y*-82. 

5. Ту*%+94ху-94ах-бау+15а%=0; (—a/8, а): 12x —9y-- 29a—0. 

6, 8x'—-y*-3a*. 7. 5y*—9x?-86. 

8. 8х14-уз-9Т7, 8у%-х3--97. 9. 100y*—44x? —975. 

10. 32*—4y?—48, 1.1 


ОІВ 

12. y*|9-x*[1—1. 13. (i) (,-93); (-8,-9), (5,-3 
(-4,-2), (6,72) ; у%2-%Их-1); ча: x=91|5-, х--11/5. 
(ü) (9,-1):(7,-1);(-9,-1); (6,-1), (72,71) ; y «19 € х-9); 
নিয়ামকদ্বয় : x—AS х=-{. a 
(іі) (—8,1); (00, (4, 1) ; (2. 1), (—6,1): y-1- 4 3(x4-9) ; 
faasa: х--2-0, x4-3—0. 

15. 9у%-4х%-36; у= +(2/3)x (উভয় ক্ষেত্রে); 

(২18, 0), (4/18, 0) (0, 4/13) এবং (0, — N13). 

(87-95-0671. 18. er (/- 8): 


NET 1 নানা EA 

19. (2x1) -(y--1)—6. 20. 208 0- s= YI]; 8х+4у—11=0 এবং 
8х-4у--5--0. 

21. аи осаат. 22. 2х? – Туз –19ху-Мх–18у+62=0. 
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Bd) = Ине Ep VV =9 


ацы. УУ 
кь; v'v 
| ৮৩ зам ০০111 (0১৪৯0) T : 2 
1০৮৭০ бауына арыы 2] 2515 SIS іза Mb) ole Je Eun 
RS lbb due Фрау S) уу Robb МУ ! Bb выю লু ^T 3S lih] [his Bi» S 152১৫14৩21৬ 


I<g? Mik I> g? ЛЫ» 0-2--44--х9 ымны) op 


zlte? =9+50 (4 4) өШе: Su 


হতেন রন) '৪৪-৪(1-4)+5(4-2) ৫544+) s2= g(4— ©+з\4- x) 25811515001 
T< lend T> бай €০৯)+125০৯৯৪ 
| ই ১৩১৫ IALA 152২ БИЛЕ) | Ez 804১৫] 15০] 1৩৫ 
ыы 88 hb 1521৫ ыл able plak z | Била) ( eddeu ouo ) әке ШЕ шы» ৮৯৭ 
Ex» из) (55৫৩ [3০৭ ) 2:১০ kag ৮২০৮ | ыр?ыз ৬৪৩১ akk ak ЫЫ) М) өзе 
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(TANGENTS AND NORMALS) 

81. 854) 

ঘরলরেখার প্রবণতা বিষয়ক ধারপার সহিত ছাত্রছাত্রীদের ইতিপূর্বে পরিচয় 
হইয়াছে। HAMANA যে কোন অংশের পক্ষে এ প্রবণতা PIFI কিন্তু বক্র রেখার 
প্রবণতা রেখাটির বিভিন্ন বিন্দুতে বিভিন্ন। এই রেখার কোন বিন্দু, Pcs একটি স্পর্ণক 
রেখা অঙ্কিত হইলে স্পর্ণক রেখাটির প্রবণতাই এ বক্র রেখার P বিন্দুতে প্রবণতা i 
সুতরাং মুখ্য en হইল এই যে কোন বক্ররেখার কোন নির্দিষ্ট বিন্দুতে স্পর্ণক রেখার 
spi কি হইবে। বর্তমান অধ্যায়ে বক্ত রেখার কোন বিন্দুতে এ স্পর্ণক রেখার সঠিক 
xem নিরূপণ কর! হইবে এবং পরে উহার সমীকরণ নির্ণয় কর! হইবে । ম্পর্শকের 
উপর স্পর্ণাবন্দুটিতে অঙ্কিত ачай অভিলম্ব বলিয়!। পরিচিত। এই অভিপস্বের 
সমীকরণ ও এখানে নির্ণয় করা হইবে । 


82. স্গর্শক ও অভিলন্ব_-সংজ্ঞা 
1. ধরা যাক্‌, প্রদত্ত কোন বক্ররেখা ০ এর যে কোন অনির্দিষ্ট একটি বিন্দু P | 


<> 
বক্র রেখাটির উপর দ্বিতীয় একটি বিন্দু @ 21841524 এবং ছেদক (secant) Pa অঙ্কিত 
হইল ( চিত্র 8.1 দ্রষ্টব্য ) | ধর! 41%, Р স্থির রহিল এবং ০, বক্র রেখা বরাবর P অভি- 
মুখে অগ্রসর হইতে লাগিল। ইহা সম্ভব যে а যখন বক্র রেখ! বরাবর P অভিমুখে 


অগ্রপর হইতে হইতে P এর দিকে 4 fF (as @ tends to P), ছেদক Pa তখন 
=, ә 
একটি নির্দিষ্ট সীমাস্থ রেখ! Рта নিকট হইতে নিকটতর হইতে থাকিবে (ра may 
е 
approach а fixed limiting line PT )| এইরূপ অবস্থায় বলা হইয়া থাকে যে 


এ সীমাস্থ রেখা PT হইল বক্র রেখাটির ৮ বিন্দুতে স্পর্ণক। беге এই প্পর্শক 
রেখার প্রবণতাকেই বক্র রেখাটির P বিন্দুতে প্রবণতা বলা হয়। 


€» 
2. কোন প্রদত্ত ক্ষেত্রে ছেদক ра এর প্রবণতাস্থচক রাশিটি নির্ণয় করা হয়। 


ө 
ইহার Atata মান ( যদি ইহ! оаа হয়) স্পর্ণক রেখা PTA 94151 নির্ণয় করিবে 1 
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এখন সরলরেখার বিন্দু-প্রবণতা আকারের সমীকরণের সাহায্যে ম্পর্শকটির 
সমীকরণ fa করা যাইবে | 


8. er স্পর্শক রেখার উপর cw এবং P RANN সরলরেখ৷ চকে 4% 
রেখাটির P বিন্দুতে অভিলন্ব বলা হয়। যদি স্পর্শক রেখার প্রবণতা? হয়, তবে 
afea রেখাটির প্রবণতা হইবে (-1/т); পুনরায় সরলরেখার সমীকরণের বিন্দু 
প্রবণতা আকারের ন সাহায্যে P বিন্দুতে অভিলম্বটির সমীকরণ নির্ণয় করা যাইবে। 


4. টি M সম্পর্কে Р fege বলা হয় স্পর্শ বিন্দু (point of contact), 


কিন্তু অভিলম্ব EH সম্পর্কে এ একই বিন্দু =কে অভিলম্বটির পাদবিন্দু ( the foot 
of the normal ) বলিয়া উল্লেখ করা হয়। 


দৃষ্টান্ত ৪ বক্র রেখা oci? এর (2,4) বিন্দুতে স্পর্শকের এবং fence 
সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইবে | 

ছাত্রছাত্রীদের নিশ্চয়ই স্মরণ আছে যে y= x? সমীকরণ একটি অধিবৃত্তকে প্রকাশ 
করে, যে অধিবৃত্ত ধনাত্মক /-অক্ষ অভিমুখে বিস্তৃত এবং উহার নাভিলম্ব=1. কিন্ত 
বক্ররেখাটির প্রদত্ত বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয়ের পক্ষে এই তথ্য জানা একান্ত 
আবশ্যক নহে। 

ধরা যাক প্রদত্ত বিন্দু 2: (2, 4) 

দ্বিতীয় একটি বিন্দু a : (247, 441) 
41641 হইল | 


ж- 
তাহা হইলে, Ра ছেদকের প্রবণতা 


y> 


e 
PT স্পর্শকের প্রবণতা 


<> 
=P@ এর প্রবণতার জীমাস্থ মান (limit), 


যখন йэр 
-lim Ë (7. যখন ৪-৮৪, তখন 120, 120) 
/-৯০ А 
k-—0 


tim (44- A) С. Я a বন্ররেখাটির উপর অবস্থিত, 


‚ 4+h=(2+h)2, বা 2/%-4+7) 
-4 
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টীকা: lim E gets কালে দেখা যায় যে ভানাংশাট 0 আকারের ; কিন্তু 
k--0 
এই আনর্ধারত ( indeterminate ) আকার পারহার PRAT ভগ্নাংশাটকে এইরূপ 


পারবাঁতত আকারে লইয়া আসা হইয়াছে যেন উহার সামাস্থ মান নির্ণয় করা যায়। 
(2-8, 4--b)fgen যে বকু রেখাটির উপর 54095 এই তথ্যের সাহায্য লইয়া এবং 
һ->0 এর অপারিহার্য অর্থ h=0 নহে এই মত অনুসরণে এরূপ পাঁরবর্তন করা 
হইয়াছে। 


যেহেতু স্পর্শক 50 2, 4) বিন্দুগামী এবং উহার প্রবণতা 4, 
স্থতরাং উহার সমীকরণ হইল 
-4-4(х-2) 
বা, у-4х-4 
বার, ',' স্পর্শকটির প্রবণত1-4 
অভিলঙ্বটির da= — 1/4. 
*. (2, 4) বিন্দুতে অভিলঙ্কটির সমীকরণ হইল 
у-4--і(х-2), 
বা, 4у+х=18. 


8.3. বিভিন্ন কনিকের স্পর্শক ও অভিলন্বের সমীকরণ 
A. 95: x2+y2=a2, প্ৰদত্ত বিন্দু Р: (хі, y). 
স্পর্শকের সমীকরণ š 
প্রথম পদ্ধতি । ধরা যাক্‌, a: (2, va) হইল বৃত্তটির দ্বিতীয় একটি far 


“e 
তাহা হইলে Pa ছেদকের প্রবণতা 


түш (ха»бхі) 
xa — 


T uc প্রদত্ত টীকা দ্রষ্টব্য ] 
fau P : (ху, 94) এবং @: (хә, yg) বিন্দু দুইটি quu, 
Сам xi? +y? =a? এবং x3? d yg? =a, 
বা, ›®—у›1®= -(ха®— ху?) 


22711. — _ 42745 
31, Ce yu E 
Xg— Ху 2705. 
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<> 
S. ম্পর্শক চার প্রবণতা 


Hm 2x31 pum (-5f2u)- 25121 
Xx, Ха- Ха x,—x, V Yacyi 234 Уі 
уау Ya 
ө 
*১* স্পর্শক PT বিন্দু? : (ху, pi) বিন্দুগামী এবং উহার প্রবণতা (— 21/74) 
উহার সমীকরণ হইল 


E 
Pragam Gans (x—x3) 
Sb рр хх =ру2 +x а 
("Р : (xi, Y1) {8% বিন্দু, JO xit p12 =a?) 
2. 44৯42 বৃত্তের (хі, уу) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইল 
хху+ууу=а%. 


অভিলম্বের সমীকরণ 
যেহেতু Р: (z, уу) বিন্দুতে স্পর্শকের প্রবণতা = ees 


°: P বিন্দুতে afena প্রবণতা a 
ЛОР: (хз у) বিন্দুতে আর, Men হইল 


УТУШ 045), 
Xi 


দ্বিতীয় পদ্ধতি। কলন বিষয়ের সহিত পরিচিত ছাত্রছাত্রীরা অন্তরকলন 
(Differential Calculus )44 নিয্ললিখিত গ্ররুত্বপূর্ণ aforo সাহায্যে 
Р: (ху, уу) বিন্দুতে স্পর্ণকের প্রবণতা সরাসরি নির্ণয় করিতে পারে £ 

বক্র রেখা y = f(x) এর কোন বিন্দু (х, /')তে উহার প্রবণতা হইল, 
(zo y) বিন্দুতে x সম্পর্কে y এর 'ডেরিভেটিভ? বা লব্ধ মান ( deriva- 
tive of y wr.t.x) যদি এ বিন্দুতে এই aata বিদ্যমান হয় 


C provided that the derivative exists at that point ) | 


বিভিন্ন কনিকের স্পর্শক ও অভিলম্বের সমীকরণ 169 
বর্তমান ক্ষেত্রে, 


42402 =a? 
2, 2:2, 42-0, ( x সম্পৰ্কে প্রতিটি রাশির লক্কমান লইয়া) 


`. যে কোন বিন্দু (z, у)с%, = 5 
zone রেখাটির (хі, у) বিন্দুতে প্রবণতা _34" 
Уу 


এবং (хі, уу) বিন্দুতে ইহাই হইল স্পর্শক রেখ'টির প্রবণতা। 
এখন অবশিষ্টাংশ প্রথম পদ্ধতির sort à 


সাধারণভাবে, যে কোন বক্র রেখ! у= 700) এর (xi, yi) বিন্দুতে 
স্পর্শক রেখার সমীকরণ হুইল 


dxlx-x, 
туу 
তৃতীয় পদ্ধতি। কেবল বৃত্তের ক্ষেত্রে এই পদ্ধতি প্রয়োগযোগ্য_ 
অন্য কোন কনিক-এর ক্ষেত্রে নহে। 


মৌলিক জ্যামিতিতে ইহা প্রমাণিত হইয়াছে যে 3294 যে কোন বিন্দুতে ম্পর্শক ও 
ম্পর্শবিন্দুগামী ব্যাসার্ধের উপর 219 1 


বৃত্তের এই ধর্মের সাহায্যে উহার প্রদত্ত কোন বিন্দু, ধরা যাক্‌, (хі, уу) তে 
উহার স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর! যায়, যথা £ 
(хл, әз) বিনুগামী ব্যাসা্ধের প্রবণতা ance 
ГС. х®-Ьу® =a? বৃত্তের কেন্দ্র (0, 0) বিন্দুতে অবস্থিত। 1 
2. ব্যাসার্ধটির উপর ataqa প্রবণতা RINT 


এবং ইহাই হইল (ху, ул) বিন্দুতে স্পর্শক রেখার প্রবণতা 1 
তাহা হইলে (প্রথম পদ্ধতির স্যায় ) স্পর্শক রেখাটির সমীকরণ হইল 


25 E RM 
уа md cA dx 
y- yi ] 


বা, yya хх 9x, +y =a. 
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টাকা 1 (ху, ya) বিন্দুতে স্পর্শক রেখার সমীকরণ নির্ণয়ের সময় পরোক্ষে 
ধারয়া লওয়া হইয়াছে যে ১:৮0, কারণ তাহা না হইলে স্পর্শক রেখাটির প্রবণতা 
নির্ণয়ের জন্য ху কে ya দ্বারা ভাগ করা যাইত না। 

কিন্তু ইহা অবশ্যই স্মরণ রাখিতে হইবে যে rxy Бууз =a? এই চূড়াস্ত хар 
সর্বদাই সত্য, এমন কি 0 হইলেও । কারণ, যদি 91-0 এবং xa হয়, 
তাহা হইলে ওঁ яд হইতে х-а পাওয়া যায় এবং ইহা হইল (4, 0) বিন্দুতে 
স্পর্ণকের সমীকরণ। 559404, যখন ya =0 এবং ху=-—а, তখন таб হইতে 
পাওয়া যায় = —a এবং ইহা (—а, 0) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ। লক্ষ্য কর 
যে যখন у —0, তখন xy =F] а 5841 —a. 

B. 48: х°+у°*+2ех+2/у+с=0, প্রদত্ত fq P (k, y) 
স্পর্শকের সমীকরণ 

প্রথম পদ্ধতি। ধরা যাক, a : (xa ya) Таба উপর দ্বিতীয় একটি fii 


€» 
Ра ছেদকের 444%|-22-71. (Qo) 
xg — X1 


+", বিন্দুতে স্পর্শকের প্রবণতা 


শা এর প্রবণতার সীমাস্থ মান, যখন 445 রেখা বরাবর ӘР. 
=lim Pai alin [-*a+zi+2g)_ xig 
X,x,*2 — X1 ха.) Уау 2f yif 
Jai PAS 
[ আনুষঙ্গিক হিসাব £ যেহেতু P (ху, уу) এবং a : (xa, ya) тез 0%, 
494: x1? Hyr? 4-294 +2fy, +c=0 
এবং х2 +22 -2gxg -2f vg +с=0. 
2. বিয়োগ করিয়া, 
ха? — xit -F ya? -/5942455 — 14)--2f(yg — 54) -0 
বা, Wwa-yı) vı ya -2f)— — (s — у)(ху + xg +2g) 


বা, 28-21. _zrkze-+2g_ 
2১2০৮ SED, 167 পৃষ্ঠার টাকাটি ад | 


এখন P : (ху, ys) বিন্দুতে ম্পর্শকটির সমীকরণ হইল 


175: 2574৫ — x1) 
21 


3h »xi—-yi?- vf - yaf 9 — xx. — gx xao gna 
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বাঃ xxíyya t fy fry dx — gx = xi ya? 
е -—2gx1-2fvi — c 
[ যেহেতু £124 2+ 29%, +2fyi +c=0, 
সুতরাং ইহা! লেখা যায় যে, x1? Hyi? = -28x1-2fvi 7 c] 
স্থতরাং সমীকরণটি অবশেষে হইল : 
хха Вур t (еуі) dlc) +0 
টাক! | যে কোন কাঁনকের (ха, Yi) বিন্দ;ুতে প্পর্শকের সমীকরণের “প্যাটার্ন” 
বা ছচি ( pattern ) নিম্নের 1845414 অনুসরণ করেঃ 
G) কানকের সমীকরণে 2৪ এবং 7-বাশঘ্ট পদগযীলতে х2 এবং y? এর 
গাঁরবর্তে যথারুমে xx, এবং ууу 'লাখতে হইবে 1 
(8) x এবং р বিশিষ্ট পদগনুলির ক্ষেত্রে 2 এবং 2) এর পাঁরবর্তে যথাক্রমে 
xx, এবং y+ yi লাখিতে হইবে 1 
(а) যাঁদ কাঁনকের সমণকরণে ху 1090 পদ থাকে, তবে 2%) এর পরিবর্তে 
23458 লিখতে হইবে । 
(iv) нат পদাঁটকে অপাঁরবাঁতত আকারে রাখিয়া দিতে হইবে 1 
এই নিয়মগুলির প্রয়োগ ছার! ছাত্রছাত্রীর নিয়ের প্রদত্ত ফলগুলি যাচাই করিয়া 
দেখিতে পারে £ 


কনিকের সমীকরণ (x, 9) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
у? —74ax ууу =2а(х+х\) 
8১:25 XX) LYY 
Fd: xn AU 
да уй Xx, OV 
2270871 ra: ұлы 
ху=с® хуу+хуу=2с* 


দ্বিতীয় পদ্ধতি। 2:9+)৪+424%4-2)+০-0 হইতে উভয়পক্ষকে x সম্পর্কে 
ডিফারেনশিয়েট্‌, ( differentiating with respect to х) করিয়া পাওয়! যায়, 


2x42, B 2942/5 -0, 


dy. xs 
বা, যে কোন বিন্দু (x, ))তে, ৫৮ JEF 


(x1, уз) বিন্দুতে স্পর্শকটির প্রবণত|= (x, 01) বিন্দুতে P. Du 


এখন শেষাংশ প্রথম পদ্ধতির অনুরূপ | 
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তৃতীয় পদ্ধতি। যেহেতু 
x? +y? -2gx + 2fr+c=0 
7, Cer? f)? - gif? с, 
স্থতরাং 4404 কেন্দ্র হইল ( — g, — f). 
(ха, 21) বিন্দুগামী ব্যাসার্ধের аң =i F f 


xıtg 
4. (xr vi) বিন্দুতে এই বিন্দুগামী বটাসার্ধের উপর লঙ্ব স্পর্শক রেখার প্রবণতা 
ee Tus] 
etf 
এখন অবশিষ্ট অংশ প্রথম পদ্ধতির অনুরূপ | 


[এই পদ্ধতি কেবল বৃত্তের ক্ষেত্রে প্রযোজ্য, অন্ত কোন কনিকের ক্ষেত্রে নহে; 
কিন্ত প্রথম অথবা! দ্বিতীয় পদ্ধতি যে কোন qa রেখার ক্ষেত্রে প্রয়োগ করা যায়। ] 


অভিলন্বের সমীকরণ 


যেহেতু, (ал, 21) বিন্দুতে স্পর্শকের প্রবণতা - 4778 
517 


' ৮027 
2. এ বিন্দুতে অভিলঙ্বের প্রবণতা Ee 
সুতরাং (x, уу) বিন্দুতে অভিলঙ্ঘটির সমীকরণ হইল 
৮7০28 +f d. 
MS. peus x1) 


"বা, Bird РЕ "er: LY 
177 xitg 


C. wí&ge: y*-4ax, প্ৰদত্ত বিন্দু P (хл, y1) 
স্পর্শকের সমীকরণ 

ধরা ай, অধিবৃত্তের দ্বিতীয় একটি বিন্দু а(х, уа). 

P : (x, уу) বিন্দুতে স্পর্শকের প্রবণতা 


<> 
ছেদক Ра এর প্রবণতার সীমাস্থ মান (limit) যখন বক্ত রেখা বরাবর a—P. 


„аш. бастай 0.142. 25 
xQx,*49—Xi у,>у, Paty, Уу 
Vai 
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[ আনুষঙ্গিক হিসাৰ £ যেহেতু Р: (хуу) аа: (Xs va) অধিৃত্বন্থ বিন্দু, 


স্থতরাং y1* —4az, এবং 0192» 4428 
বিয়োগ করিয়া, ра? -y3 425 — xi) 


চে 2 
জকি 7 পাতার টাকাটি 0411 


P : (z уу) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইল 
2а 
77:41 
বা, 78758772225 
বা, 70529272228 4752 
—2ax -2ax +4ахі С. уі! = baxı) 
অর্থাৎ,  ууу=2а(х+х,). 


Qe! Calculus (কলন ) এর সাহায্যে (x, vi) বিন্দুতে এইভাবে 
স্পর্শকের প্রবণতা পাওয়া যায়। যথা ঃ 
VO у? =4ах. 
SS & সম্পর্কে “ডফারেনাশয়েশন:' দ্বারা ( on differentiation w.r.t. х ) 
পাওয়া যায় 


dy „а 
dx у” 
и. беа y1) বিন্দুতে দ্গশকটির প্রবণতা (0) - -2 
у= 21 
এখন উপরে প্রদত্ত উপায়ে (ху, уу) বিন্দুতে স্পশ'কটির সমীকরণ নির্ণয় করা 
যাইবে 1 


অভিলম্বের সমীকরণ 
যেহেতু (х1, ул) বিন্দুতে "Чаба প্রবণ -2 ; 


যে কোন (x, р) 14424, 20 -4а, "i 


(xx, уу) বিন্দুতে অভিলম্বের প্রবণতা = -% 
এবং (ху, уу) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ হইল 
75577888755) 
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সমীকরণটির বিকল্প রূপ š 


ধরা 41%, ium তাহা হইলে y, = —2am. 


тіз —4a2m2 A 


যেহেতু, y1? —4ax3, 49415 পল 42 
সুতরাং, যদি অভিলম্ঘটির প্রবণতা m ধরা হয়, তাহা হইলে উহার 
পাঁদবিন্দু হইল _ 
(0178, -2ат). 
এবং এই ক্ষেত্রে অভিলস্বের সমীকরণটির আকার হইবে 
y-F2am 7 m(x – ат?) 


বা, y-mx-2am-am? 


D. ege: +:+/5-1, প্রদত্ত Gus y) 
ধরা যাক а: (xg, уа) উপবৃত্তটর উপর দ্বিতীয় একটি বিন্দু। 
Р: (x, уу) বিন্দুতে স্পর্শকের প্রবণতা 


ә 
= ছেদক Pa এর প্রবণতার সীমাস্থ মান (limit), যখন বক্র রেখ! বরাবর © УР. 
72:1. Jim. (-5 хаа) -b x 


= lim —3— 3 T, 
xxx, 48—X3 х,>х\ 47 yatyr a* yi 


১২৯৪ 
тараны হিসাব £ Р: (хрр) এবং а : (хауз) উপবৃত্তস্থ বিন্দু বলিয়া 


cm =1 এবং s Hu 


Ms ছারা, 7 (os? =з 2) y («49 232) 


e 2 
SQ Hia 25 Zac i. 167 পাতার টাকাটি айп ], 
Xag—Xi 47 Daty 


বিকল্প পদ্ধতি : Calculus এর প্রয়োগ £ 


2 2 
Acl হইতে 
x সম্পর্কে А করিয়! পাওয়া যায়, 
v dy. 
atis dx AC 
b 
বা, যে কোন বিন্দু (z, V1), 27. res Б 
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`. (z, уу) বিন্দুতে স্পর্শকটির MAE -2 n de 


Ky =), a? n 
যেহেতু, (x191) বিন্দুতে স্পর্শকটির প্রবণতা = — ED 
(ху, уу) বিন্দুতে Bs সমীকরণ - 


у= n=- pc -xð 


বা, уурт = 5 (xx4— 2,3) 


2 2 
qi, DIL аулы ৮4০: 82: 
৫৪ 


АСЫ P 
XX: 2 2 
v TAABRI =1 ['." (2%, ya) Dat একটি АЧ) 
আভলম্দের সমীকরণ М | Ç 
যেহেতু (хі, 31) বিন্দুতে স্পর্শকের প্রবণতা = -5a 
1 


^ 
অতএব (ху, уу) বিন্দুতে "ЧЇв সমীকরণ d" 


'. (ху, 35) বিন্দুতে অভিলঙ্গের প্রবণতা = 


2 
a 
y-Y1 7 ра 822 (х-х) 
1 


বা, 2০822 


y/b? 6652 
E. #9149: s -3,51 প্ৰদত্ত fan P : (ха, уа) 
স্পর্শকের সমীকরণ 


হুবহু উপবৃত্তের ক্ষেত্রের স্যায় যুক্তি অনুসরণ করিয়া ছাত্রছাত্রীরা নিজেরাই প্রমাণ ` 
করিতে পারিবে যে 
P š (жу, уу) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইবে 
£41 ӘУ, 
аа ы 


অভিলম্দের সমীকরণ 
P: (х,у) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ হইবে 


а? 
yo gm [TER (2-21) 


З У-Уі,Х-Х51 
C b E 5% 
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অনুশীলনী 
1. নিয়লিধিত বৃত্তগুলির প্রত্যে কটির প্রদত্ত বিন্দুতে স্পর্শক ও অভিলম্বের সমীকরণ 
নির্ণয় কর : [ তিনটি পদ্ধতিই প্রয়োগ কর 1 


() х®+у#=25, (3, 4) বিন্দুতে ; 
(ti) x2+y2—6x+8y—25=0, (—2, 1) বিন্দুতে ; 
(iii) 2x2+2y2 — 3x+5y — 2-0, (2, 0) বিন্দুতে ; 
(৮) (x<—1)2+(y+2)2=5, (3, —3) বিন্দুতে i 

2. নিয়লিখিত ক্ষেত্রে 45 ও অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় কর : 


A xt y» 
0 3541672 উপরৃত্ের (—3, 2) বিন্দুতে; 
(ü) х®=4у অধিবৃত্তের (2, 1) বিন্দুতে ; 

(8) 928 — 459 =36 яяңсан (3, 329] REY; 


(iv) y8—4(x—1) অধিবৃত্তের (5, 4) বিন্দুতে ; 


9) CPI eurer (2, -2) বিন্দুতে; 
(vi) 3x*-F4y? — 6x-F8y — 45—0 উপবৃত্তের (—3, —2) বিন্দুতে ; 
(vii) x* 25р - y? —2x +4y+4=0 পরাবৃত্তের (2, —2) বিন্দুতে i 
3. (-2,-1) বিন্বুগামী যে রেখাগুলি 52492=5 উপবৃত্তের স্পর্শক, 
তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
[ সমাধান £ ধরা 919, (лі, 93) স্পর্শবিন্দু। 
(ха, yi) বিন্দুতে প্রদত্ত 984294 স্পর্শকের সমীকরণ হইল 
5xxi yy 75. 
(—2, —1) বিন্দু এই স্পর্শকের উপর অবস্থিত হইবে, যদি 
5(—2)х1+(—1)уу=5 হয় 
অর্থাৎ, wfr—10x;—»4,25 হয় 2 টা 35 (ü) 
(z, уз) 840 944404 উপর অবস্থিত ; সুতরাং 
5х12+у2=5 ee 3: S (i) 
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(i) (ü) সহ-সমীকরণ দুইটি সমাধান করিলে পাওয়া যায় 
х= —2/3, уі-5/3; অথবা, х= —2/7, уу = — 15/7. 
অর্থাৎ, দুইটি স্পর্শ বিন্দু আছে, যথাঃ š: 
(—2/3, 5/3) এবং (—2/7, -15/7) 
এই মানগুলি 5хху+ууу=5 এ বসাইয়! এ স্পর্শ বিন্দু দুইটিতে ম্পর্শকের 
সমীকরণ হইল : 
2x-y43-0;  2x43y47-0. 
4. (1,2) বিন্দু হইতে x2 +2y2 =6 উপবৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
5. পরাবৃত্ত x2—492—12 এর যে ্পর্শকগুলি (3, 0) বিন্দুর মধ্য দিয়া যায়, 
তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
6. (5,6) বিন্দুগামী যে রেখাগুলি ›®=4х অধিবুত্তের স্পর্শক, তাহাদের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 


উত্তরমাল! 
1. (i) 3x+4y=95;4x—-8y=0. (ii) ysxt8;xtyT1-0. 
(lil) x--y 72-0; x—-y-2-0. (iv) 2х-у-9-0; 2у-4-х--9-0. 
2 wh: () x-y-5-0. (ü) х-у-і-0 (Ш) 9x-9J5y=13. 
(iv) 2у-х-3-0. () 4х-у-6-0. (vi) 8х+у+11=0 
(уй) 3x4-2y-2—0. 
অভিলম্ব £ (৫) y+x+1=0. (Йй) y+x=8. (ii) 18у+4/5х= 8946. 
(v) y+2x-14=0. (v) 2y+x+2=0. (vi) x—8y-8-0 
(vii) 2x- 3y- 10=0. 
4. уіх-8-0;5у-х-9-0. 5. х-у=8;х+у=8. 
6. х-у+1=0;х—Бу+25=0. 


84. প্রদত্ত প্রবণতা m-s( স্পর্শক 

প্রাথমিক বীজগণিত হইতে জান! যায় যে সহসমীকরণ হিসাবে x এবং y এর 
একটি প্রথম-ঘাতের সমীকরণ ও একটি দ্বিতীয়-ঘাতের সমীকরণ যদি সমাধান কর! 
যায়, তাহ! হইলে দুই জোড়! Я41414--441 474, (хі, уі) এবং (2১ Уа) পাওয়া 
যায়, যাহার! বাস্তব чай জটিল রাশি। দুই মাত্রার বিশ্লেষণ জ্যামিতিতে একটি 
প্রথম-ঘাতের সমীকরণ একট দরপরেখাকে প্রকাশ করে, এবং একটি দ্বিতীয়-ঘাতের 
সমীকরণ একটি কনিককে প্রকাশ করে, তা সে প্রকৃত কনিক অথবা 5449 কনিক 


12 [ জ্যা. ] 


178 স্পর্শক এবং অভিলম্ব 


যাহাই হউক। чая: একটি সরলরেখা একটি কনিককে আদৌ ছেদ না করিতে 
পারে-_ইহা ঘটে যখন যুগ্ম সমাধান (ху, yi) এবং (ха, уа) এর উভয়েই জটিল 
রাশি। কিন্তু যখন কোন лай কোন কনিককে ছেদ করে, তখন সাধারণত 
দুইটি বিন্দুতে এই ছেদ হয়। যখন এই দুইটি ছেদ-বিন্দু একটিমাত্র বিন্দুতে 
পরস্পর মিলিত হইতে অগ্রসর হয়, তখন ওঁ সরলরেখার সীমাস্থ 
অবস্থানে Gul কনিকটির স্পর্শক mui | 


সংজ্ঞা । কোন রেখা LO কোন কাঁনককে ছেদ কাঁরলে যে দুইটি ছেদাবন্দ;, P, 
এবং Pg উৎপন্ন হয় তাহারা যখন 

কোন একটিমার বিন্দু PUS পরস্পর 
মিলিত হইতে অগ্রসর হয় (রেখা চকে 
নিজ অবস্থানের সহিত সমান্তরাল- 
ভাবে Р আভিম্মখে গাঁতশীল করার 
ফলে ) তখন 1 রেখার ch. 
অবস্থানে উহাকে কানিকাঁটর স্পর্শক বলা 
হয়। (її 8.2 দুন্টব্য।) ইহা পূৰ্বে 
8260) অন্যচ্ছেদে প্রদত্ত সংজ্ঞারই 
সাধারণ রূপ | চিত্র 89 


এইস্থলে [কিন্তু একটি বিষয়ে বিশেষ দৃষ্টি আকর্ষণ করা যাইতেছে, যে কোন 
রেখা যদি কোন কনিককে একটিমাত্র বিন্দুতে ছেদ করে তাহা হইলেই 
উহাকে কনিকটির স্পর্শক বল! যায় না, কারণ এইরুপ প্রকৃতির অনেক রেখা 
আছে, যেমন আধবৃত্তের অক্ষের সাঁহত সমান্তরাল রেখাসমূহ, যাহারা কনিকটির স্পর্শক 


প্রশ্ন 1. এইরূপ শর্ত নির্ণয় কর যেন প্রদত্ত প্রবণতা %-বিশিষ্ট কোন 
রেখা GATE x2/52.1.,2/52 1 এর স্পর্শক হুইতে পারে। 


এখানে ধরিয়া mem হইল যে স্পর্শকটি বিদ্যমান এবং উহার প্রবণতা m ; ধরা 


€» 
টি টারজান P সর মা 
Gm ата ) | 
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е 
PT রেখা উপবৃত্তকে যে বিন্দুতে স্পর্ণ করিবে, তাহার স্থানাঙ্ক পাওয়! যাইবে 


(іңіз সহসমীকরণ দুইটি সমাধান করিয়া, qut : 


у=тх+с РА 2i (1) 
са пыш, 27 (ii) 


(2) প্রদত্ত এর মান (ii) বসাইয়া, 
“шс =1 


হট nae %2-1-0 7 @ 


pr রেখ! সম্পর্কে বিশেষ লক্ষণীয় বিষয় হইল এই যে।সাধাঁরণ ক্ষেত্রে প্রত্যাশিত 
ছেদবিন্দু দুইটি এখানে একটিমাত্র বিন্দু P তে পরল্পর মিলিত হইতে যাইতেছে 
অর্থাৎ, দ্বিধাত সমীকরণ (0) এর বীজ দুইটি অবশ্যই সমান হইবে, কারণ зен! 


উভয়েই সীমাস্থ অবস্থায় P এর ভূজ হইবে। 
führe সমীকরণ (ii) এর বীজ দুইটি সমান হইবে, যদি সমীকরণটির নিরূপক 


49 হয়; 
অর্থাৎ, যদি গা -40+ ny - )=0 হয়; 
ইহাকে আরও А ফলে পাওয়া যায়, 
০৪৮৫9772468 
я, "cx Мат? +bš E (iv) 
তাহা হইলে (iv) সম্পর্কটিই হইল y o тх +e এর স্পর্শক হওয়ার নির্ণেয় 


শর্ত। 
সুতরাং যখন প্রবণতা m নির্দিষ্ট বা প্রদত্ত থাকে তখন উপবৃত্তটির দুইটি 
স্পর্শক £ 
у=тх+ Jatm2+b2, Ti (v) 
(vi) 


এবং yemx- Јата +03, 
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(iv) সমীকরণ হইতে প্রদত্ত c এর মান (їй) এ বসাইয়া পাওয়া যায়, 
a m e 2m Ма?тё +b? нат? —0 


2862 b2 b2 
a2m2 +b? т) 2 
বা, NE) =0 
a?m a?m 
অর্থাৎ, х= Д s 
Уж Mam? 4- b? ат? +b? 
7. সমীকরণ (৫) হইতে р এর 5944 মান দুইটি হইল যথাক্রমে 
b2 ? ыра 


Jam? চহ এবং уала’ 
5 @) এবং (vi) নির্দেশিত স্পর্শক দুইটির স্পর্শবিন্দদ্ধয় হইল যথাক্রমে 


?m b? 
(с অহন দা T 
Мат +b? “a2m2- b 


বিকল্প পদ্ধতি 
ধরা যাক, P : (xx, pa) হইল স্পর্শবিন্দু। 
তাহা হইলে উপবৃতটির P বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইল 


ааа Уі ЕСУ) 
а ৮৪ 
যদি y— mac ( যেখানে m প্রদত্ত ) রেখা P বিন্দুতে ম্পর্শক হয়, তাহা হইলে 
(vii) সমীকরণ এবং সমীকরণ 
тх-у--с Ue (уйі) 


একই রেখা নির্দেশ করে, 49415 x এবং y এর সহগগুলি অবশ্যই সমানুপাতিক 
হইবে | 


ағадан ls 
4m =2 -с 
m b? 
বাঃ Хі----- yi-- 


পুনরায়, যেহেতু Urs, уз) বিন্দু উপবৃত্তটির উপর অবস্থিত 


MES Mau 
š: сые 
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বা, a2m2 + 52 = 
LIS ү 
ইহাই স্পর্শক হওয়ার শর্ত। = (атр দুইটি পূর্বের ন্যায় এখন সহজেই নির্ণয় কর! 
বাইবে। 
'অনুসিদ্ধান্ত 1. b2 এর পরিবর্তে ৫৪ ধরিয়া, অথব। পূর্বোক্ত পদ্ধতি হুবহু অনুসরণ 
করিয়া х2 +y? 2a? বৃত্তকে у-тх-Ес (т প্ৰদত্ত ) রেখ! যে শর্তে স্পর্শ করিবে 
তাহা! নির্ণয় কর! যায়; ওঁ শর্ত হইল ২ 


e= +a m*-41. 
এবং তখন স্পর্শক দুইটির সমীকরণ হইবে 
у=тх+а 47৮11, [fmm : (т a 


এবং у=те-а meri. [Ra (m nel 


অনুসিদ্ধান্ত 2. অনুরূপভাবে natae ZiT aT 1 কে у=тх+с রেখা 
যে শর্তে স্পর্শ করিবে তাহা হইল 
с-з Va2m _&8. 
544% দুইটি হইল 
1458 5 ат e a 
у= mx 42785 ше (- Ж, deir NE я] 


2 
ex som Jimi [শপ (00 ক] 
ছাত্রছাত্রীদের পক্ষে অন্গুসিদ্ধান্ত 1 এবং 2 এর ফলগুলি যাচাই করিয়! দেখা 
একান্ত আবশ্যক | 
প্রশ্ন 2. y=mv+c Cm প্রদত্ত ) রেখা যে শর্তে অধিবৃত্ত у? =4ах 
কে স্পর্শ করিবে তাহা নির্ণয় কর। 
ধরা যাক্‌, প্রদত্ত রেখা অধিবৃত্তকে যে বিন্দুতে স্পর্শ করে তাহা Р; P এর স্থানাঙ্ক 
নির্ণয়ের জন্য নিম্নের সমীকরণ দুইটি সমাধান করিতে হইবে + 
у=тх+с উড Жа». Ө) 
এবং у2=4ах СТЕ (ii) 
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(0 হইতে প্রাপ্ত y এর মান (ii) এ বসাইয়! পাওয়া যায়,, 
(mx--c)? =4ах 
বা,  m?x?-F2(mc — 2a)x+-c2=0 -.. (iii) 


রেখাটি সাধারণ অবস্থায় অধিবৃত্তকে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে; কিন্তু যেহেতু 
উহা স্পর্শক, সুতরাং ছেদবিন্দু দুইটি একটি মাত্র বিন্দু P তে মিলিত হইতে পরস্পরের 
অভিমুখে অগ্রসর হইয়াছে ও নিকটবর্তী হইয়াছে। অর্থাৎ রেখাটির সীমাস্থ অবস্থায় 
(87% সমীকরণে (їй) এর বীজ দুইটি অবশ্যই সমান হইবে ( যেহেতু উহার! উভয়েই 
Р এর ভুজ )। বীজ দুইটি সমান হইবে যদি (1) এর নিরূপক wg হয় ; অর্থাৎ যদি 


4(mc — 2а)? — 47809 = 0 
বা, с-а/т 
ইহাই ম্পর্শক হওয়ার নির্ণেয় শর্ত। 
সুতরাং y= mx si সর্বদা (অর্থাৎ m এর যে কোন মানে ) অধিবৃতটিকে mof 


করে; ইহা সহজেই নির্ণয় করা যায় যে স্পর্শবিন্দুটি হইল 


বিকল্প পদ্ধতি 


ধরা হুইল, у=тх+с রেখা অধিবৃত্টিকে (х,у) বিন্দুতে "4 করে) 
তাহ! হইলে নিয়্লিখিত সমীকরণ দুইটি, যথা 
уу = 2а(х-+х) 
এবং у -тх-Ес. 


একই রেখা নির্দেশ করে; স্থতরাং উহাদের অনুরূপ সহগপ্তলি অবশ্যই সমানুপাতিক 


5214 | 


অর্থাৎ, y ‘= এবং এ’ x = 


fri 3) বিদু ei m 


y»? 54220 
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ৰা, c= (কি হওয়ার নির্ণেয় শর্ত ) 


অর্থাৎ, т এর যে কোন মানে у=тх+= রেখা অধিবৃত্ত v*-4ax কে 
স্পর্শ করে। উপরে x' এর মানে с-а/т বসাইলে স্পর্শ বিন্দুটির স্থানাঙ্ক পাওয়া 
যাইবে a. 2а) I 


বিকল্প পদ্ধতিটি এই প্রকার প্রশ্ন সমাধানে সাহায্য করিবে, 'যেমনঃ কোন 
রেখার সমীকরণ প্রদত্ত আছে; এইরূপ শর্ত নির্ণয় করিতে 8204 যেন: 
উহ! কোন বক্ররেখার স্পর্শক অথবা অভিলন্ব হইতে পারে | 


অনুশীলনী 
1. প্রমাণ কর যে সরলরেখা 770 অধিবৃত্ত у? = 4а(х+а) কে স্পর্শ 
করে, যদি с=ат+ат হয়। 
2. প্রমাণ কর যে [х+ту+п=0 সরলরেখা অধিবৃত্ত y2=4ax কে 4 
করিবে, যদি In=am হয়। 
3. প্রমাণ কর যে x2Ja2--y2/b2=1 উপবৃত্তের অভিলম্বের সমীকরণকে 
নিয়ের আকারে লেখা যায়, যথা 


(а Ъз) , 
৮7৮৮. а қыта 
A. প্রমাণ কর যে le+my=n রেখা 98446 х2/43--у%|)%-1 «m 
অভিলম্ব লইবে, যদি 22/12 -b?[m* -(а3- Ь2)2/л2 হয়। 
[ ইঙ্গিত £ (су) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ হইল 
yey (EP x x) 
বা, b*x'y-a*y'a-(b* — a*)x'y" 
এই সমীকরণকে এখন প্রদত্ত সমীকরণ 
my+Ix=n 


এর সহিত তুলনার দ্বার! (y)ffm কর। ইহার পর (у, у) যে উপবৃততহ বিন্দু এই তথ্যটির 
সাহাধ্য লও । ] 
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5. (i) প্রমাণ কর যে x cos <+ 51৭৯1 রেখা পরাবৃত্ত 2/৫2 – y2/b2 —1 
কেম্পর্শ করে, যদি p? =a? cos? « — b? sin? < হয়। 
(ü) অন্তরূপ প্রশ্নঃ (4411х--ту-п 9199 х2/а2 — y2/b2 =1 কে স্পর্শ 
করিবে, যদি ৫৪1 — b2m2 =n? x | 
6. উপরের 5নং প্রশ্নে পরাবৃত্তটির পরিবর্তে যদি উপবৃত্ত xla? b=] 
লওয়া হয়, তবে দেখাও যে (1) এর ক্ষেত্রে শর্তটি হইবেp2 = а? cos?« --b3 sin2« ; 
এবং (ü) এর ক্ষেত্রে “40 হইবে 212 +22 =. 
7. 54448 v? —4ax কর্তৃক y—mx-Fc রেখার উপর ছিন্ন জ্যা এর দৈর্ঘ্য 
নির্ণয় কর। 
[ইঙ্গিতঃ রদ রেখা ও рєт ছেদবিন্দু দুইটি নির্ণয়ের জন্য সমীকরণ দুইটি সমাধান কর। 
এই বিন্দু দুইটির әз x, এবং x, পাওয়া, যায় সমীকরণ 
т?*х*+9х(тс— 2a) + c? 0, 
হইতে এবং তখন 
9(mc— 2а) 
(৯, 


- ёз 
5725 ০ 


^ (а) (x, +x)’ 421X; 


zi(me-9a) 4c* 16a(a— mc) 
m* m m* 


SUA - yo mix, х), বিন্দু দুইটির কোটি »,, у, ধরিয়া। 
5 fcf দৈর্ঘা= my ОА mx e Етї(х,—х,) 


= Een aa mc) | 


8. প্রমাণ কর (উপরের প্রশ্ন 7 এর অনুরূপ ) যে উপবৃত্ত x2/,24-,2/52 —1 
( অথবা, পরাবৃত্ত <2Ja2 — 2/52 —1 ) কতৃক সরলরেখ| v—mx-Fc এর উপর 
Бя জ্যা এর দৈর্ঘ্য হইল 


1241 J1-Em3 Ja2m2 +b2 — cà 
a2m2 +b? 


(se. |2ab | 1778 nn br) 
q2m2 — bš 


দেখাও যে বৃত্ত x2 +y2 — a? এর ক্ষেত্রে জ্যাটির দৈর্ঘ্য হইবে 


2 4? (12-m3)- 08, 


11775 
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9. (O প্রমাণ কর যে у=х+с,/2 সরলরেখ| х?+у#=с® табса 
€— cl 42, cl ,/2) বিন্দুতে স্পর্শ করে। 
Gü) х+у=2+ J2 সরলরেখা х2--у2-2)-2у-1-0 {шт স্পর্শ 
করে কিনা নির্ণয় কর। 
Gü) এইরূপ শর্ত নির্ণয় কর যেন 
(а) 3+4)৯% রেখা x3 - y? — 10x таф স্পর্শ করে; 
(b) x cos «4-y sin «-р রেখা 
x? -F y? —2ax cos &—2Ьу sin <— a? sin? <=0 таг 94 করে। 
[উঃ (d) К-4041-10; (b) р-а cow «--b sint «+ Wa? Fb sin? « | 
(iv) প্রমাণ কর যে х++у=1 রেখা অধিবৃত্ত y= x — x? কে স্পর্শ করে। 
(৮) প্রমাণ কর যে у-х- 47/2 রেখ! উপবৃত্ত 3244)2=1 কে 
স্পর্শ করে। 
(vi) দেখাও যে x cos 4+y sin «ep রেখা অধিবৃত্ত y? = 4ах কে স্পর্শ 
করিবে যদি p= —a sin < tan < £1] 
10. ()48х2--)2-6ұ--4у-12 এর যে gf 4х+3у+5=0 
রেখার সমান্তরাল, তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
[ ইঞ্জিত £ тейи সমীকরণ হইল 
(x— 3)? (y 4 9)* e 5*. 
4х-Е8у--5-0 রেখার সমাত্তরাল যে কোন নরলরেখার আকার হইবে 4х5-8у--с-е0 এবং ইহা 
বৃত্তটির 'পর্শক হইবে, fw ইহার (0, —2) হইতে দুরত্ব £5 এর সমান হয়। { 
аре 
অর্থাৎ, с-19, বা, ৪81 
биз 'পর্শক দুইটি হইল 4x--3y--19—0 বা, 4х+3у—81=0. ] 
পরীক্ষা | এই পদ্ধাত কেবল বৃত্তের ক্ষেত্রেই প্রযোজ্য, অন্য কোন কাঁনকের ক্ষেত্রে 


নহে। | 
(й) х®+у®=а® বৃত্তের সেই স্পর্শক বাস্পশকিসমূহের সমীকরণ নির্ণয় 


কর যাহা বা যাহারা 
(а) y=mx+c রেখার সমান্তরাল; 
(b) :-%+০ রেখার উপর লম্ব i; 
(c) (b, 0) বিন্দঃগামী। 
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(d) অক্ষদ্বয়ের সাহত এইরূপ একটি lager উৎপন্ন করে যাহার ক্ষেত্রফল ০৪, 
Gü) একটি বৃত্ত (—1, 1), (0, 6) এবং (5, 5) বিন্দগামী। এই বৃত্তের যে 
বিন্দ;সম্‌হে স্পর্শ কগনীল ব্ত্তাটর কেন্দ্র ও মুলাবন্দর সংযোজক রেখার সমান্তরাল, 
তাহাদের নির্ণয় কর 1 
[উঃ (i) y=mx+aJ1+m"* 377)4--4:95/17%7 
94354857৫8৮ 4০৪৭৪ (ii) (—1, 5); (5, 1) ] 
11. @)2х+›=0 রেখার সমান্তরাল যে রেখা у? =4ах অধিবৃত্তের э 
তাহার সমীকরণ এবং স্পর্শবিন্দু নির্ণয় aq | 
(а) উপবৃত্ত 4x3 --3y2 —5 এর যে স্পর্শকগ্ুলি =3%+7 রেখার সমাস্তরাল 
তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। 4 


যে ম্পর্শকগুলি x অক্ষের সহিত 60° কোণে নত তাহাদের স্পর্শ finge 
নির্ণয় কর। 


(іі)  পরাবৃত্ত 4x3 9,2 — | এর Gb "Pe 4y—5x--7 রেখার সমাস্তরাল 
তাহার সমীকরণ নিণয় কর। 


[% (i) 4x+3y+a=0; (а, =a). (й) ১৪444715018 


8৬65 9,195 На o 
tS +°), _ == + 161 
(+ 26° 57% ) (ІШ) 24y—830xe +, 1 


85. оте একটি বিন্দু দিয়া দুইটি স্পর্শক গমন করে 


প্রতিপান্থা। প্রমাণ করিতে হইবে যে ата একটি বিন্দু (4) рт) দিয়া 
সাধারণভাবে কোন কনিকের দুইটি স্পর্শক গমন করে। 


উপবৃত্তের ক্ষেত্রে বিষয়টি এখানে আলোচন! করা হইল ছাত্রছাত্রীরা অনুরূপ 
পদ্ধতিতে অপর ক্ষেত্রগুলিতে afera প্রমাণ করিতে পারিবে | 


8918: উপবৃত্ A += 1 এর স্পর্শকের সমীকরণ হইল 
у=тх+ Ja2m2+b2 ০ () 


যদি ইহা নির্দিষ্ট বিন্দু (ху, уу) দিয়া গমন করে, তবে 
Уі-тхут Мат +b2 
বা, m*(x,* — a3) -2mx y, +(yi3—b2)=0 ... (я) 
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যদি (ху, уз) জানা থাকে, তবে সমীকরণ (ii) m এর দ্বিতীয় ঘাতের সমীকরণ 
হওয়ায় সাধারণভাবে т এর দুইটি মান দিবে_মান ছুইটি বাস্তব অথবা কাল্পনিক 
যাহাই হউক না কেন। 
т এর প্রত্যেক বাস্তব মানের w (1) হইতে এক একটি স্পর্শক stem যায় ॥ 
(ü) সমীকরণে m এর বীজ দুইটি বাস্তব এবং ভিন্ন হয়, যদি 
(2501) - 4(x1? ~ a2) y 2 = b9) ধনাত্মক হয়, 
অর্থাৎ, যদি b2x 2+a2y 22 a2b2 হয় 


অর্থাৎ, যদি ч ১৮] হয়। 
ইহা ঘটে যখন (хі, yi) বিন্দু z2/a2+y2Jb2=1 দ্বার! আবদ্ধ অঞ্চলের 
বাহিরে অবস্থিত হয়। 
আবার, বীজ দুইটি সমান হয় যদি 
78212198112 —a2b2 =0 su, 

অর্থাৎ, যদি aitim হয়; 

ইহ! ঘটে যখন বিন্দু (41, у) উপৰৃত্তের উপরে অৰস্থিত হয়৷ 

পুনরায়, ач কাল্পনিক হয়, যদি 


ар али এ হয়; 


ইহা ঘটে যখন বিন্দু (৮), 72), এ =] এর 9191 আবদ্ধ অঞ্চলের ভিতরে 
অবস্থিত হয়। 
সিদ্ধান্ত 1. যদি প্রদত্ত বিন্দু ব্ররেখাটির বাহিরে অবস্থিত হয়, তবে ওঁ বিন্দুগামী 


দুইটি পৃথক স্পর্শক থাকে | 
2. যদি প্রদত্ত বিন্দু বক্ররেখাটির উপরে অবস্থিত হয়, তবে এ বিন্দু দিয়! যাইবে 


এমন একটি মাত্র স্পর্শক থাকে। 
3. ч ewe বিন্দু, বক্তরেখাটির ভিতরে অবস্থিত হয়, তবে কোন স্পর্শক ও 


বিন্দু দিয়া অঙ্কন করা যায় না। 
একটি গুরুত্বপূর্ণ মন্তব্য 

বৃত্ত এমন কি উপবৃত্তের ক্ষেত্রেও 891 সম্ভবত সহজেই করনা করা যায়, কখন 
প্রদত্ত বিন্দু বক্ররেখা'টির ৰাছিরে, উপরে অথবা ভিতরে অবস্থিত হয়। 
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যেমন, P : (xr, уу) যদি প্রদত্ত বিন্দু হয় এবং কোন বৃত্তের কেন্দ্র се যদি প্রদত্ত 
হয়, তবে বল! যায় যে 
P বক্ররেখাটির বাহিরে অবস্থিত যদি 65> ব্যাসার্ধ হয়) 
P বক্ররেখাটির“উপরে অবস্থিত যদি CP Ubri ; 
P বক্ররেখাটির ভিতরে অবস্থিত যদি ব্যাসার্ধ wq | 
বিশ্লেষণ-জ্যামিতি অনুসারে, যদি বৃত্তের সমীকরণ হয় 
x? y? -2gx-2fy 4-60, 
তবে P qefa ভিতরে, উপরে অথবা বাহিরে অবস্থিত হইবে, 
যদি যথাক্রমে 
(zi Fg)9 +00: +f)3<,= অথবা, >৪£+ 2-০ হয়) 
অথাৎ যদি যথাক্রমে 
21? y1? 29x34 120) +০<,= অথবা১৯0 হয়। 
বিশ্লেষণ-জ্যামিতিগত এই ধর্মটকে অপর বক্ররেখাসমূহের ক্ষেত্রেও সংজ্ঞ| হিসাবে 
গ্রহণ করা হইবে : সুতরাং 
G) কোন বিন্দু 2: (48১72) কে অধিবৃত্ত 03 = ах এর ভিতরে, : উপরে 
অথবা বাহিরে অবস্থিত বল! হুইবে, যদি যথাক্রমে pi? hat <, =, অথবা 
20 হয়। | 
(ñ) কোন বিন্দু Р: (5) уу) কে উপবৃত্ত x?|a2+y2/b2=1 (অথবা 
পরারৃত্ত x*/a? —y*/b? —1) এর ভিতরে, উপরে অথবা বাহিরে অবস্থিত 
বলা হুইবে, যদি যথাক্রমে 


2 
এপ্রিল বা, ৯০ হয় 
2 2 
(বা, $r- 1০ ৰা ৯০ হয়)। 


86. পরস্পর eru স্পর্শ কছয়ের ছেদবিন্দুর সঞ্চারপথ 


(A) Їде: »*—4ax. 
এই অধিবৃত্তের যে কোন স্পর্শকের সমীকরণ হইল 


ҙ-тх55, যেখানে m 88 যে কোন মান থাকিতে পারে। 
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আবার ইহার উপর লম্ব-স্পর্শকের সমীকরণ হইল 


৮৮7৭ (m এর পরিবর্তে — 1/ লিখিয়া )। 


যদি (h, k) ইহাদের ছেদবিন্দু হয়, তবে 


` bem. এবং £ am, 
m 
4, mit hy 
m 


বা, Жт--1/т)- -а(т-М1/т) 

অর্থাৎ, যদি т অপনয়ন কর! হয়, p 

সুতরাং m এর সকল মানের ক্ষেত্রে এক প্রস্থ পরস্পর লঙ্গ-স্পর্শক এমন একটি" 
বিন্দুতে পরস্পরকে ছেদ করে যাহার ww সর্বদ| =a; Wem অর্থ, পরস্পর и. 
স্পর্শকদ্বয়ের ছেদ-বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ হুইল 

х= —a (/এর পরিবর্তে সাধারণ (current) stats x বসাইয়। ) i 

ইহা অধিবৃত্তটর নিয়ামকের সমীকরণ। অর্থাৎ, fru: ক্ষেত্রে পরস্পর, 

а-и расия ছেদ বিন্দুর সঞ্চারপথ হইল অধিবৃতের নিয়ামক রেখাটি। 


(B) উপর্তঃ 571. 
উপবৃত্তটির যে কোন স্পর্শক হইল 

у=тх+ „Мат? +b, যেখানে m যে কোন aqa 
এবং ইহার উপর লঙ্গ-ম্পর্শক হইল 


v= lu Jat ga ( m এর পরিবর্তে — 1/m afaa ) 
m т? 


যদি উহারা (А, 2) বিন্দুতে ছেদ করে, তবে 
k=mh+ /а®т?-+-1® 
mb= —h- С/аї+5#т? 
m অপনয়নের জন্ত নিয়লিখিত পন্থা অবলম্বন কর! হইল, যথা : 
(b — mh)? + (mk +h)? =| ата +b P + 4৪7 bimi)” 
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বা, B*(1--m2)-- A? (1-- m3) =а2(1--т2) E b*(1-- m?) 
অর্থাৎ, 7242 = 2 +02 
সাধারণ স্থানাঙ্কে ( current co-ordinates ) পরিবর্তন করিয়া সঞ্চারপথটির 
fecu সমীকরণ হইল 
x? +y? =a? +b? 
অর্থাৎ, সঞ্চারপথটি হইল একটি বৃত্ত, যাহার сеш (0, 0) এবং ব্যাসার্ধ „/а2 + b2 
( অর্থাৎ, পরাক্ষ ও উপাক্ষদ্বয়ের দুইটি প্রান্তবিন্দুর সংযোজক রেখার দৈর্ঘ্য)। এই 
«refe নিয়ামক 38 ( Director circle ) বলিয়া পরিচিত i 
(С) পরারৃত্ত ? 22/22 —y2Jb2=1 , নিয়ামক বৃত্ত হইল x? y? = a? - 0, 
(D) বৃত্ত £ х7--уй-ай; নিয়ামক বৃত্ত হইল x?-F y? 242, 
[ এই ক্ষেত্র দুইটিতে নিয়ামক বৃত্ত নির্ণয় পূর্বের অন্থুরূপ পদ্ধতিতে হইবে; সেইজন্য 
"ছাত্রছাত্রীদের অঙ্নশীলনের জন্য রাখিয়া দেওয়া হইল ৷ ] 
টাক! 1 নিম্নের তারকা (s) bizs অন:চ্ছেদটি কৌতুহলী ছাত্রছাত্রীদের উদ্দেশ্যে 
প্রদত্ত হইল | 


я87. 
নিয়লিখিত প্রশ্নটি দিয় শুরু করা হইল, qui : 
৪4৫৮ 5184064 যে জ্যা এর Ms: (х,у) তাহার সমীকরণ 
эё করিতে হুইবে | 


পদ্ধতি 1. ধর! যাক, জ্যাটি ৮= 4০, যেখানে ইহা өте যে 
C2yi—mx;. 
জ্যাটি অধিবৃত্তকে যে бра ছেদ করে তাহাদের ভুজ পাওয়া যায় নিয়ের সমীকরণ 
হইতে, 
ў (тх+с)? ৯422 
বা, m*x?-F2x(mc — 2а)-+с2=0 
স্পষ্টত জ্যাটির মধ্য-বিন্দুর স্থানাঙ্ক, যথা : 
xd ১৮৯১ সমষ্টি, (тс-2а) 


X17 
mš 


এখন, n=, এবং ইহা হইতে m 2৫ 


Уі 
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D. уетх+с এবং y*?-4ax এর মধ্যে х 4844 দ্বারা ) এর এই ছুই 
খাতের সমীকরণ পাওয়া যায় £ my? — 4ay-- 4ac 0. 
УЧ বীজত্বয়ের সমষ্টি 24 
2 т 
যেহেতু m= স্থতরাং c—y,—mx, ০9282 
11 x 
জ্যাটির সমীকরণ হইল : у= 24, 917 — ax, 
31 Yı 


বা, уу, -20х=у,°–2ах;. 
পদ্ধতি 2. (ху, yi) Р যে রেখার নতি-কোণ 9 তাহার সমীকরণকে 
নিম্নের আকারে লেখা যাঁয়। যেমন 
দি ; 
m Wes K 
যেখানে r হইল (44, уу) বিন্দু হইতে ( x, y ) বিন্দুর নিয়ন্ত্রিত দুরত্ব t 
যেখানে রেখা (৫) অধিবৃত্ত v? —4ax কে ছেদ করে, সেখানে 
(v1 +r sin 0)-44(%8 +r cos 0) 
অর্থাৎ, r? sin? 0--2r(y, sin 6-2а cos 0)--у|3-4ахі-0, 
এবং এই সমীকরণের বীজগুলির মান সমান কিন্তু পরস্পর বিপরীত Гете হইবে 
যদি yı sin 0 —2a cos 0=0 হয়; 
2.0) হইতে জ্যা-টির নির্ণেয় সমীকরণ 
y1(»—»1)-2a(x— х1)=0. (-(ЙөЯ সাহায্যে sing এবং ০০50কে 


অপনয়ন করিয়া) 
বা, yyi—-2ax—y,? — 2ax,. 


টাকা | উপরে প্রদত্ত পদ্ধাত 2 সম্পূর্ণ সাধারণ পদ্ধাত এবং অপর Фа 
ক্ষেত্রেও ইহা প্রয়োগ করা যায় 


ছাত্রছাত্রীদের এখন 2159 হইবে, নিয়ে প্রদত্ত PANA নিজের চেষ্টায় নির্ণয় করা $ 
1; Z H= 884084 যে জ্যা এর মধ্য-বিন্দু (х1, уу), তাহার সমীকরণ 
হুইল 
x s y Я: 
P RE dup বট 
2. “4148 £8/42 — 2/5 —1 এর যে ӘЙ এর মধ্য বিন্দু (х1, у) তাহার 
সমীকরণ হইল 
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পরবর্তী প্রশ্নটি হইল ২ 
ЭЙ ГЕ y"—4ax এর একপ্রস্ত সমান্তরাল জ্যা এর মধ্যবিন্দুসমূহের 
সঞ্চারপথ নির্ণয় করিতে হুইবে 1 
ধরা re, জ্যাগুলি অক্ষের সহিত যে কোণ করে তাহার ট্যানজেপ্ট হইল т; 
ফলে সমান্তরাল রেখাগুলির সমীকরণ হইবে 
у-тх-Ес, 
যেখানে т নির্দিষ্ট өле, কিন্তু с অনির্দিষ্ট (arbitrary) IFI এই 
সরলরেখা ও অধিবৃত্রটির ছেদবিন্দুর কোটি পাওয়া! যাইবে নিয়ের সমীকরণ হইতে, যথা 
Ж 
বা, my? —4ay--4ac —0. 
ধরা হইল, এই সমীকরণের বীজ দুইটি ( অর্থাৎ, রেখ! অধিবৃত্তকে যে বিন্দু দুইটিতে 
ছেদ করে তাহাদের কোটি ) y, এবং ра; তাহা হইলে 


ধরা হইল, জ্যা এর মধ্যবিন্দুর কোটি b ; তাহা হইলে 
7-/:775 22а, 
2 т 


ইহা c ব্জিত, স্থতরাং সমুদয় সমান্তরাল জ্যাগুলির পক্ষে সত্য | 


С. এ সমান্তরাল জ্যাগুলির মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ হইল 
2a 


y = — 9) 
m 
অর্থাৎ, সঞ্চারপথটি অধিবৃত্রটির অক্ষের সহিত সমাস্তরাল একটি সরলরেখা d 
অতএব fga প্রতিপাগ্টি পাওয়া যায়, যথা £ 
প্রতিপান্ভ। অধিবৃত্তের যে কোন একপ্রস্ত সমান্তরাল জ্যা এর মধ্য- 
বিন্দুর সঞ্চারপথ হুইল অধিবৃত্তটির অক্ষের সহিত সমান্তরাল একটি 
সরলরেখা | 
যেহেতু у-24 রেখা অধিবৃত্তকে [= 1 =) বিন্দুতে ছেদ করে; এবং এই বিন্দুতে 
m mm 
স্পর্শকের সমীকরণ হইল y=mx+am, সুতরাং প্রতিপাছটির সহিত ইহাও যোগ 
করা যায় cu: 
সঞ্চারপথটি অধিৰৃত্তকে যে বিন্দুতে ছেদ করে, সেই বিন্দুতে স্পর্শকটি 
প্রদত্ত জ্যাগুলির সহিত সমান্তরাল | 
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হজ্ঞা। আঁধবৃত্তের কোন «4995 সমান্তরাল জ্যা এর মধ্যবিন্দমগলির 

সপ্চারপথকে এ সমান্তরাল জ্যাগুলি সম্পর্কে অধিবৃত্তটির ব্যাস বলা হয়। 
আঁধবৃত্তের যে কোন ব্যাস তাহা হইলে উহার অক্ষের ARS সমান্তরাল 1 

অনুরূপ পদ্থাততে 99446 %/০০+//৮-। এর কোন একপ্রস্ত 
সমান্তরাল wj এর মধ্যবিন্দুসমূহের সঞ্চারপথ নির্ণয় করা ПГ! 

এখানে, প্রদত্ত সমাস্তরাল জ্যাগুলির একটিকে লওয়! হইল, 

у=тх+с, 
যেখানে Q জ্যাগুলির যে কোন একটি সম্পর্কে m নির্দিষ্ট eqə, কিন্তু উহাদের 
প্রত্যেকের ক্ষেত্রে বিভিন্ন 1 
ধরা যাক, জ্যাটির মধ্যবিন্দুরস্থানাক্ক (h, k) | 
এই রেখা ও উপবৃত্তটির ছেদবিন্দুর ভুজ পাওয়া যাইবে যে সমীকরণ হইতে 
তাহ! হইল 7 
x3 (a3 m8 +8) - 2a mca a* (c? — b9) — 0 


4 атс ; 
west ॥=মধ্যবিন্দুর ace _ ত 23 চর CU U (0 


পুনরায়, (h, b) বিন্দু o тсс রেখার উপরও অবস্থিত, 


k=mh+c. e e i) 
এখন ৫) ও (ii) এর মধ্যে с অপনয়ন করিলে পাওয়া TA $ 
০ ame _ _ аЗт(р--тһ) 
o айта Біз ат? +b? 


অর্থাৎ, b2h= —a?mb. 
মধ্যবিন্দুগ্ুলির সঞ্চারপথের সমীকরণ হইল 


১0258 
চা 
অর্থাৎ, অঞ্চারপথটি হইল এমন একটি সরলরেখা у-ті, যেখানে 
75 T ADR 
mico ы, 5 বা, тті = E 


516%] | উপবৃত্তের কোন একপ্রস্ত সমান্তরাল জ্যা এর মধ্যাবন্দগযীলর AOT- 
পথকে এ সমাস্তরাল জ্যাগুলি সম্পর্কে উপরৃভটির ব্যাস বলা হয়। এইরূপ 
যে কোন ব্যাস স্পষ্টতই উপবৃত্তটির:কেন্দ্রগামী । 

13 [ 97.7 
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আবার, y mix ব্যাস у= тх এর সমান্তরাল সকল জ্যাকে সমদ্বিখণ্তিত করে, 
যদি тту = —b2/a2 wx | бәлдә) ধর্ম বিচার করিয়া ইহাও বলা যায় যে 
৯1 ব্যাস y=mix এর সমাস্তরাল সকল জ্যাকে সমদ্বিবণ্ডিত করিবে যদি শর্তট 
2 
একই হয়, 54| mm, = হয় । 


যেখানে এইরূপ ব্যাস-যুগলের প্রত্যেকে অপরটির সমান্তরাল “জ্যাসমূহকে 
সমদ্বিধণ্ডিত করে, তাহাদের অন্ুবদ্ধ 41 প্রতিযোগী ব্যাস (Conjugate 
diameters ) বল! হয়। 


অতএব দুইটি ব্যান, যথা y=m< এবং y— mix পরস্পর প্রতিযোগী হয়, যদি 
b? 
mim, = PT হয়। 


পরাবৃত্ত x3/2* – у /Ь2 =] এব ক্ষেত্রেও হুবহু অনুরূপ যুক্তি অন্থমরণযোগ্য। 


পরাবৃত্তটির কোন AFAT সমান্তরাল জ্যা এর মধ্য- হুর 
সঞ্চারপথ হইল একটি রেখা (ওঁ সমান্তরাল জ্যাগুলি সম্পর্কে ব্যাস 
বলিয়া কথিত), যাহা পরাবৃত্তটির কেন্দ্ৰগামী | 


у=тх ব্যাসের সমাস্তরাল জ্যাগুলির মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ হইল у-тіх 
ব্যাস, যেখানে mm; = ৮2/৫2 | 


পরম্পর প্রতিযোগী ব্যাস এর সংজ্ঞা এখন উপরে প্রদত্ত সংজ্ঞার অনুরূপ হইবে | 


অনুশীলনী 


1. абз বক্ররেখাগুলির জ্যাএর মধ্য-বিন্দু প্রদত্ত হইল, উহাদের সমীকরণ 
নির্ণয় কর £ 


(9 2у9=3х; (2, - 1). (ü) 3x2+4y2=12 5(-1, 1). 
(іі) 254? — 16y2=400 ; (5, 3). 
[উঃ () ax+4y=3. Gi) 8х-4у%7-0. (ш) 411 


2. ৯4৪৫৪ বৃত্তের যে জ্যাগুলি (c, 0) বিন্দুতে সমকোণ উৎপন্ন করে, 
তাহাদের মধ্য-বিন্দূর সঞ্চার-পথ নির্ণর কর। ১ 

3. দেখাও যে অধিবৃত্ত y? —4ax এর -у-2а-0 জ্যা 2x— y—5a-—0 
জ্যাটিকে 5314489 করে। 
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4. নিম্নলিখিত বক্ররেখাগুলির যে ব্যাসসমূহ *tfef প্রদত্ত*রেখাগুলির সমান্তরাল 
রেখাগুলিকে সমদ্বিখপ্তিত করে তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর : 


() әй-2х, 3x+4y+2=0. [উঃ 3y+4=0] 

(i) x2+2y2=1,' 2x—3y+1=0 [উঃ 3x+4y=0] 

Gü) 3xz2+4y2=2, х+2у-3=04 [ উঃ 8x-2y-0) 

(iv) 4x2-3,2-12, 2х-3у-4-0. [উঃ у-4х-01 

5. 1632-924 44494 যে ব্যান х-2у ব্যাসের প্রতিযোগী 

( conjugate ) তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। я [উঃ 9у-82х=0] 

6. দেখাও যে у+3х=0 এবং Ay — х=0 হইল 3x3 45? =5 944094 
পরস্পর প্রতিযোগী ব্যাসদ্বয়। 


7. প্রমাণ কর যে 4x2--953 —36 উপবৃত্তের যে ЧЛ এর মধ্য-বিন্দু (2, — 1) 
তাহার সমীকরণ হইল 8%- 9) =25. 


8'8. স্থিতি-মাপ বা প্যারামিটার'গত .'রূপ: (Parametric 
Representation ) 

মঞ্চারপথের সমীকরণ হইল এমন একটি সম্পর্ক যাহ! এ лея উপর 
অবস্থিত যে কোন বিন্দু অবশ্যই বজায় রাখিয়া চলে'। এইরূপ! সম্পর্ককে? অপর এক 
প্রকার স্থবিধাজনক আকারে প্রকাশ করা যায়, যথা £ 

সঞ্চারপথটির যে কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক (z, y) কে একটি তৃতীয়।চলরাশি*( ধর! 
ч t 54410) র মাধামে গ্রকাশ;করা 414, যে ক্ষেত্র ওঁ তৃতীয় চলরাশিটিকেছুবল! 
হয় স্থিতি-মাপ বা প্যারামিটার? ( parameter ) | 

(A) অধিবৃত্ত বিষয়ক 

1, у®=4ах সমীকরণ যদি y এর পরিবর্তে 24%ধরা হয়, তবে х= at? হয়) 
সুতরাং (at, 24) বিনু t এর যে কোন মানে অধিবৃত্তটরউপর অবস্থিত হইবে এবং 
বিনুটিকে সংক্ষেপে “/-বিন্দু” বলিয়! উল্লেখ করা চলে | 


তাহা হইলে লেখা যায়, 
i 


y-2at b 
ইহাদের এই একত্র রূপকেই বলা হয় 4048 /-.44"এর প্যারামিটার'গত 


রূপ ( Parametric representation ) !: এখন ছাত্রছাত্রীদের-নিয়ে প্রদত্ত ফলগুলির 
সত্যতা যাচাই করিয়। দেখিতে বল! যাইতেছে : 
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(i) +4 এবং £2 RAT সংযোজক জ্যা এর সমীকরণ হইল 


2 °з 
[je z— (x—at . 
y —2at & cu 2:22) 


(i) যখন:/+ এবং dz [яңа একটিমাত্র বিন্দু £। এ পরম্পর মিলিত হওয়ার 
পথে অগ্রসর হয়, তখন 42 বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ'হইল 
y-2at, = lo _аһ3) 
ty 
Я, tıy=x+at,?. 


(i) fj «xt, বিন্দুতে ম্পর্শকঘয়,'যথা 
tyy e xat? 
বং tay = x + ats? 
এর Gar fno স্পষ্টত (асва аа +04). 


(v) т, বিন্দুতে অভিলঙ্ঘটির সমীকরণ/হইল 
77245 -t(x —at,3) 
বা, p= -tix Fati at;?. 
enam —m ধরিয়া afea সমীকরণটিকে aN 63 (C) ай; 
পৃঃ 174 ) নিয়ের আকারে প্রকাশ করা যায়, যথা : 
ултх-2ат- ат? 
এবং অভিলঘটির পাদবিন্দু তখন ti (= m) অর্থাৎ (ат3,-2ат). 


টাকা। £'এর তাৎপর্য“ ; লক্ষ্য করা যাইতে পারে যে 
1/ হইল (ш, 24৫) বিন্দুতে voi cea প্রবণতা 
বা, -/হইল (at, 24) іе অভিলম্বের প্রবণতা 1 


উদ. £ বিন্দু হইল অধিবৃত্ত узда এর নাভিগামী একটি জ্যা এর একটি 
প্ৰান্তবিন্দু; প্রমাণ,,কর যে অপর ерер -1/৮বিন্বু, এবং ইহা হইতে দেখাও যে 
অধিবৃত্বের নাভিগামী জ্যাগুলির মধ্য-বিন্ুলমূহের সঞ্চারপধ হুইল অপর একটি 
=н: ›®%=2а(х-а) 

নাভি (a, 0) এবং fi (аз, 266)র যোজক নাভিগামী জ্যা এর প্রবণতা 


"EN. MENT E 
902-1) 4-7 
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যদি অপর ewm laty’, 2213) হয়, তবে 9 একই নাভিগামী জা! এর 
প্রবণতাকে এইভাবে লেখ! যায়, যেমন 


Ss t 202-2. 
at;*-13) + 


a 

2х=а#+ч 
এবং dye Qa - 2 
ws jer 

аз f 

т, 5 ৯415-27-25 

অর্থাৎ, নাভিগামী witmtrea মধা-বিন্দগ্ডলির সঙ্চার-পথের সমীকরণ হইল 
у*=2а(х-а) 

অর্থাৎ অপর একটি অধিবৃত্ত i 
(в) উপরৃত্ত বিষয়ক 
2. fam (а cos 0, b sin 0) 04 যে কোন মানে উপবৃত্ত х?/а? 4-0,8/98-৮] 


এর উপর অবস্থিত। বলা হয় যে 
хта cos 0, y= b sin 0 
একজে হইল bagata 'প্যারামিটার'গত রূপ এবং ТАҚА 
করা হয়। 
afi tan 612 এর পরিবর্তে t লেখ। হয়, তবে t এর যে কোন মানে বিশু 
শর sig 
11712 1+7 
উপবৃৱটির উপর অবস্থিত | 
যদি Bagan বিন্দু Pa cos 6, b sin 0) এর কোটি НУ কে Ө "fu dete 
বর্ধিত করা হয় যে 
Na: Н5=а: & হয়, 
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তবে @ এর স্থানাঙ্ক হইবে (а сов 0, а sin 0), অর্থাৎ о হইল x2 +y2 = 49 
বৃত্তের উপরিস্থিত (841 এই qara বলা হয় ТЕГЕ ( Auxiliary circle ) 


Y 


Qla cos 0, a sin 0) 


চিত্র 8.8 


এবং а এর ভেক্টরিয়াল কোণ (Vectorial angle)0 কে বলা হয় চর 
Зей কোণ Eccentric angle ) | নিয়লিখিত বিষয়গুলি এখন যাঁচাই করা 
যাইতে পারে £ Š 

G) যে RIA бет কোণ 0 এবং d, তাহাদের যোজক sJ এর 
সমীকরণ হইল | 


X osf t$) У 57 069, 0-0, 
2 Cos 2 +; sin 2 Сов 2 


(0) ০ বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইল 
“ cos 0+? sin 0-1. 
а b 
Gü) 0 এবং % বিন্দুতে স্পর্শকঘয়ের ছেদবিন্দুটি হইল 


৪+% о}. 
а сово b sin ud 5 


(v) বিন্দুতে অতিলম্বের সমীকরণ হইল 
ax sec 0— by cosec 0=a2 — 52. 
ЗҮП, 2 দেখাও যে 2-1 উপবৃত্তের নাভিদ্বয় হইতে 0 বিন্দুর দূরত্ব দুইটি 
হইল а(1+е cos 0) | 
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ধর! যাক P হইল বিন্দু 0 41 ( a cos 0, b sin 0), 9 (ae, 0) এবং S'( — ae, 0) 
হইল নাভিদ্বয়, যেখানে ৫ উৎকেন্দ্রতা । তাহ' হইলে, 
SP? — (a cos 0 — ae)? +b? sin? 0 
—a? cos? 0 — 2a2e cos 0 +а?е? + b? sin? 6 
= a? cos? 0 — 2a*e cos 0--a? — b? +b? sin? 0 
= а? cos? 0 — 2a?e cos 0 — b? cos? 0--а? 
= a?e? cos? 0 —2a*e cos 0--a* = a*(1— e cos 0)? 
" SP=a(1-e cos 8); তদ্রুপ S'P = a(1+e cos 9), 
(С) পরাবৃত্ত বিষয়ক 
3. fa (а sec 0, b tan 0) 04 যে কোন মানে 44148 = 1 এর 


b? 
উপর অবস্থিত। 
সমীকরণদ্বয়, 141: х-а sec " 


yz b tan 0 
অথবা, х= 0) 
ra যদি t tan 0/2 হয়, 
apeta 
নুন 
একত্রে হইল 4414904 'প্যারামিটার'গত রূপ। 


এখন নিয়লিখিত তথ্যগুলি যাচাই করিয়! দেখা যাইতে পারে, যথা £ 
G) ৪ এবং Ф এর সংযোজক জ্যা এর সমীকরণ হইল 
x 04-0 yu, 6% 0--% 
ai ৮2০ 2 ° 


ERO 
(4) 4 বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইল 


Z sin é = cos $, 


= cos 


(іі) Ф дее afana সমীকরণ তাহা হইলে 
ax sin $+ by — (৫৪405) tan $. 
(D) উপস্পর্শক ( Subtangent ) এৰং উপাঁভিলম্ব ( Subnormal ) 
সম্বন্ধে সংক্ষিপ্ত বিবরণ 
কৌন বক্ররেখার (বিশেষত কোন কনিক apaa) যে কোন বন্দু PUS 
অঙ্কিত স্পর্শক এবং অভিলম্ব যদি অক্ষকে যথাক্রমে এবং G বিন্দুতে ছেদ করে এবং 
WB যদি P এর কোটি হয় ( চিত্র 8.4 аў) ), তবে 
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РТ=р বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের দৈর্ঘ্য 

PG= P বিন্দুতে অঙ্কিত fona দৈর্ঘ্য 

মি = -অক্ষের উপর РТ? অভিক্ষেপ : ইহাকে P বিন্দুতে উপ-স্পর্শক বল! হয়। 

Махти উপর PQ অভিক্ষেপ : ইহাকে Р বিন্দুতে উপাভিলম্ব 
বলা eui 

পরস্পরের বিপরীত দিকে উপ-স্পর্শক ও উপাভিলম্থের পরিমাপ করা ww | 


চিত্র 8.4 
যদি Р: (хі, уу) বিন্দুতে স্পর্শকের প্রবণতা т হয়, তবে 
উপ-ম্পর্শকের দৈর্ঘ্য = сз 
উপাতিলম্বের দৈর্ঘ্য уут. 


[ APNT হইতে, cot 0 13 _ NT 
` У Yı 


Д PNG হইতে, tan s= | 
yi 


এখন সমকোণী (фт РМТ এবং РМа এর জাহাষে) স্পর্শক ও з= 
দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 


| প্রমাণ কর যে ЭТӘ ১০০০ এর যে কোন বিন্দু 
P : (x y1)68 উপ-স্পর্শকের দৈরধ্য 2 | x, | এবং অধিবৃত্তটর সকল 
বিন্দুতে উপান্ডিলন্বের দৈর্ঘ্য ধ্রুবক ও Sal অর্থ-নাভিলন্দের দৈর্ঘ্যের mata | 


Р: (ху, yi) বিন্দুতে স্পর্শকের প্রবণতা =2а/уу 
2. উপ-স্পর্শকের দৈর্ঘ্য | y,/m | |а ан 


=2|х\ | 


——————————"——  J——— «Un 
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এবং উপাতিলদ্বের h= | ут | ahta 
Уі 
=q কোন বিন্দু P sq ক্ষেত্রে 449, কারগ ইহ! ч 
নাতিলন্বের tei 1 


বিবিধ প্রশ্নমালা 
অধিরৃত্ত বিষয়ক 

1. 7৯০42 (чүчү না ভিলস্ের প্রাস্তবিন্থুতে স্পর্শফের সমীকরণ fadt 94 1 

2. অধিবৃত্ত у#=4ах এর একটি (aee carbs দৈর্ঘ Ba; প্রমাণ করছে 
উহার প্রান্তবিন্দুদ্য় এবং 4044 সংযোজক রেখ LR LE 

3. P বিন্দু হইতে (ев уЗ = іа NAg স্পর্শকছ পরস্পর সমকোণে 
অবস্থিত। এর সঞ্চারপথ নির্ণয় কর। 

4. প্রমাণ কর যে yame talm রেখ! y! dax fecum "749, ত! mat 
মান যাহাই হউক না কেন। স্পর্শ-বিলদুর tates নির্ণয় কর। 

5, уЗ =12х অধিবৃত্তের একটি স্পর্শক wiwa সহিত 45° কোণে әзі Bere 
vof fana স্থানান্ধ নির্ণয় কর। 

6, у? =4ax SNOR (at, 2а) এবং (4188, Zata) বিনয়ের সংযোজক 
জ্যা এর সমীকরণ নির্ণয় 941 

ইহা হইতে (at), 2441) বিন্দুতে স্পর্শক এবং অভিলছ্বের সমীকরণ fad কর। 

7. у%=4ах Wiga কত wi এর P ataf কোটি o এর কোটির 
(41 দেখাও cu চত এর মধ্যবিন্দু mfra 5y3 = 18ах এর উপর waf | 

B. প্রমাণ কর যে কোন ан এক প্রস্থ সমাধ্যরাল জ্যা এর хот 
সবই অক্ষের সহিত সমান্তরাল একটি সরলরেখার উপর অবস্থিত । 

9. প্রমাণ কর যে ০৮44৮ WO জা y=me+c এর মধ্যৰিন্দুর чїч 
= (4-4 %) 

10. чїй у= 4৫% এর উপর мав fem P : (at, 2ш) এবং উদার 
নাতির ctas বেখ। чї” পুনরায় a (an, 271)) А99 ছে করে। 
প্রমাণ কর যে t = - l/t. 
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11. »£=8% অধিবৃত্তের যে "Me у+3х=0 রেখার সমান্তরাল তাহার 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

12. দেখাও যে y?—4ax অধিবুত্তের P: (at, 2ш) বিন্দুতে অভিলম্বকে 
tx-Fy —at*-E2at আকারে প্রকাশ করা যায়। যদি এই অভিলম্ব অধিবৃত্তটির অক্ষকে 
ও বিন্দুতে ছেদ করে এবং যদি GPR P অভিমুখে o 444 এইরূপে বধিত করা হয় যে 
G5-—Pa হয়, তবে দেখাও যে @ এর সঞ্চারপথ হইল অধিবৃত্ত y? —16a(x--2a). 

13. বিন্দু (৫2, 2а) হইল y? —4ax Эсет নাভিগামী কোন জ্যা এর 
একটি প্ৰান্তবিন্দু; দেখাও যে জ্যাটির দৈর্ঘ্য হইল а (৮4/-3)থ, 

14. wfiqsy?—4ax এর একটি জ্যা Pa শীর্ধতে সমকোণ উৎপন্ন করে; 
দেখাও যে Ра এর মধ্যবিন্দু অধিবৃত্ত v? —2a(x — 4а) এর উপর অবস্থিত। 

15. কোন বক্ররেখার উপর অবস্থিত একটি গতিশীশ বিন্দুর স্থানাঙ্ক এইরূপ, যথা ঃ 
x—at-bi*, у-сі; দেখাও যে чач একটি অধিবৃত্ত। উহার শীর্ষ ও নাভি- 
aca দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। i 

16. P, @, в бая অধিবৃত্ত y? = dax এর উপর অবস্থিত; ра নাভিগামী, 
এবং PR অক্ষের উপর 7%; দেখাও যে অধিবৃত্বের উপর P এর সঞ্চার এর সঙ্গে সঙ্গে 
GR এর মধাবিন্দু অধিবৃত্ত v? —2a(x--a) এর উপর বিচরণ করে | 

17. কোন অধিবৃত্তের P বিন্দুগামী স্পর্শক অক্ষকে T বিন্দুতে ছেদ করে প্রমাণ 
কর যে শীর্ষবিন্দুগামী স্পর্শকটি PT কে সমদ্িখগ্ডিত করে। 

18. শীৰ্ষ * এবং নাভি S, এইরূপ একটি অধিবৃত্ের উপর Р যে কোন বিন্দু; 
P এবং А গামী =н 2 বিন্দুতে ছেদ করে; প্রমাণ কর যে 

Sz? = 55. SB. 

19. প্রমাণ কর যে অধিবৃত্তের নাভিগামী যে কোন জ্যাএর প্রাস্তবিন্দুগামী 
স্পর্শকথয় পরস্পর mw এবং উহার! নিয়ামকের উপর পরস্পরকে ছেদ করে। 

20. দেখাও যে у®=4х এই чат ferm (1, 2) এবং (9,—6) এর 
সংযোজক রেখা অধিবৃততটির প্রথমোক্ত বিন্দুতে অভিলম্ব ৷ 

21. (04,8, 20) বিন্দুতে অভিলম্ব অধিবৃতটকে পুনরায় (489, 202) বিন্দুতে 
ছেদ করে; প্রমাণ কর যে 


7727 
+ 1 
[ইঙ্গিত £ n беге অভিলম্বের প্রবণতা -t ; 
tj এবং fg এর যোজক রেখার প্রবণতা= - 2 41 
11-19 
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22. P এবং а হইল y?—4ax এই অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত যথাক্রমে 
(2112, 21) এবং (222,225) বিন্দু; Р «а: „ә বিন্দুতে 84448 পরস্পরকে 
|54094 উপর ছেদ করে; প্রমাণ কর যে t ta 2. 

23. প্রমাণ কর, অধিবৃত্তের যে বিন্দুর কোটি উহার ভুজের সমান, সেই বিন্দুতে 
অঙ্কিত অভিলম্ব-জ্যা নাভিতে সমকোণ উৎপন্ন করে। 

24. Pa হইল কোন অধিবৃত্তের নির্দিষ্ট অভিমুখে অঙ্কিত যে কোন একটি mill 
প্রমাণ কর যে P এবং a বিন্দুতে অঙ্কিত অভিলঘছয়ের ছেদ-বিন্দুর সঞ্চারপথ হইল, 
একটি সরলরেখা, যাহ! নিজেও অধিবৃত্টির একটি অভিলম্ব। 

25. অধিবৃত্ত у%-4ах এর কোন নাভিগামী ӘЛ এর অংশদ্বয় ( segments ) 
যদি ! এবং 13 হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


гаа 

26. y?—8ax এই E অক্ষস্থ যে বিন্দুর নাভি হইতে দুরত্ব 8а, সেই 
বিন্দু হইতে অঙ্কিত чөт ия দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

27. у®=4ах এই অধিবৃত্বের কোন্‌ বিন্দুর ক্ষেতে (1) wfemcu দৈর্ঘ্য, উপ- 
স্পর্শকের দৈর্ঘ্যের দ্বিগুণ; (и) অভিলম্বের দৈর্ঘা, উপ-স্পর্শক এবং উপাভিলম্বের 
(44403 অন্তরফলের সমান? 

উত্তরমালা 


1 у=х+а; х+у+а=0. 3. х+1=0; 5. (9,6). 11 9х4-8у--2--0.. 


15 (= 2); S. 2 a; lon. 2. (Ea, ата): (8а, 28а.) 


উপবৃত্ত বিষয়ক 
1. 8444 9z2+25y2=225 এর afera প্রান্তবিন্দূতে afes ম্পর্শক 
পরস্পরকে যে বিন্দুতে ছেদ করে, মূলবিন্দু হইতে তাহার দুরত্ব নির্ণয় কর। 
2. 9x2--16y2=144 এই Bagea যে ম্পর্শক ধনাত্মক xm" ও ধনাত্মক 
yas হইতে সমান ছেদিতাংশ ছিন্ন করে তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
3. দেখাও যে ৮--5 এই রেখা (бон উপবৃত্তকে স্পর্শ করেঃ 
zy. 
Iet 9 E А 
4. Al এই উপবৃত্তের যে কোন একটি নাভিল্বের একটি প্রাস্তবিন্দুতে 
অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় কর। ) 
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5. দেখাও যে х--у-3 এই রেখাটির উপবৃত্ত 3%246)2=18 এর "Ms 
এবং স্পর্শবিন্দুটি (2, 1)। 
6. যদি Hil এই উপবৃত্তের কোন স্পর্শকের উপর নাভিদ্বয় হইতে অঙ্কিত 
লঙ্ব দুইটির দৈর্ঘ্য ০ এবং p, হয়, তবে দেখাও যে pps =b? | 
7. z?[a9--y?|D* —1 এই উপবৃত্তের একটি গতিশীল ә) Pa এর মধ্যবিন্দু 
м; যদি c Gagea কেন্দ্র হয়, তবে দেখাও যে СМ এবং Pa এর প্রবণতা দুইটির 
গুণফল 94% | 
[ইক্ষিত$ ধর, P=(a соз 0,8 sin 0), Q= (a cos %, b sin %)| 
8. দেখাও যে e উৎকেন্দ্রতাবিশিষ্ট 9448, — x2/a3--y2/b2 — 1 এর উপর 
অবস্থিত |55440 9 Ф একটি নাভিগামী জ্যা এর প্রাস্তবিন্দু হইবে যদি 


৪ 5-4 1 eti 
tan 5 tang - , ৰা, s i9! 


9. x%|aWw+y2/b2=1 2 yos চলমান (4494 0 8% এর সংযোজক 
জ্যা শীর্ষ (a, 0) বিন্দুতে সমকোণ ধারণ করে; দেখাও যে 
tan 912 tan 4/22 — Ь2/а?, 
10. যদি P, а উপবৃত্ত x?/2? -- 2/53 —1 এর উপর অবস্থিত fqq 0, 20 হয়, 
তবে দেখাও যে Ба জ্যা এর মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ হইবে 


n 42504 4x? 4 -3)-=. 


11. x2/a2+y2/b2=]1 এই Ro বিন্দু (a, 0), (0, b) গামী একটি বৃত্ত 
উপবৃত্তকে পুনরায় P, e বিন্দুতে ছেদ করে; দেখাও যে Ба এর Юя 
ж/а-Һу/ӛзе0 এই রেখার উপর অবস্থিত। 

12. P,a হইল উপবৃত্ত х2/424-2/02=1 এর উপর অবস্থিত 840,9: 
T^, та হইল "ps; T এর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর এবং ইহা হইতে দেখাও যে, যদি P 
ма এইভাবে সঞ্চার করে যে 0 - $=z|2 হয়, তবে T এর সঞ্চারপথ হইবে নিয়ের 
Biga, যথা £ 


13. উপবৃত্ত x2+2y2=6 এবং বৃত্ত 212-2329 এর সাধারণ স্পর্শকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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[fire : উপবৃত্ের ms, যদি প্রবণতা mz 

yemx vom? 4-8 
বৃত্তের "4, যেহেতু প্রবণতা /% : 

у-тха iym 
মর্তানুসারে, ইহার! একই 44-444?) 

14. S এবং S' যে উপবৃত্তের নাভি, তাহার উপর অবস্থিত P যে কোন 4; 
দেখাও যে 55 এবং БР উভয়ে P বিন্দুগামী স্পর্শকের উপর সমভাবে 'নত। [ধর, 
Зиа 22/42 +y2/b2=1 1. 

15. bagea বিন্দু P গামী "Ме নিয়ামকের nfew T বিন্দুতে মিলিত হয়; 
দেখাও যে PT নাভিতে সমকোণ ধারণ করে 1 

116. Р, а হইল উপবৃত্তস্থ বিন্দু; TE এবং TG হইল "erm; দেখাও QUT এবং 
Ра এর মধ্যবিদ্দুর সংযোজক রেখা উপরৃতটির сөж দিয়া গমন করে। 

17. উপবৃত্ত x2/a2+y2/b2=1 এর নাভিগামী কোন: জ্যাএর enmfan 

ও ০, তেন вта ম্পশক ; দেখাও যে т নিয়ামকের উপর অবস্থিত। 

18. দেখাও যে [х+ту=1 এই ania উপবৃত্ত 28/2 yt /L? =] এর 
অভিলঙ্থ হইবার শর্ত হইল faaan, যথা : 


2 2 
£t ga nt P9. 


[অন্যতম পদ্ধতি £ ах sec 0— by cosec ০০৮৫৪ — b? এবং Ix my =] 
হইল অভিন্ন রেখা) সুতরাং ху এবং y এরঁসহগঞ্জুল তুলনা 331] 
19. দেখাও যে (ху, yi) বিন্দু হইতে অস্কিত 898 22/59 4-2 /12 =] এর 
অভিলঙ্বমমূহের পাদ বিন্দুগুলি নিয়ের বক্ররেধার উপর অবস্থিত, 541: 
(a2—b2)xy+b2y x —a2x y=0, 
| ইঙ্গিত ঃ (419) বিন্দুতে, re feum : eu) unb ধরি ইহা (ху, D) বিন্দুর 
মধ্য (64) গমন করে, তবে тт -a*-b*, অর্থাৎ, (<, B) few এই qaa উপর 


অবস্থিত, 44: 
2৮৭৮) дз bos ইত্যাদি | ] 
х y 


20. যে wcG('lx-+my=1 এই রেখা 894% х3/43--у2/Ь2-1 এর (ету 
হইবে, ere নির্ণয় 941. 
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21. P হইল x2/a2+y2]b2=1 এই উপবৃত্স্থ বিন্দু (£5, pi) ; P বিন্দুতে 
wfrs অভিলম্ব £-অক্ষকে а বিন্দুতে ছেদ করে প্রমাণ কর যে ও এর yu হইল 
ех, যেখানে e হইল 25064651 | 

22. দেখাও যে х°%/а%+у%/}®=1 এই উপবৃত্তের যে জ্যা উপবৃত্তটির 
(а соз0, Б зіп 0) বিন্দুতে чет, তাহার মধ্যবিন্দু এই রেখাটির উপর 
অবস্থিত, 54: 

22 сов do sin 0-0. 

23. c কেন্্রবিশিষ্ট 9846 <2/a2--y2|b2=1 এর. উপর অবস্থিত 0 এবং $ 
বিন্দু দুইটি হইল যথাক্রমে P এবং а; দেখাও যে GA এবং CB чуч অর্ধ-ব্যাস 
হুইবে, যদি 0-,%-7/24হয়। 

24. PG হইল উপবৃত্তের ব্যাস; দেখাও Са Р এবং a গামী раа: Ба এর 
অন্থবদ্ধ ব্যাসের সহিত সমাস্তরাল | 

25. GP, Cà হইল উপবৃত্ত x2/a2-y2/b2=1 এর?অচ্কবদ্ধ অর্ধব্যাস ; ба 
হইতে P এর দুরত্ব যদি p হয়, তবে দেখাও যে 

са-%. 
ë 

26. দেখাও যে উপবৃত্ত ETE এর чуч ব্যাসদ্বয়ের 

প্রাস্তবিনুগামী স্পর্শকসমূহ পরস্পরকে উপবৃত্ত 48/৫84-8/9৪-2 aq. উপর 


"ছেদ করে। 
l 95/4. 2. x+y=5. 4. 95x—15y—97, 


13. y=x+8, у=-х+8. 20, д-+ (ат bp. 


পরাবৃত্ত বিষয়ক 
1. “4148 x*|4—y*|2—1 এবং বৃত্ত x2+y2=1 এর সাধারণ স্পর্শকের 
লমীকরণ নির্ণয় কর। 
2. দেখাও যে у=х+ 45 রেখা পরাবৃত্ত x2/9—y2/4=1 এর স্পর্শক) 
যাচাই করিয় দেখাও যে স্পর্শবিন্দুট (—9/ /5,-4/ J5) i 
3. পরাবৃত্ত 3৪-৪-3 এর যেল্পর্শকগুলি 2х-у-14% রেখার সহিত 
সমান্তরাল, তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর 1 
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4. x*|a*—y | =1 এই পরাবৃত্তের (45০০9, & 08) 0) fms. 
অভিলম্বের সমীকরণটিকে নিয্নলিখিত আকারে নির্ণয় কর, যথা ঃ 

ax tan 0--by sec 0= (a? +b?) sec 0 tan 0. 

5. P (a sec б, a tan 0) হইল x? — у? =a3 এই পরাবৃত্বের উপর অবস্থিত 
একটি গতিশীল বিন্দু এবং А (2a, 0) স্থির 4! দেখাও যে APR йн 
সঞ্চারপথ হুইল অপর একটি পরাবৃত্ত, 741: d(X—a)* —4y3 ma? | 

6. পরাবৃত্স্থ যে কোন বিন্দু P গামী স্পর্শক নিয়ামকের সহিত T বিদ্দুতে 
মিলিত হয়; দেখাও যে PT নাভিতে সমকোণ ধারণ করে। 

7. №5 হইল কোন বিন্দু P এর কোটি, যেধানে P নিয়ের পরাবৃত্তের উপর 
অবস্থিত, যথা : 

2 2 
djs 

Р বিন্দুগামী "efe তির্ক অক্ষের সহিত T বিন্দুতে মিলিত ছয়; nfi o 
হইলে দেখাও যে ONOT a? ; আরও প্রমাণ কর UON OT = 8, যদি P 
বিন্দুগামী স্পর্শকটি অন্থবদ্ধ অক্ষের সহিত T বিন্দুতে মিলিত হয় এবং যদি чүт» 
ilicis "m 

8. rt v=] এই чагган উপর P একটি সঞচারমান বিন্দু এবং ৪ নাভি; 


P বিন্দুতে PT স্পর্শক এবং PTa উপর ST "4; দেখাও যে T3 সঞ্চারপথ হইল 


x2+y2=a2 এই বৃত্ব। 

9. P এবং а হইল যথাক্রমে (asec 0, b tan 0), এবং (—a cosec 0, 
—b cot 0) Яя; দেখাও যে P ва বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শক দুইটি পরস্পরকে 
fi পরাবৃত্তের উপর ছেদ করে, যথা £ 

2৯১৪] 
аё p» oc 

10. 24৪ -3)৪-6 এই পরাবৃত্তের যে "449940 Х%у-2-0 এই রেখার 
সমান্তরাল, তাহাদের Мон নির্ণয় কর । 

11. яяв = -% =1 এবং বৃত্ত ৪47৪০] এর সাধারণ ম্পর্শকগুলির 


সমীকরণ NC 
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12. P একটি গতিশীল বিন্দু, যাহা নিয়ের 4414604 উপর অবস্থিত, যথা : 


P বিন্দুতে অঙ্কিত অভিলম্ব 5544 অক্ষের সহিত о বিন্দুতে মিলিত হয়) GP কে 
R পযন্ত এইরূপে বর্ণিত কর! হইল যেন বধিত অংশ নটর, সমান হয়; দেখাও যে 
` R এর সঞ্চার-পথ হইল এই পরাবৃত্ত, যথা : М 
A ДАН. 25 
4a? (a? =b?) 
13. z 2—1 এই পরা বৃত্তের উপর Р একটি সঞ্চারমান বিন্দু; P বিন্দুতে 


অঙ্কিত অভিলম্ব OX এবং CY অক্ষয়ের সহিত যথাক্রমে A ও B বিন্দুতে মিলিত হয় 
এবং CAQB একটি wasaa; দেখাও যে Q এর সঞ্চারপথ হইল একটি 
44148, থা £ 

а? х3 — 523,3 — (a3 53), 

14. দেখাও যে х2/а2 —y2|b2=1 এই পরাবৃত্স্থ (а sec 0, b tan 0) বিন্দুতে 

অভিলম্বটি পরাবৃত্তটিকে পুনরায় (а sec d, b tan 4) বিন্দুতে ছেদ করে, যেখানে 

a? sin 0 sin ена с os £%-0. 
15. CP, CD হইল পরাবৃত্ত x2/a2— pU এর 4544 অর্ধ-ব্যাস ; 


দেখাও যে 
G2 ~CD? =a? _ b2, 


16. যদি কোন পরাবৃত্তের এবং উহার 5544 পরাবৃত্তের উৎকেন্দ্রতা e এবং е 


হয়, তবে প্রমাণ কর যে 


Iul 
23 tac 


[সম-পরাবৃত্ত বিষয়ক সংক্ষিপ্ত বিবরণ (Rectangular or Equilateral 
hyperbola ) 


AIET সম-পরাবৃত্ত বল. হুয় যখন উহার তির্যক ও অনুৰ্দ্ধ 
= দৈর্ঘ্যে পরস্পর সমান হয় | 

স্থৃতরাং MPA স্থানাঙ্ক-অক্ষ হইলে х2 —у2 =а2 এই সমীকরণ একটি সম- 
পরাবৃত্বকে নির্দেশ করে। 


বিবিধ প্রশ্নমালা ২ সম-পরাবৃত্ত বিষয়ক 209. 


সম-পরাবৃত্তের সমীকরণের একটি প্রয়োজনীয় আকার হইল নিম্নরূপ, যথা : 
xy-4q$—c? ( ধরা аф)! 
এই বিশেষ আকারটি পাওয়া যায়, যূদি х®—у%=д% এর অগীমপথ ছুইটিকে 
(যথাঃ *_)২=0 বা, y= £2 কে) স্থানাস্ক-অক্ষ ধর! হয়) তবে পাঠযক্রমের 
বহিভূর্ত বলিয়। প্রক্রিয়াটি প্রদণিত হইল না, কিন্ত ছাত্রহাত্রীদের এই আকারটি স্বরণ 
রাখিতে বল! যাইতেছে, যথা s 
প্যারামিটার'গত আকার ২. £ এর যে কোন মানে x=ct, у=с аҹ] 
৮৯০ এর উপর অবস্থিত। উহার! একত্রে 46044104 “প্যারামিটার'গত রূপ 
প্রদান করে। (сс) ясе বিন্দু “/” বলিয়। উল্লেখ করা হয়। ] 
17. অম-পরাবৃত্ত ху-с3 এর ক্ষেত্রে প্রমাণ কর যে 
G) (хі, у1) ও (xa, уа) рта সংযোজক জ্যা এর সমীকরণ হইল 
0944-549) CP (x4 + ха) 
এবং 89] হইতে দেখাও যে (zi, уу) বিন্দুতে স্পর্শক ও অভিলদ্থের সমীকরণ 
দুইটি হইল যথাক্রমে 
ху + x1y 7 2c? এবং xxi = yy =t 7058, 
(а) সম-পরাবৃত্তের (“প্যারামিটার'গত রূপের ) t এবং tg fagara সংযোজক 
জ্যাএর সমী করণ হইবে 
X tstgy m c(t tg) ; 
এখন দেখাও cut, বিন্দুতে 544628 অভিলম্বের সমীকরণ দুইটি হুইল যথাক্রমে . 
x T f4*y —2ct3, 
m з 
এবং па Ін: ; 
(Hi) যে зи এর মধ্য-বিন্দু (42, yi) তাহার সমীকরণ হইল 
хуг T x1p 7 2x3y1 S 
(iv) "т প্রবণ তাবিশিষ্ট জ্যাগুলির ядз ব্যাসের সমীকরণ হুইল y= —mx. 
18, দেখাও যে 
ху+2х-у-6=0 
এই সমীকরণ একটি সম-পরাবৃত্তের সমীকরণ; ইহার чта সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 


[ইঙ্জিতঃ সমীকরণটিকে Мая আকারে প্রকাশ কর, যেমন 
(«-1)(у%9)-4; ая সমীকরণ হইল £ 
Х-1 এবং у--2) 


14 [ জ্যা. ] 
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19. নির্দিষ্ট বিন্দু (h, b) গামী একটি সরলরেখা £-অক্ষ এবং 7-অক্ষকে যথাক্রমে 
P এবং ә বিন্দুতে ছেদ করিল; দেখাও যে FG এর মধ্যবিন্দুর জঞ্চারপথ হইল 
একটি সম-পরাবৃত্ত, যাহার ces (h/2, b/2) | 

20. P এবং & হইল ху-с3 এর উপর অবস্থিত যথাক্রমে г, এবং {9 বিন্দু; 
TP, та হইল wie; দেখাও যে মূলবিন্দু ও T এর সংযোজক রেখা PG ভ্যাকে 
সমদ্বিধণ্ডিত করে। 

21. xy-c? পরাবৃত্তের P (xi yi) বিন্দুতে অভিলম্ব t পরাবৃত্তকে পুনরায় 
© (xa, Уа) বিন্দুতে ছেদ করে; দেখাও যে Y 

X1Xg7 —y1? уууа= — 2X12. 

22. 94144 ху-сі এর উপর অবস্থিত гү এবং 19 বিন্দু দুইটি হইল যথাক্রমে 

P ও ০.) Pa হইল P বিন্দুতে абя чета; দেখাও যে 
tit = — 1. 

23, পরাবৃত্ত ху=с2 এর উপর চলমান বিন্দু তে অঙ্কিত অভিলম্ব £-অক্ষকে а 
বিন্দুতে ছেদ করে; দেখাও যে PG এর মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ হইল 

8y* =с®(с® _ 2x). 


উত্তরমাল। 


Ll y=x+/9; y=-x-J8. 3. 9x—y+1=0. 
10 х+у+1=0. H. у= +x++/9, 


পরিশিষ্ট! 
প্রতিফলন, চলন 84443 বিগ্লেষণ-জ্যামিতিগত রূপ 


° ( Analytical representation of reflexion, 
translation and rotation ) 


স্ছানাক্কের রূপান্তর (Transformation of co-ordinates ) 


1. সমান্তরাল 54481 কখনও কখনও এইরূপ ঘটে যে প্রদত্ত কোন 
কার্টেজীয় অক্ষয়ের স্থান পরিবর্তন বাঞ্ছনীয় 4%) পড়িতেছে__নৃতন অবস্থানের 
этапа পূর্বতন অক্ষদয়ের সহিত সম ম্ভিনুখে রাধিয়। তখন নৃতন একটি মুলবিন্দু 
সওয়া হয়। 


ধরা 91%, Р সমৃতলস্থ কোন বিন্দু; 


€» e 
এবং পুরাতন wra (OX, OY) 
সম্পর্কে P এর স্থানাঙ্ক (x, у) এবং নৃতন 

e> € 
чуп (O OY) সম্পর্কে উহার 
স্থানাঙ্ক (*, ») [চিত্র 8.5] ধরা 
414, নৃতন মূলবিন্দু O' এর পুরাতন Wa 
সম্পর্কে স্থানাঙ্ক হইল (a, b). তাহ! হইলে সঙ্লিহিত চিত্র হইতে ইহ! সহজেই দেখা 
যায় যে 


х=а+х 22 
ycbty ) Ф 


উদ্দা. 8. নূতন সমান্তরাল অক্ষ ও নূতন মূলবিন্দু (2,1) সম্পর্কে 
у8+2у-4х+9=0 এই чакяч সমীকরণ নির্ণয় কর। 
এখানে, x= x 32, у-у-і1 
সুতরাং яза ব্যবস্থায় বক্ররেধাটির সমীকরণ atat হইবে, 991: 
(y 18 :20/—1) - 4x42) 9-0 
বা, y 3 4x! (অর্থাৎ একটি অধিবৃত্ যাহার শীর্ষ নৃতন মূলবিন্দু ) 


পুরাতন seq সম্পর্কে 445 হইল (2,-1) বিন্দু এবং নাভি (3,— 1). 
211 
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অনুরূপভাবে চেষ্টা কর ঃ 

() 952-432 --18x—165 211; নৃতন মূলবিন্দু (- 1, 2) সহ সমাস্তরাল 
чт! 

(4) х#—4у%—6х—32у—59=0; (3,—4) fers নৃতন тїт 
সমান্তরাল waar | 

2. 554054 ঘূর্ণন 


€ € 
ধরা 519, OX এবং OY একপ্রস্ত প্রাথমিক আয়ত ыны অক্ষ। ғы মূলবিন্দু 
„О লইয়া eH অপর আর এক প্রস্থ আয়ত স্থানাঙ্ক অক্ষ BE এবং OY, "em 


হুইল যেন Ox হুইতে 5) OX, পর্যন্ত কোণটি 9 হয় 


চিত্র 8.6 
ধরা 514, পুরাতন ও নৃতন অক্ষ সম্পর্কে যে কোন বিন্দু P এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 


(z, y) এবং (х,у)! ধরা me, ох এবং "m 1 এর উপর P3 অভিক্ষেপ যথাক্রমে 
M এবং м” (চিত্র 8.6 «йд ) 1 
তাহা হইলে প্রাসঙ্গিক চিত্র হইতে পাওয়া যায় ষে 
x=0M=0N-MN=0N- MM 
“ОМ cos 6-МР sin 0—x' cos 6— y' sin 6 
y—MP- Mi +M P=NM'-+ MP 
=ОМ' sin 0--M'P cos 0 — x' sin 0+' cos 6. 
সুতরাং 


х-х cos 0— > sin Sh 
p= x' віп 0+y' cos 0 
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উদ্দা. $ নৃতন IFN সম্পর্কে x? у2 =a? এই সমীকরণটিকে রূপান্তরিত কর, 
যেখানে LIRA অপরিবর্তিত আছে বং x এর ধনাত্মক অক্ষ হইতে x এর ধর্নাত্মক 
অক্ষ পর্যন্ত কোণ —45 করা হইয়াছে। 


э এখানে x—x' соз (—45°)—у' sin (—45°)= 2, (x! y) 


c 


y=x' sin (-457)-Еу cos (-49)--% (-4%») 
x3— y2 =a2 এর রূপান্তরিত আকার হইল (азая, যথাঃ 
%(8-2ху +032) 8 82422). at 
বা, 21762, 
ইহা সম-পরাবৃত্তের সমীকরণ, যখন উহার অসীমপথ ছুইটিকে স্থানাস্ক অক্ষ 
ধরা হয়। 
অনুরূপ পদ্ধতিতে চেষ্টা কর £ 


প্রদত্ত সমীকরণ যে কোণের মধ্য দিয়া পুরাতন 
ECCE ER আবর্তন 89 


(i) x?-2xy+y?+2x—4y+3=0 +45° 
(ü) х2+4ху+у2+3=0 +45" 
সমতলটির রূপান্তর বা.পরিবর্তন 
( Transformations of the Plane ) 

L চলন (Translations): কোন সামতলিক অঞ্চল 9 এর চলন 
ৰলিতে বুঝায়, S এর এইরূপ সরণ ( displacement ) যাহাতে s এর প্রতোক বিন্দু 
একটি ата ( fafira ) অভিমুখে এক অভিন্ন প্রদত্ত দূরত্বের মধ্য দিয়া স্থানাস্তরিত হয়। 
[ চিত্ৰ 8.7(a) ] 


(b) 


(а) 
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যেমন, একটি জানালা যখন উিত হয়, তখন Ф জানালা-মধ্যস্থ কোন সামতলিক 
কাচখণ্ডের চলন ঘটে | ' 


বিশ্লেষণ-জ্যামিতিগত রূপ £ ধরা যাক্‌, P : ( р) কোন সমতলস্থ একটি 
অনির্দিষ্ট যে কোন বিন্দু এবং ধরা যাক, সমতলটির চলনের ফলে P স্থানান্তরিত হইয়। 
যে বিন্দুতে উপস্থিত হয় әтір”: (х,у) [ চিত্র 8.7 (b) ] 1 ধরা যাক, *-অক্ষ ও 
/-অক্ষের উপর দিক-নির্দেশিত রেখাংশ PSU এর অভিক্ষেপ যথাক্রমে а এবং b; 
তাহা হইলে 

7442 
y'=y+b 

TAa পুরাতন অক্ষদ্য়ের সহিত সমান্তরাল ও উহাদের সহিত যথাক্রমে 
সম-অভিমুখী হইলে স্থানান্বের রূপাস্তরঘটিত যে সম্পর্ক পূর্বে প্রাপ্ত হওয়া! গিয়া ছিল, 
এই ক্ষেত্রেও এ একই леру পাওয়া যায় বলিয়া দেখা গেল। কিন্তু উভয় ক্ষেত্রে 
প্রাপ্ত অহুরূপ ফলগুলির তাৎপর্যগত ব্যাধ্যা পরম্পর হইতে সম্পুর্ণ eq পূর্বের ক্ষেত্রে 
P বিন্দুর অবস্থান অপরিবতিত ছিল; তবে নৃতন ev সম্পর্কে উহার নৃতন স্থানাহ্ক 
ধার্য হইয়াছিল। কিন্তু এক্ষেত্রে অক্ষয়ের কোন পরিবর্তন হয় নাই; বিন্দু 2 এরই 
অবস্থানের পরিবর্তন হইয়াছে। 

উদ. £ ধরা যাক্‌, qaqaq с: y=x3— «Еф চলনের ফলে y এর বণাত্মক 
অক্ষের অভিমুখে $ একক দূরত্বের মধ্য গিয়া স্থানান্তরিত 594 1 নৃতন বক্ররেখা ০' 
এর সমীকরণ কি হইবে? 

এখানে 4৭9 y'=y-$ (বা, y=y+3/2 ) 

`. নূতন বক্ররেখা-০' এর সমীকরণ হইল 

y+š=x2- +Ë 
বা, y=. 
বিশ্েষণ-জর্যামিতির সাহায্যে যাচাই কর £ 
(0) চলনের ফলে একটি সরলরেখা সাধারণভাবে একটি সমান্তরাল সরলরেখা'র 
উপর স্থানান্তরিত হয়। ব্যতিক্রম কি কি? ' 
(ü) চলনের ফলে একটি qa স্থানান্তরিত ЄЎЇ সমব্যাসার্ধ বিশিষ্ট অপর একটি 

বৃত্তের উপর সমাপতিত হয়। 

2. ঘূর্ণনসমূহ। ধর! যাক, সমতলটি মূলবিন্দুর চাঁরিদিকে 6 কোণের মধ্য 
দিয়া আবতিত হইল। তাহা হইলে কোন প্রদত্ত বিন্দু Р: (а, y) ар বিন্দুতে 
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স্থানান্তরিত হইবে তাহার (n, у) স্থানাঙ্ক কিভাবে পূর্ব wqratwwu (x, у) ও o'a ў 
সহিত সম্পর্কযুক্ত হইবে ? 
অক্ষয়ের ঘূর্ণনের (বা আবর্তনের ) ক্ষেত্রে 4164 স্তরের 911 w9as 74 ате 
নিরূপণ করা যায় (চিত্র 8.8 айп), adi: - 
a X'—x cos 0— y sin 6 
y тх sin 0+> cos 0 
বা, х,у নির্ণয়ের জন্ত সমাধান দ্বারা 
ইহাও পাওয়। যায় যে 
x=x' cos 0--y' sin 0 
у= — x' sin 0+y' cos 4 ; 
I Sas নিয়লিখিত সমীকরণটির উপর 
giaa ফল বিচার কর : 
х?+у2 = a fia 88 


উপরের "ua Yara এবং ১ এর পরিবর্তে উহাদের মাল নসাইলে ইহা পাওয়। 
"huc 


(x' cos 8-- y' sin 0)8+(— 2’ sin 9--y' cos 0)* ea? 
বা, x*4y3 a, 

অথাৎ, যে বৃত্ত প্রাপ্ত হওয়ার কথা, ইহ! তাহাই (7) সমতলের এইরূপ чая 
ফলে স্থানাস্তরিত একটি বৃত্ত উহার ছবহু 4844 рли উপর সমাপতিত হয় )। 

Зи. : алба চারিদিকে sfiga y? = 2тх কে — 902 মধ্য দিয় ব্বাবতিত 
কর। É 

3. অক্ষদ্বয্মের উপর প্রতিফলন 

ধরা যাক্‌, সমতলটি &-অক্ষে প্রতিফলিত 
হইল ; প্রকারান্তরে বলা যায় যে উহা! x- 
"wea চারিদিকে 180° কোণের মধ্য দিয়া 
আবতিত হইল বলিয়া ধরা হইল। ধরা” 
wg P : (z, 9) যে কোন একটি বিন্দু এবং 
P' : (2, у) হইল লেই fag যাহার উপর 
P স্থানান্তরিত হইল। 

তাহা হইলে "йт 


দা, ivt d) 
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অনুরূপে, )-অক্ষে প্রতিফলন নিয়ে প্রদত্ত সুত্রের সাহায্যে প্রকাশিত হর, যথা: 


pyan) 
FEE С nsi 
যে কোন একটি অক্ষে কোন বক্ররেখার প্রতিসম থাকিবার সর্তটি এই রূপান্তরগুলি 
, হইতে সঙ্গে সঙ্গে бр! е 
Syl. % С: ›*+х%= 25? +23, 
(1) রূপান্তরের ফলে c এর সমীকরণ অপরিবর্তিত থাকে) TOM c, aW 
প্রতিসম থাকে। few (2) রূপান্তরের কলে সমীকরণটি পরিবর্তিত হয়, vest 
©, /-অক্ষে প্রতিসম হয় না। 
নিয়লিখিত উদ্ভিটির সহিত এই সংক্ষি্ fio শেষ করা হইল, җеп: 
মূলবিন্দুর চতুর্দিকে সাধারণ 544 ও পরে সাধারণ চলন সম্মিলিতভাবে সাধারণ 
দৃঢ় গতি ( rigid motion ) বলিয়া পরিচিত। 
এইরূপ রূপাস্থরের ( transformation ) সমীকরণ দুইটি হইল নিম্নরূপ, যথা : 
X'—x cos 0— y sin жат! 
)'= x sin 0--y cos 0+b ? 
আরও অগ্রবর্তী অবস্থায় এইরূপ রূপান্তর জ্যামিতি (Transformation 
Geometry )র সহিত ছাত্রছাত্রীদের পরিচয় ঘটিবে 1 


2 অনুশীলনী 


1. নিয্ললিখিত বিন্দুগুলির নৃতন স্থানাঙ্ক কি হইবে তাহা নির্ণয় কর, যদি অক্ষদয়কে 
28457 কোণে (মুলবিনু স্থির রাখিয়া ) আবতিত করা হয় : 
(2, 0), (3, 1), (—2, 4) এবং (—5, -8). 
2. নিয়ের বিন্দুগুলির নূতন স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর, যদি অক্ষতবয়ের тїї, (2,1) 
বিন্দুতে "aru (ae করিয়। wawaqa +45°.কোণে আবতিত করা ex: 
(0, 0), (1, 2), (—3, 4), (-2, —5). 
3. যদি মূলবিন্দু স্থির রাখিয়া ০ কোণে অক্ষদ্বয় আবতিত করা হয় তাহা হইলে 
(21৮9-222) রাশিটি অপরিবতিত থাকে [(%॥, yi) এবং (22, ya) 540% 
পূর্বে দুইটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক ]। ইহার জ্যামিতিক তাৎপধ কি? 


` 


পরিশিষ্ট] 


ছক ( Determinant ) 
1. নিয়লিধিত সমীকরণ দুইটি, যথাঃ 
` azt hyde 
297৮9). cs 
সমাধান হিসাবে এইরূপ লেখা যায় যে 
LISSE om doli 1 ^ ^ 
сіРа-СаЙ, 2109 —agci ED সাদ পা “ 


যদি (а1%- asbı) то "| 
৫2৪ —agbs, এই প্রকার রাশিকে নির্দেশ করিতে ছক. ( Determinant ) 
বলিব! কথিত নিয়ে প্রদত্ত প্রতীক аана 


а-ар | ba ul 
«ир সারি, যথা! £ (а, bi) এবং (аҙ ba) এবং «ҰР vu, чө: 

а এবং b, 

аз s ৮৪ 
লইয়া ау, аа, bi, ba এই রাশি চাঁরিটির বর্গাকারে men (arrangement )কে 
দ্বিতীয় ক্রমের ছক (a determinant of the second order ) বলা evi 
এবং aiba — agb, হইল এই ছকের মান। 

(9 সমাধান এখন তাহা হইলে এইভাবে লেখা যায়, p 


x 
a сі TE сі. 
bg (а ag al 
Sgi.: чый: 
| 1|+- 4; Er "E 


“а ы 
24 


| x+y х+2у |= -2xy. 


x-y x-2y 


2. аух+Ьуу+су=0, asz+bsy+cs=0, ag x bays cg m O at 
নমীকরণ তিনটির < এবং у এর একই মান ছার! সিদ্ধ হওয়ার eR নিলি দিতত্তাকে 


নির্ণয় করা যায়, чч: 
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শেবের দুইটি সমীকরণ সমাধান করিয়া পাওয়া যায : 


д 
ba cs SL [| аа bs 
bs cs Gg; Са аз bs 

যদি agba —agba 740 531 > 


যদি agbs -agba =0 হয়, তবে সমীকরণ দুইটি удал (consistent ) হয় 
এলা, যদি না ; 
аз Әз _ca 
as bs cs 
এবং সেক্ষেত্রে সমীকরণ দুইটি অভিন্ন হইয়া যায়। 
এখন x এবং у এর মান প্রথম সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে, যদি 


«lia 2 | ta [аа ge eoe: 


এবং ইহ! নিয়প্রকারে লিখিত হইয়া থাকে, যেমন 
lay bi су 

аз bg ca 
lag bg cg 

উপরে отте তিনটি সারি এবং তিনটি gg AZN ал, аз, as ; bi, ba, bs ; 

“Сіз 02,03 এই নয়টি রাশির এইরূপ বর্গাকারে অঙ্জাকে তৃতীয় ক্রমের ছক 
*( determinant of third order ) 471 হয়, এবং ইহার মানকে নিয় প্রকারে 


প্রকাশ করা যাইতে পারে, যথা £ 


=0 


а | ра | |2 5], 


аз bs 
аз i 
এইরূপ বিস্তৃতিকে বুঝাইতে এই পুস্তকে প্রায়ই ছক-প্রতীক ব্যবহার করা 
হইয়াছে : প্রনঙ্গত লক্ষ্য করা যায় যে উপরে প্রদত্ত রেখা তিনটি таер 
"হয় যদি উহাদের সহগগুলির ছক শুন্য হয়। 


Ogie উভয় পক্ষের সমতা যাচাই 94: 
7: 


(8.1 47576115538) 
| 


=7 8 -9| 


IPA w 


Gi) 


M (iii) 


(iv) 


h 
£ 


9 
6 
3 


তীয় ক্রমের ছক 219. 


8378 | 
b — f |=abe+2fgh-af*-bg? — 08, 
f 


8+ 
5 4 
г oi 


=0. 


d 84: by মান কত হইলে kx+2y+3z=0, 2-3+42-0, 
5x--7y - 8220, এই সমীকরণ তিনটি যুগপৎ সত্য হইতে পারে? [ উঃ/৮991), 


* 


A 


